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1. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü
iíäèâiäóàëüíîãî ðèçèêó

Ìîäåëü iíäèâiäóàëüíîãî ðèçèêó � íàéïðîñòiøà ç ìîäåëåé
ôóíêöiîíóâàííÿ ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ ìîæíà
îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà êîìïàíi¨. Âîíà áàçó¹òüñÿ íà
òàêèõ ïðèïóùåííÿõ:

1. Àíàëiçó¹òüñÿ êîðîòêèé ïðîìiæîê ÷àñó (îòæå, ìîæíà çíåõ-
òóâàòè iíôëÿöi¹þ òà íå âðàõîâóâàòè ïðèáóòîê âiä iíâåñòóâàííÿ).

2. ×èñëî äîãîâîðiâ ñòðàõóâàííÿ N ôiêñîâàíå.
3. Ïëàòà çà ñòðàõîâêó âíîñèòüñÿ íà ïî÷àòêó ïåðiîäó ñòðàõó-

âàííÿ (íiÿêèõ íàäõîäæåíü ïðîòÿãîì öüîãî ïåðiîäó íåìà¹), ðîç-
ðàõóíîê ïðîâîäèòüñÿ â êiíöi.

4. Êîæåí äîãîâið ñòðàõóâàííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåçàëåæíî âiä
iíøèõ, ðîçïîäië iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó Xi çà i-ì äîãîâîðîì
(i = 1, 2, . . . , N) âiäîìèé.

Çà íàÿâíîñòi öèõ ïðèïóùåíü iìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà âèçíà-

÷à¹òüñÿ ñóìàðíèì ïîçîâîì S =
N∑
i=1

Xi äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ òà

âåëè÷èíîþ ðåçåðâíîãî êàïiòàëó êîìïàíi¨ u.
ßêùî ñóìàðíèé ïîçîâ S áiëüøèé, íiæ êàïiòàë êîìïàíi¨ u,

òî êîìïàíiÿ íå çìîæå âèêîíàòè ñâî¨ çîáîâ'ÿçàííÿ i çáàíêðóòó¹.
Òîìó éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà êîìïàíi¨ äîðiâíþ¹

R = P

{
N∑
i=1

Xi > u

}
.

Ðîçðàõóíîê iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà.
Ó ïðèïóùåííi, ùî ðîçïîäiëè âåëè÷èí ïîçîâiâ X1, X2, . . . , XN

âiäîìi é âèïàäêîâi âåëè÷èíè X1, X2, . . . , XN íåçàëåæíi, ðîçïîäië

ñóìè
N∑
i=1

Xi ìîæíà îá÷èñëèòè ÿê çãîðòêó ðîçïîäiëiâ öèõ âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí.

Çà âiäîìèì ðîçïîäiëîì ñóìè
N∑
i=1

Xi éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà

êîìïàíi¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:

R = P

{
N∑
i=1

Xi > u

}
,

äå u � êàïiòàë êîìïàíi¨.
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Çàçíà÷èìî, ùî â ìîäåëi iíäèâiäóàëüíîãî ðèçèêó âåëè÷èíè ïî-
çîâiâ Xi, i = 1, . . . , N íå ìîæóòü áóòè àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè,
îñêiëüêè ¨õ ðîçïîäiëè ìàþòü àòîìè â íóëi.

Íàáëèæåíèé ìåòîä ðîçðàõóíêó éìîâiðíîñòi áàíêðóò-
ñòâà. ×èñëî äîãîâîðiâ (çàñòðàõîâàíèõ îñiá) N , ÿê ïðàâèëî, âå-

ëèêå. Òîìó ðîçïîäië ñóìè SN =
N∑
i=1

Xi ÿê çãîðòêó ðîçïîäiëiâ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çàçâè÷àé íå îá÷èñëþþòü, à çíàõîäÿòü, çà-
ñòîñîâóþ÷è öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó.

Çãiäíî ç öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ äëÿ âåëèêèõ N
ÿê ðîçïîäië íîðìîâàíî¨ ñóìè

SN −MSN√
DSN

ìîæíà ðîçãëÿäàòè íîðìàëüíèé ðîçïîäië iç ïàðàìåòðàìè (0;1).
Òîäi éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà ìîæíà îá÷èñëèòè òàê:

R = P {SN > u} = 1−N0;1

(
u−MSN√

DSN

)
,

äå N0;1(s) � çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðà-
ìåòðàìè (0;1) ó òî÷öi s.

Çàäà÷i äî òåìè

1.1. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ îäíàêîâèõ
äîãîâîðiâ ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. ßêùî ñìåðòü çàñòðàõîâàíîãî íà-
ñòàëà âíàñëiäîê íåùàñíîãî âèïàäêó, òî íàùàäêàì (íàñëiäíèêàì)
âèïëà÷óþòü 500 000 ãðí. ßêùî ñìåðòü çàñòðàõîâàíîãî íàñòàëà
â ðåçóëüòàòi ïðèðîäíèõ ïðè÷èí, òî ñòðàõîâà âèïëàòà äîðiâíþ¹
250 000 ãðí ó ïåâíié âiêîâié êàòåãîði¨. Äëÿ êîæíîãî iç çàñòðàõî-
âàíèõ iìîâiðíiñòü ñìåðòi ÷åðåç íåùàñíèé âèïàäîê äîðiâíþ¹ 0,1,
éìîâiðíiñòü ñìåðòi ó çâ'ÿçêó ç ïðèðîäíèìè ïðè÷èíàìè äîðiâíþ¹
0,1 i, îòæå, éìîâiðíiñòü äîæèòòÿ äîðiâíþ¹ 0,8. Çíàéòè çàëåæ-
íiñòü éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R âiä âåëè÷èíè êàïiòàëó êîìïà-
íi¨ u à) çà ìåòîäîì çãîðòîê; á) ìåòîäîì ãåíåðàòðèñ.

1.2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ äîãîâîðiâ ñòðàõó-
âàííÿ áóäiâåëü âiä ïîæåæi. Âàðòiñòü ïåðøî¨ áóäiâëi c1 = 1 ìëí
ãðí, à äðóãî¨ � c2 = 2 ìëí ãðí. Iìîâiðíiñòü ïîæåæi íà ïåðøîìó
(äðóãîìó) îá'¹êòi ïðîòÿãîì ïðîìiæêó ÷àñó, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ,
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¹ q1 = 0, 2 (q2 = 0, 1), à çáèòêè âiä ïîæåæi Y1 (Y2), ÿêùî âîíà ìà¹
ìiñöå, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi âiä 0 äî ïîâíî¨ âàðòîñòi îá'¹êòà.

Çíàéòè çàëåæíiñòü iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R âiä êàïiòàëó
êîìïàíi¨ u.

1.3. Ñòðàõîâà êîìïàíiÿ óêëàëà N = 10 000 äîãîâîðiâ ñòðà-
õóâàííÿ æèòòÿ ñòðîêîì íà îäèí ðiê íà òàêèõ óìîâàõ. Ó ðàçi
ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó
êîìïàíiÿ âèïëà÷ó¹ ñïàäêî¹ìöÿì 1 ìëí ãðí, à â ðàçi ñìåðòi ïðîòÿ-
ãîì ðîêó âíàñëiäîê ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 250 000 ãðí. Êîìïàíiÿ
íå ïëàòèòü íi÷îãî, ÿêùî çàñòðàõîâàíèé íå ïîìðå ïðîòÿãîì ðîêó.
Iìîâiðíiñòü ñìåðòi ÷åðåç íåùàñíèé âèïàäîê îäíà é òà æ äëÿ âñiõ
çàñòðàõîâàíèõ i äîðiâíþ¹ 0,0005. Iìîâiðíiñòü ñìåðòi âíàñëiäîê
ïðèðîäíèõ ïðè÷èí çàëåæèòü âiä âiêó.N çàñòðàõîâàíèõ áóëè ðîç-
áèòi íà äâi âiêîâi ãðóïè, ÿêi ìiñòÿòü N1 = 4 000 i N2 = 6 000 ÷îëî-
âiê iç iìîâiðíiñòþ ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó q1 = 0, 004 i q2 = 0, 002
âiäïîâiäíî.

Ïiäðàõóâàòè âåëè÷èíó ïðåìi¨, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ êîì-
ïàíi¹þ ñâî¨õ çîáîâ'ÿçàíü iç iìîâiðíiñòþ 0,95.

Ð î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Äëÿ ðîçðàõóíêiâ çðó÷íî âçÿòè
250 000 ãðí çà îäèíèöþ âèìiðó ãðîøîâèõ ñóì. Òîäi
ðîçïîäië iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó Xi çà i-ì äîãîâîðîì
(i = 1, 2, . . . , 4 000) ïåðøî¨ ãðóïè äîãîâîðiâ âiäîìèé i äîðiâíþ¹
P{Xi = 0} = 0, 9955, P{Xi = 1} = 0, 004, P{Xi = 4} = 0, 0005.
Ïðè öüîìó X1, X2, . . . , X4000 � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,
m1 = MXi = 0, 006; σ2

1 = DXi = 0, 012; i = 1, 2, . . . , 4 000.
Ðîçïîäië iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó Xj çà j-ì äîãîâîðîì

(j = 1, 2, . . . , 6 000) äðóãî¨ ãðóïè äîãîâîðiâ âiäîìèé i äîðiâíþ¹
P{Xj = 0} = 0, 9975, P{Xj = 1} = 0, 002, P{Xj = 4} = 0, 0005,
ïðè öüîìó X1, X2, . . . , X6000 � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,
m2 = MXj = 0, 004; σ2

2 = DXj = 0, 01; j = 1, 2, . . . , 6 000.
Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿMS òà äèñïåðñiÿ DS ñóìàðíîãî ïî-

çîâó äî êîìïàíi¨ äîðiâíþþòü MS = 4 000 ·m1 + 6 000 ·m2 = 48,
DS = 4 000 · σ2

1 + 6 000 · σ2
2 = 107, 76.

ßêèìè á íå áóëè ïðèíöèïè ïðèçíà÷åííÿ ñòðàõîâèõ ïðåìié,
ñòðàõîâà êîìïàíiÿ â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó îäåðæèòü îäíó é òó
ñàìó íåîáõiäíó ñóìó

l = x0,95

√
DS = 1, 645

√
107, 76 = 17, 076,

äå xα � α-êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.
ßêùî ñóìó l ðîçïîäiëÿþòü ïðîïîðöiéíî MXi, òî ñòðàõîâà

íàäáàâêà çà i-ì äîãîâîðîì äîðiâíþ¹

li = kMXi = x0,95

√
DS

MS
MXi,
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à ïðåìiÿ � pi = MXi + li. Äëÿ ïåðøî¨ ãðóïè äîãîâîðiâ
l1 = 0, 002135, p1 = 0, 008135 àáî 2034 ãðí. Äëÿ äðóãî¨ ãðóïè
äîãîâîðiâ � l2 = 0, 001423, p2 = 0, 005423 àáî 1356 ãðí.

ßêùî ñóìó l ðîçïîäiëÿþòü ïðîïîðöiéíî DXi, òî ñòðàõîâà
íàäáàâêà çà i-ì äîãîâîðîì äîðiâíþ¹

li = kDXi =
x0,95√
DS

DXi,

à ïðåìiÿ � pi = MXi + li. Äëÿ ïåðøî¨ ãðóïè äîãîâîðiâ
l1 = 0, 001896, p1 = 0, 007896 àáî 1974 ãðí. Äëÿ äðóãî¨ ãðóïè
äîãîâîðiâ l2 = 0, 00158, p2 = 0, 00558 àáî 1396 ãðí.

ßêùî ñóìó l ðîçïîäiëÿþòü ïðîïîðöiéíî
√
DXi, òî ñòðàõîâà

íàäáàâêà çà i-ì äîãîâîðîì äîðiâíþ¹

li = k
√
DXi = x0,95

√
DS

N∑
i=1

√
DXi

√
DXi,

à ïðåìiÿ � pi = MXi + li. Äëÿ ïåðøî¨ ãðóïè äîãîâîðiâ
l1 = 0, 001801, p1 = 0, 007801 àáî 1950 ãðí. Äëÿ äðóãî¨ ãðóïè
äîãîâîðiâ l2 = 0, 001645, p2 = 0, 005645 àáî 1411 ãðí.

1.4. Ïîðòôåëü ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 1 800 äîãî-
âîðiâ ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ ñòðîêîì íà îäèí ðiê. Ñòðàõîâi âèïëàòè
ïîäiëÿþòüñÿ íà 2 ãðóïè ðîçìiðîì 100$ i 200$ äëÿ çàñòðàõîâàíèõ
ç iìîâiðíîñòÿìè íàñòàííÿ ñòðàõîâîãî âèïàäêó 0,02 àáî 0,10 âiä-
ïîâiäíî. Ó òàáëèöi íàâåäåíî êiëüêiñòü çàñòðàõîâàíèõ nk ó êîæ-
íié iç ÷îòèðüîõ ãðóï, ùî âiäïîâiäà¹ ðiçíèì çíà÷åííÿì ñòðàõîâî¨
âèïëàòè bk i éìîâiðíîñòi ïîçîâó qk.

k qk bk nk

1 0,02 100$ 500

2 0,02 200$ 500
3 0,10 100$ 300
4 0,10 200$ 500

Âèçíà÷èòè ìiíiìàëüíó âåëè÷èíó êàïiòàëó, çà íàÿâíîñòi ÿêîãî
éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà êîìïàíi¨ íå ïåðåâèùó¹ 0,05.

1.5. Çà óìîâàìè ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i îá÷èñëèòè âåëè÷èíó ïðå-
ìi¨ äëÿ êîæíî¨ ãðóïè çàñòðàõîâàíèõ, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ
êîìïàíi¹þ ñâî¨õ çîáîâ'ÿçàíü ç iìîâiðíiñòþ 0,95.

1.6. Êëi¹íòè êîìïàíi¨, ùî çàéìà¹òüñÿ ñòðàõóâàííÿì àâòîìî-
áiëiâ, ïîäiëÿþòüñÿ íà 2 ãðóïè.
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Êiëüêiñòü Iìîâiðíiñòü Ïàðàìåòðè çðiçàíîãî

Ãðóïà ó ãðóïi ïîçîâó åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîçïîäiëó

k nk qk λ L

1 500 0,10 1 2,5
2 2000 0,05 2 5,0

Âåëè÷èíà äiéñíî âèñóíóòîãî ïîçîâó ìà¹ çðiçàíèé åêñïîíåí-
öiàëüíèé ðîçïîäië, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

F (x) =

 0, ÿêùî x < 0;
1− e−λx, ÿêùî 0 ≤ x < L;

1, ÿêùî x ≥ L.
Âèçíà÷èòè ìiíiìàëüíó âåëè÷èíó êàïiòàëó, çà íàÿâíîñòi ÿêîãî

éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà êîìïàíi¨ íå ïåðåâèùó¹ 0,05.
1.7. Çà óìîâàìè ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i îá÷èñëèòè âåëè÷èíó ïðå-

ìi¨ äëÿ êîæíî¨ ãðóïè çàñòðàõîâàíèõ, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ
êîìïàíi¹þ ñâî¨õ çîáîâ'ÿçàíü ç iìîâiðíiñòþ 0,95.

1.8. Ïîðòôåëü ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 16 000 äî-
ãîâîðiâ ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ ñòðîêîì íà îäèí ðiê. Äàëi íàâåäåíî
êiëüêiñòü çàñòðàõîâàíèõ nk ó êîæíié ç ï'ÿòè ãðóï ç ðiçíèìè çíà-
÷åííÿìè ñòðàõîâî¨ âèïëàòè bk i éìîâiðíîñòi ïîçîâó qk.

k qk bk nk

1 0,01 10 000 ãðí 8000

2 0,02 20 000 ãðí 3500
3 0,03 30 000 ãðí 2500
4 0,05 50 000 ãðí 1500
5 0,1 100 000 ãðí 500

Âèçíà÷èòè ìiíiìàëüíó âåëè÷èíó êàïiòàëó, çà íàÿâíîñòi ÿêîãî
éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà êîìïàíi¨ íå ïåðåâèùó¹ 0,05.

1.9. Çà óìîâàìè ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i îá÷èñëèòè âåëè÷èíó ïðå-
ìi¨ äëÿ êîæíî¨ ãðóïè çàñòðàõîâàíèõ, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ
êîìïàíi¹þ ñâî¨õ çîáîâ'ÿçàíü ç iìîâiðíiñòþ 0,95.

1.10. Êîìïàíiÿ, ùî çàéìà¹òüñÿ ñòðàõóâàííÿì âiä ïîæåæ, çà-
ñòðàõóâàëà 160 áóäèíêiâ, ÿêi ìîæíà ðîçäiëèòè íà 5 ãðóï çãiäíî
ç âàðòiñòþ áóäèíêó.

Ãðóïà Êiëüêiñòü Âàðòiñòü

äîãîâîðiâ áóäèíêó

1 80 10 000$
2 35 20 000$
3 25 30 000$
4 15 50 000$
5 5 100 000$
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Iìîâiðíiñòü ïîæåæi äëÿ êîæíîãî áóäèíêó îäíà é òà æ i äîðiâ-
íþ¹ 0,04. Çáèòêè âiä ïîæåæi Y , ÿêùî âîíà ìà¹ ìiñöå, ðiâíîìiðíî
ðîçïîäiëåíi âiä 0 äî ïîâíî¨ âàðòîñòi áóäèíêó. Âèçíà÷èòè ìiíi-
ìàëüíó âåëè÷èíó êàïiòàëó, çà íàÿâíîñòi ÿêîãî éìîâiðíiñòü áàí-
êðóòñòâà êîìïàíi¨ íå ïåðåâèùó¹ 0,05.

1.11. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 32 äîãîâîðiâ ñòðàõó-
âàííÿ æèòòÿ íà îäèí ðiê. Iìîâiðíiñòü ïîçîâó çà êîæíèì äîãîâî-
ðîì äîðiâíþ¹ 1/6, à âåëè÷èíà äiéñíî âèñóíóòîãî ïîçîâó Y ìà¹
ùiëüíiñòü

f(y) =
{

2(1− y), ÿêùî 0 < y < 1;
0, ÿêùî y /∈ (0; 1).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S âåëè÷èíó ñóìàðíîãî ïîçîâó äî êîìïàíi¨. Îöi-
íèòè P{S > 4}, çàñòîñîâóþ÷è ãàóññiâñüêå íàáëèæåííÿ.

2. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü
êîëåêòèâíîãî ðèçèêó

Ìîäåëü êîëåêòèâíîãî ðèçèêó çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ
éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨. Âîíà áóäó¹òüñÿ çà
òàêèõ ïðèïóùåíü:

1. Àíàëiçó¹òüñÿ ôiêñîâàíèé êîðîòêèé iíòåðâàë ÷àñó (òàê ùî
ìîæíà çíåõòóâàòè iíôëÿöi¹þ i íå âðàõîâóâàòè ïðèáóòîê âiä ií-
âåñòóâàííÿ).

2. Ïëàòà çà ñòðàõîâêó âíîñèòüñÿ íà ïî÷àòêó ïåðiîäó ñòðàõó-
âàííÿ, ðîçðàõóíîê ïðîâîäèòüñÿ â êiíöi, íàäõîäæåííÿ ïðîòÿãîì
öüîãî ïåðiîäó âiäñóòíi.

3. Ïîçîâè Y1, Y2, . . ., ùî íàäõîäÿòü äî êîìïàíi¨, íå ïîâ'ÿçàíi
ç êîíêðåòíèìè äîãîâîðàìè, à ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ðåçóëüòàò ñó-
ìàðíîãî ðèçèêó êîìïàíi¨. Iíàêøå êàæó÷è, Yi � i-é ðåàëüíî
ïðåä'ÿâëåíèé ïîçîâ, à íå ïîçîâ çà i-ì äîãîâîðîì. Âèïàäêîâi âå-
ëè÷èíè Y1, Y2, . . . � íåçàëåæíi, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi é íå ìàþòü
àòîìà â íóëi.

4. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ν � çàãàëüíå ÷èñëî ïîçîâiâ çà ïåðiîä
ñòðàõóâàííÿ òà âèïàäêîâi âåëè÷èíè Y1, Y2, . . . � íåçàëåæíi.

Ó ìîäåëi êîëåêòèâíîãî ðèçèêó, ÿê i â ìîäåëi iíäèâiäóàëüíîãî,
éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà R íà äàíîìó iíòåðâàëi ÷àñó âèçíà÷à¹òü-
ñÿ ñóìàðíèì ïîçîâîì Sν = Y1+Y2+. . .+Yν äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨
òà ¨¨ êàïiòàëîì u:

R = P{Sν > u}.
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Ðîçðàõóíîê iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà.
ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè Yi äèñêðåòíi, òî éìîâiðíiñòü áàí-

êðóòñòâà

R =
∞∑

k=u+1

∞∑
n=1

P{Sn = k}πn. (2.1)

ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè Yi àáñîëþòíî íåïåðåðâíi (fSn(t) �
ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Sn), òî éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà

R =

∞∫
u

( ∞∑
n=1

πnfSn(x)

)
dx. (2.2)

×èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè ñóìàðíîãî ïîçîâó.
Íåõàé π(z) � ãåíåðàòðèñà ÷èñëà ïîçîâiâ ν, à ϕ(s) � ïåðåòâî-

ðåííÿ Ëàïëàñà âåëè÷èíè Yi ïðåä'ÿâëåíîãî ïîçîâó. Ïåðåòâîðåííÿ
Ëàïëàñà Φ(s) ñóìàðíîãî ïîçîâó Sν

Φ(s) = Me−sSν = π(ϕ(s)). (2.3)

ßêùî ïðåä'ÿâëåíi ïîçîâè Yi ìàþòü äèñêðåòíèé ðîçïîäië, òî
ñóìàðíèé ïîçîâ Sν òàêîæ äèñêðåòíèé. Íåõàé ãåíåðàòðèñà âèïàä-
êîâî¨ âåëè÷èíè Yi äîðiâíþ¹ g(z). Ãåíåðàòðèñà ñóìàðíîãî ïîçîâó
Sν

G(z) = π(g(z)). (2.4)

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ñóìàðíîãî ïîçîâó Sν

MSν = MνMYi. (2.5)

Äèñïåðñiÿ ñóìàðíîãî ïîçîâó Sν :

DSν = Dν(MYi)2 +DYiMν. (2.6)

Ñêëàäåíèé ïóàññîíiâ ðîçïîäië.
Îçíà÷åííÿ. Íåõàé Yi, i = 1, 2, . . . � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîç-

ïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà ç ðîçïîäiëîì F (ôóíêöi¹þ
ðîçïîäiëó F (x)), ν � ïóàññîíîâà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ïàðàìåò-
ðîì λ, ÿêà íå çàëåæèòü âiä Yi. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Sν =
ν∑
i=1

Yi
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íàçèâàòèìåìî ñêëàäåíèì ïóàññîíîâèì ðîçïîäiëîì iç ïàðàìåòðà-
ìè (λ, F (x)).

Iíøèìè ñëîâàìè, íåâiä'¹ìíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Sν ìà¹
ñêëàäåíèé ïóàññîíiâ ðîçïîäië, ÿêùî ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà
Φ(s) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Φ(s) = eλ(ϕ(s)−1), (2.7)

äå ϕ(s) � ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äåÿêîãî éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäi-
ëó F , çîñåðåäæåíîãî íà [0,+∞) .

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ MSν òà äèñïåðñiÿ DSν ñóìàðíîãî
ïîçîâó äëÿ ñêëàäåíîãî ïóàññîíîâîãî ðîçïîäiëó äîðiâíþþòü [äèâ.
(2.5), (2.6)]

MSν = MνMYi = λMYi,

DSν = Dν(MYi)2 +DYiMν = λ(DYi + (MYi)2) = λMY 2
i .

Ñêëàäåíèé âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië.
Îçíà÷åííÿ.Íåõàé Yi, i = 1, 2, . . .� íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîç-

ïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x),
âèïàäêîâà âåëè÷èíà ν ìà¹ âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðà-
ìåòðàìè (p, α). Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Sν =
ν∑
i=1

Yi

íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäåíèì âiä'¹ìíèì áiíîìíèì ðîçïîäiëîì iç ïàðà-
ìåòðàìè (p;α;F (x)).

Iíøèìè ñëîâàìè, íåâiä'¹ìíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Sν ìà¹
ñêëàäåíèé âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië iç ïàðàìåòðàìè
(p;α;F (x)), ÿêùî ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà Φ(s) ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi

Φ(s) =
(

p

1− ϕ(s)q

)α
, (2.8)

äå ϕ(s) � ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äåÿêîãî éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäi-
ëó F , çîñåðåäæåíîãî íà [0,+∞), p > 0, q > 0, p+ q = 1.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ MSν òà äèñïåðñiÿ DSν ñóìàðíîãî
ïîçîâó Sν äëÿ ñêëàäåíîãî âiä'¹ìíîãî áiíîìíîãî ðîçïîäiëó äîðiâ-
íþþòü

MSν = MνMYi =
αq

p
MYi,

DSν = Dν(MYi)2 +DYiMν =
αq

p2
(MYi)2 +DYi

αq

p
.
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ßê i äëÿ ìîäåëi iíäèâiäóàëüíîãî ðèçèêó, ó ìîäåëi êîëåêòèâ-
íîãî ðèçèêó îñíîâíèì ¹ ãàóññiâñüêå íàáëèæåííÿ.

Ïðèêëàä 2.1. Çà ôiêñîâàíèé êîðîòêèé ïðîìiæîê ÷àñó ÷èñ-
ëî ïîçîâiâ ν äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ìà¹ ïóàññîíiâ ðîçïîäië ç
ïàðàìåòðîì λ = 0, 8. Ó âèïàäêó, ÿêùî ïîçîâ ïðåä'ÿâëåíèé,
éîãî âåëè÷èíà äîðiâíþ¹ 1 àáî 2 àáî 3 ç iìîâiðíîñòÿìè 0,25;
0,375 òà 0,375 âiäïîâiäíî. Îá÷èñëèòè ðîçïîäië ñóìàðíîãî ïî-
çîâó Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν äî êîìïàíi¨.

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ðîçïîäië êîæíî¨ ç âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí Y1,Y1 + Y2, Y1 + Y2 + Y3 i ò.ä.

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè Yi, i = 1, 2, . . . ìàþòü ðîçïîäië

1 2 3

0,25 0,375 0,375

Òîäi ðîçïîäië ñóìè Y1 + Y2 çíàõîäèìî ÿê çãîðòêó ðîçïîäiëiâ
Y1 òà Y2:

2 3 4 5 6

0,0625 0,1875 0,3281 0,2813 0,1406

Ðîçïîäië ñóìè Y1 + Y2 + Y3:

3 4 5 6 7 8 9

0,0156 0,0703 0,1758 0,2637 0,2637 0,1582 0,0527

Ðîçïîäië ñóìè Y1 + Y2 + Y3 + Y4 ìà¹ âèãëÿä

4 0,0039 9 0,2373

5 0,0234 10 0,1714

6 0,0762 11 0,0791

7 0,1582 12 0,0198

8 0,2307

Ðîçïîäië ñóìè Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + Y5:

5 0,001 11 0,2184

6 0,0073 12 0,1730

7 0,0293 13 0,0989

8 0,0769 14 0,0371

9 0,1456 15 0,0074

10 0,2052
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i ò.ä.
Ðîçïîäiëîì ÷èñëà ïîçîâiâ ν äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ¹ ïóàññîíiâ

ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ = 0, 8:

πi = P{ν = i} =
(0, 8)i

i!
e−0,8, i = 0, 1, . . . àáî

0 1 2 3 4 5 . . .

0,4493 0,3595 0,1438 0,0383 0,0077 0,0012 . . .

Òîäi ðîçïîäiëîì ñóìàðíîãî ïîçîâó Sν = Y1 + Y2 + . . . + Yν ¹
ñêëàäåíèé ïóàññîíiâ ðîçïîäië. Çíàéäåìî éîãî. Ìà¹ìî

P{Sν = k} =
∞∑
n=1

P{Sn = k}πn =

=
∞∑
n=1

P{Y1 + Y2 + . . .+ Yn = k}P{ν = n}, k = 0, 1, . . .

Çâiäñè îäåðæèìî

P{Sν = 0} = 0, 4493; P{Sν = 1} = 0, 08987;

P{Sν = 2} = 0, 14379; P{Sν = 3} = 0, 16236;

P{Sν = 4} = 0, 04991; P{Sν = 5} = 0, 04736;

i ò.ä.
Îòæå, ðîçïîäië Sν äîðiâíþ¹

0 1 2 3 4 5 . . .

0,4493 0,08987 0,14379 0,16236 0,04991 0,04736 . . .

Çàäà÷i äî òåìè

2.1. Çà ôiêñîâàíèé êîðîòêèé ïðîìiæîê ÷àñó ïîðòôåëü äî-
ãîâîðiâ ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ìîæå ïîðîäèòè 0, 1, 2 àáî 3 ïîçîâè ç
iìîâiðíîñòÿìè 0,2; 0,3; 0,4; 0,1 âiäïîâiäíî. Ó âèïàäêó, ÿêùî ïîçîâ
ïðåä'ÿâëåíèé, éîãî âåëè÷èíà äîðiâíþ¹ 1, 2 àáî 3 ç éìîâiðíîñòÿ-
ìè 0,6; 0,3 òà 0,1 âiäïîâiäíî. Âèçíà÷èòè çàëåæíiñòü iìîâiðíîñòi
áàíêðóòñòâà R âiä êàïiòàëó êîìïàíi¨ u. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó äâîìà
ñïîñîáàìè: à) çà ìåòîäîì ãåíåðàòðèñ; á) ìåòîäîì çãîðòîê.
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2.2. Íåõàé ÷èñëî ïîçîâiâ ν çà ôiêñîâàíèé ïðîìiæîê ÷àñó ìà¹
ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì p :

πn = P{ν = n} = p(1− p)n−1, n = 1, 2, . . . ,

à âåëè÷èíè ïîçîâiâ ðîçïîäiëåíi ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì λ :

FYi(x) = P{Yi < x} =
{

0, ïðè x < 0;
1− e−λx, ïðè x ≥ 0 (λ > 0).

Çíàéòè çàëåæíiñòü iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà âiä êàïiòàëó êîì-
ïàíi¨. Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàòè äâîìà ñïîñîáàìè: à) çà äîïîìîãîþ ïå-
ðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà; á) çà ìåòîäîì çãîðòîê.

Ð î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó çà äîïîìîãîþ ïåðåòâî-
ðåííÿ Ëàïëàñà.

Ãåíåðàòðèñà ÷èñëà ïîçîâiâ ν äîðiâíþ¹

π(z) = Mzν =
∞∑
n=1

(1− p)n−1pzn =
zp

1− z(1− p)
.

Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà âåëè÷èíè ïîçîâó ìà¹ âèãëÿä

ϕ(s) = Me−sYi =

∞∫
0

e−sxλe−λxdx =
λ

s+ λ
.

Çãiäíî ç (2.3) ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà Φ(s) ñóìàðíîãî ïîçîâó Sν
äîðiâíþ¹

Φ(s) = π(ϕ(s)) =
ϕ(s)p

1− ϕ(s)(1− p)
=

λp

s+ λp
.

Îñòàíí¹ ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîçïîäiëó
ç ïàðàìåòðîì λp:

f(x) =
{

0, x < 0,
λpe−λpx, x ≥ 0.

Iìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà êîìïàíi¨ äîðiâíþ¹

R(u) =

+∞∫
u

f(x)dx = e−λpu.
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2.3. Çà ôiêñîâàíèé êîðîòêèé ïðîìiæîê ÷àñó ïîðòôåëü äî-
ãîâîðiâ ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ìîæå ïîðîäèòè 0, 1, 2 àáî 3 ïîçîâè ç
iìîâiðíîñòÿìè 0,1; 0,3; 0,4; 0,2 âiäïîâiäíî. Ó âèïàäêó, ÿêùî ïîçîâ
ïðåä'ÿâëåíèé, éîãî âåëè÷èíà äîðiâíþ¹ 1, 2 àáî 3 ç éìîâiðíîñòÿ-
ìè 0,5; 0,4 òà 0,1 âiäïîâiäíî. Âèçíà÷èòè çàëåæíiñòü iìîâiðíîñòi
áàíêðóòñòâà âiä êàïiòàëó êîìïàíi¨. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó äâîìà ñïî-
ñîáàìè: à) çà ìåòîäîì çãîðòîê; á) ìåòîäîì ãåíåðàòðèñ.

2.4. Âåëè÷èíà ïîçîâó ó âèïàäêó éîãî ïðåä'ÿâëåííÿ äî ñòðà-
õîâî¨ êîìïàíi¨ äîðiâíþ¹ 1, 2 àáî 3 ç iìîâiðíîñòÿìè 0,5; 0,4 òà
0,1 âiäïîâiäíî. ×èñëî ïîçîâiâ ν äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ìà¹ ïóàñ-
ñîíiâ ðîçïîäië ç ñåðåäíiì 1,7. Çíàéòè ðîçïîäië ñóìàðíîãî ïîçîâó
Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν äî êîìïàíi¨. Îá÷èñëèòè MSν , DSν .

2.5. Íåõàé ñóìàðíèé ïîçîâ Sν äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ìà¹
ñêëàäåíèé ïóàññîíiâ ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (λ, F (x)), äå
λ = 2, à

F (x) =


0, x ≤ 1,

0, 1, 1 < x ≤ 2,
0, 3, 2 < x ≤ 3,
0, 6, 3 < x ≤ 4,
1, x > 4.

Çíàéòè ðîçïîäië ñóìàðíîãî ïîçîâó Sν . Îá÷èñëèòèMSν , DSν .
2.6. ×èñëî ïîçîâiâ ν äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ ìà¹ âiä'¹ìíèé ái-

íîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè α = 3, p = 1/2. ßêùî ïîçîâ
ïðåä'ÿâëåíèé, éîãî âåëè÷èíà äîðiâíþ¹ 1, 2 àáî 3 ç iìîâiðíîñòÿìè
0,6; 0,3 òà 0,1 âiäïîâiäíî. Îá÷èñëèòè ðîçïîäië ñóìàðíîãî ïîçîâó
Sν = Y1 + . . .+ Yν äî êîìïàíi¨. Çíàéòè MSν , DSν .

3. Äèíàìi÷íà ìîäåëü áàíêðóòñòâà

Îçíà÷åííÿ. Õàðàêòåðèñòè÷íèì êîåôiöi¹íòîì (êîåôiöi¹í-
òîì Ëóíäáåðãà, àáî êîåôiöi¹íòîì Êðàìåðà) íàçèâàþòü äîäàò-
íèé ðîçâ'ÿçîê õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

MezYi = 1 + (1 + θ)mz, (3.1)

äå m = MYi � ñåðåäíÿ âåëè÷èíà ïîäàíîãî ïîçîâó, θ � âiäíîñíà
ñòðàõîâà íàäáàâêà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ

c = (1 + θ)λm, (3.2)
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äå c � øâèäêiñòü íàäõîäæåííÿ ïðåìié (ñóìà ãðîøåé çà îäèíè-
öþ ÷àñó), λ � iíòåíñèâíiñòü ïðîöåñó ïîçîâiâ (çà îäèíèöþ ÷àñó
âèñóâà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó λ ïîçîâiâ).

Íåðiâíiñòü Ëóíäáåðãà äëÿ âèçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi
áàíêðóòñòâà.

R(u) ≤ e−ru, (3.3)

äå r � õàðàêòåðèñòè÷íèé êîåôiöi¹íò.

Òåîðåìà 3.1. (òåîðåìà Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà). Ïðè u→∞

R(u) ∼ θm

ψ′(r)− (1 + θ)m
e−ru, (3.4)

äå ψ(z) = MezYi =
∞∑
k=0

zk
MY k

i
k! � ãåíåðàòðèñà íîðìîâàíèõ ìî-

ìåíòiâ.

Íåðiâíiñòü Ëóíäáåðãà (3.3) òà àñèìïòîòèêà Êðàìåðà�
Ëóíäáåðãà (3.4) ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà
ìàëà, ÿêùî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî êîåôiöi¹íòà âåëèêå.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé êîåôiöi¹íò r, ÿêèé âêëþ÷à¹ îñíîâíi ïàðà-
ìåòðè ìîäåëi (λ � iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ ïîçîâiâ, F (x) �
ðîçïîäië âåëè÷èí ïîçîâiâ, c � øâèäêiñòü íàäõîäæåííÿ ïðåìié),
¹ iíòåãðàëüíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ôiíàíñîâî¨ áåçïåêè êîìïàíi¨.

Òî÷íèé ðîçðàõóíîê iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà. Ïåðåòâî-
ðåííÿ Ëàïëàñà éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà ìà¹ âèãëÿä

ρ(s) =
1− ϕ(s)−ms

s(1− ϕ(s)− (1 + θ)ms)
, (3.5)

äå ϕ(s) � ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà âåëè÷èíè ïîçîâó Yi.
Äëÿ âåëè÷èíè ïîçîâó ç äàíèì ðîçïîäiëîì ìîæíà â ÿâíîìó

âèãëÿäi çíàéòè ôóíêöiþ ϕ(s), à òàêîæ i ôóíêöiþ ρ(s).
Çà âèðàçîì äëÿ ρ(s) ìîæíà çíàéòè (àíàëiòè÷íî àáî ÷èñåëü-

íî) îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, à òàêîæ ó ÿâíîìó âèãëÿäi
çàëåæíiñòü éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R(u) âiä âåëè÷èíè ïî÷àò-
êîâîãî ðåçåðâó u.
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Çàäà÷i äî òåìè

3.1. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íèé êîåôiöi¹íò, ÿêùî ðîçïîäië âå-
ëè÷èí ïîçîâiâ ¹ åêñïîíåíöiàëüíèì ç ïàðàìåòðîì β = 1/m. Âiä-
íîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà θ ââàæà¹òüñÿ âiäîìîþ.

3.2. Çíàéòè éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà R(u), ÿêùî âåëè÷èíà
ïîçîâó ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì β = 1/m.
Âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà θ ââàæà¹òüñÿ âiäîìîþ.

3.3. Iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ ïîçîâiâ λ = 2, øâèäêiñòü
íàäõîäæåííÿ ïðåìié c = 1. Âåëè÷èíà ïîçîâó, ùî íàäõîäèòü, ç
iìîâiðíiñòþ 1/4 ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië iç ñåðåäíiì 1/2,
à ç iìîâiðíiñòþ 3/4 � åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië iç ñåðåäíiì 1/4.
Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íèé êîåôiöi¹íò r.

3.4. Iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ ïîçîâiâ λ = 3, øâèäêiñòü íà-
äõîäæåííÿ ïðåìié c = 1, à ïîçîâ, ÿêèé íàäõîäèòü, ç iìîâiðíiñòþ
1/9 ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië iç ñåðåäíiì 1/3, à ç iìîâið-
íiñòþ 8/9 � åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië iç ñåðåäíiì 1/6. Çíàéòè
çàëåæíiñòü iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R(u) âiä âåëè÷èíè ïî÷àòêî-
âèõ ðåçåðâiâ u.

3.5. Iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ ïîçîâiâ λ = 3, øâèäêiñòü
íàäõîäæåííÿ ïðåìié c = 1. Âåëè÷èíà ïîçîâó, ùî íàäõîäèòü äî
ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨, ç iìîâiðíiñòþ 1/2 ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé ðîç-
ïîäië ç ïàðàìåòðîì λ1 = 3 i ç iìîâiðíiñòþ 1/2 � åêñïîíåíöiàëü-
íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ2 = 7. Çíàéòè çàëåæíiñòü iìîâiðíî-
ñòi áàíêðóòñòâà R(u) âiä âåëè÷èíè ïî÷àòêîâèõ ðåçåðâiâ u. Îá-
÷èñëèòè âiäíîñíó ïîõèáêó âiä çàìiíè R(u) îöiíêîþ Ëóíäáåðãà,
àñèìïòîòèêîþ Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà.

3.6. Iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ ïîçîâiâ λ = 5, øâèäêiñòü
íàäõîäæåííÿ ïðåìié c = 1, à âåëè÷èíà ïîçîâó, ùî íàäõîäèòü,
ç iìîâiðíiñòþ 1/10 ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië iç ñåðåäíiì
m1 = 1/2 i ç iìîâiðíiñòþ 9/10 � åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië iç
ñåðåäíiì m2 = 1/10. Çíàéòè çàëåæíiñòü iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà
R(u) âiä âåëè÷èíè ïî÷àòêîâèõ ðåçåðâiâ u. Îá÷èñëèòè âiäíîñíó
ïîõèáêó â ðåçóëüòàòi çàìiíè éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R(u) îöií-
êîþ Ëóíäáåðãà, àñèìïòîòèêîþ Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà.

3.7. Iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ ïîçîâiâ λ = 1, øâèäêiñòü íà-
äõîäæåííÿ ïðåìié c = 5. Âåëè÷èíà ïîçîâó, ùî íàäõîäèòü, ìà¹
ãàììà-ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè α = 2, β = 3/4. Çíàéòè çàëåæ-
íiñòü iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R(u) âiä âåëè÷èíè ïî÷àòêîâèõ ðå-
çåðâiâ u.

3.8. Iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ ïîçîâiâ λ = 2, øâèäêiñòü
íàäõîäæåííÿ ïðåìié c = 9. Âåëè÷èíà ïîçîâó, ùî íàäõîäèòü, ìà¹
ãàììà-ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè α = 2, β = 5/6. Çíàéòè çàëåæ-
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íiñòü iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R(u) âiä âåëè÷èíè ïî÷àòêîâèõ ðå-
çåðâiâ u.

3.9. Çàëåæíiñòü iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R(u) âiä âåëè÷èíè
ïî÷àòêîâèõ ðåçåðâiâ u âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

R(u) = 0, 3e−2u + 0, 2e−4u + 0, 1e−7u, u ≥ 0.

Îá÷èñëèòè âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó θ.
3.10. Âåëè÷èíà ïîçîâó, ùî íàäõîäèòü äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨,

ìà¹ ðîçïîäië P{X = 1} = 1/4, P{X = 2} = 3/4. Îá÷èñëèòè âiä-
íîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó θ, ÿêùî õàðàêòåðèñòè÷íèé êîåôiöi¹íò
r = ln 2.

3.11. Âåëè÷èíà ïîçîâó, ùî íàäõîäèòü äî ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨,
ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ = 3. Îá÷èñëèòè
âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó θ, ÿêùî õàðàêòåðèñòè÷íèé êîåôi-
öi¹íò r = 1.

4. Âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1.1. Äëÿ ðîçðàõóíêiâ çðó÷íî âçÿòè 250 000 ãðí çà îäèíèöþ
âèìiðó ãðîøîâèõ ñóì. Ðîçïîäië ñóìè S = X1 + X2 + X3 + X4
äîðiâíþ¹

u P{S = u} u P{S = u}
0 0,4096 5 0,0100
1 0,2048 6 0,0038
2 0,2432 7 0,0004
3 0,0800 8 0,0001
4 0,0481

Çàëåæíiñòü éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R âiä êàïiòàëó êîìïàíi¨
u äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ R(u) = P{S > u} (äèâ. òàêîæ òàáëèöþ
íèæ÷å).

u R u R
0 0,5904 5 0,0043
1 0,3856 6 0,0005
2 0,1424 7 0,0001
3 0,0624 8 0
4 0,0143

1.2. Âiçüìåìî 1 ìëí ãðí çà îäèíèöþ âèìiðó ãðîøîâèõ ñóì.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç I1, I2 iíäèêàòîðè ïîäié �ïîæåæà âiäáóëàñÿ íà
i-ìó îá'¹êòi�, i = 1, 2.
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Òîäi P{I1 = 1} = q1 = 0, 2, P{I1 = 0} = 1 − q1 = 0, 8,
P{I2 = 1} = q2 = 0, 1, P{I2 = 0} = 1 − q2 = 0, 9. Iíäèâiäó-
àëüíi ïîçîâè çà äîãîâîðàìè äîðiâíþþòü X1 = I1Y1, X2 = I2Y2
âiäïîâiäíî, ïðè öüîìó ïîäi¨ I1, I2 íåçàëåæíi.

Îá÷èñëèìî éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà R = P{X1 + X2 > u},
çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi. Çà ïîâíó ãðóïó ïîäié
ðîçãëÿíåìî H1 = {I1 = 0, I2 = 0}, H2 = {I1 = 1, I2 = 0},
H3 = {I1 = 0, I2 = 1}, H4 = {I1 = 1, I2 = 1}.

Òîäi

R = P{X1 +X2 > u} = P{X1 +X2 > u |H1}P{H1}+

+P{X1 +X2 > u |H2}P{H2}+ P{X1 +X2 > u |H3}P{H3}+
+P{X1 +X2 > u |H4}P{H4} =

= P{I1Y1 + I2Y2 > u |I1 = 0, I2 = 0}(1− q1)(1− q2)+

+P{I1Y1 + I2Y2 > u |I1 = 1, I2 = 0}q1(1− q2)+

+P{I1Y1 + I2Y2 > u |I1 = 0, I2 = 1}(1− q1)q2+

+P{I1Y1 + I2Y2 > u |I1 = 1, I2 = 1}q1q2 =

= P{Y1 > u}q1(1−q2)+P{Y2 > u}(1−q1)q2 +P{Y1 +Y2 > u}q1q2.
(4.1)

Çàçíà÷èìî, ùî

P{Y1 > u} = 1− P{Y1 < u} =

 1, ÿêùî u ≤ 0,
1− u, ÿêùî 0 < u ≤ 1,

0, ÿêùî u > 1,

P{Y2 > u} = 1− P{Y2 < u} =

 1, ÿêùî u ≤ 0,
1− u/2, ÿêùî 0 < u ≤ 2,

0, ÿêùî u > 2,

P{Y1 + Y2 > u} =

+∞∫
u

fY1+Y2(x)dx,

äå ùiëüíiñòü ñóìè Y1 + Y2 çíàõîäèòüñÿ ÿê çãîðòêà ùiëüíîñòåé:

fY1+Y2(x) =

+∞∫
−∞

fY1(x− y)fY2(y)dy =
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=

x∫
x−2

fY1(t)dt =


0, ÿêùî x < 0,
x/2, ÿêùî 0 ≤ x < 1,
1/2, ÿêùî 1 ≤ x < 2,

(3− x)/2, ÿêùî 2 ≤ x < 3,
0, ÿêùî x ≥ 3.

Òîäi

P{Y1 + Y2 > u} =


1, ÿêùî u ≤ 0,

1− u2/4, ÿêùî 0 ≤ u < 1,
5/4− u/2, ÿêùî 1 ≤ u < 2,
(3− u)2/4, ÿêùî 2 ≤ u < 3,

0, ÿêùî u ≥ 3.

Çãiäíî ç (4.1) iìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà äîðiâíþ¹

R(u) =


1, ÿêùî u < 0,

0, 28− 0, 22u− 0, 005u2, ÿêùî 0 ≤ u ≤ 106,
0, 105− 0, 05u, ÿêùî 106 ≤ u ≤ 2 · 106,

0, 045− 0, 03u+ 0, 005u2, ÿêùî 2 · 106 ≤ u ≤ 3 · 106,
0, ÿêùî u ≥ 3 · 106.

1.4. Ìiíiìàëüíèé êàïiòàë êîìïàíi¨ ìà¹ áóòè íå ìåíøèé
18632$.

1.5. ßêùî ñòðàõîâi íàäáàâêè li çà äîãîâîðàìè ïðîïîðöiéíi
MXi, òî p1 = 2, 33$, p2 = 4, 66$, p3 = 11, 65$, p4 = 23, 29$;
ÿêùî ñòðàõîâi íàäáàâêè li çà äîãîâîðàìè ïðîïîðöiéíi äèñïåð-
ñiÿì DXi, òî p1 = 2, 20$, p2 = 4, 81$, p3 = 10, 93$, p4 = 23, 70$;
ÿêùî ñòðàõîâi íàäáàâêè li çà äîãîâîðàìè ïðîïîðöiéíi ñåðåäíüî-
êâàäðàòè÷íèì âiäõèëåííÿì

√
DXi, òî p1 = 2, 61$, p2 = 5, 23$,

p3 = 11, 32$, p4 = 22, 63$.
1.6. Ìiíiìàëüíèé êàïiòàë êîìïàíi¨ ìà¹ áóòè íå ìåíøèé íiæ

u = 113, 59.
1.7. ßêùî ñòðàõîâi íàäáàâêè li çà äîãîâîðàìè ïðîïîðöiéíi

MXi, òî p1 = 0, 109 îä., p2 = 0, 03 îä.; ÿêùî ñòðàõîâi íàäáàâêè li
çà äîãîâîðàìè ïðîïîðöiéíi äèñïåðñiÿì DXi, òî p1 = 0, 112 îä.,
p2 = 0, 029 îä.; ÿêùî ñòðàõîâi íàäáàâêè li çà äîãîâîðàìè ïðîïîð-
öiéíi

√
DXi, òî p1 = 0, 105 îä., p2 = 0, 031 îä.

1.8. Ìiíiìàëüíèé êàïiòàë êîìïàíi¨ ìà¹ áóòè íå ìåíøèé íiæ
1460,4487 àáî 14 604 487 ãðí.

1.9. ßêùî ñòðàõîâi íàäáàâêè li çà äîãîâîðàìè ïðîïîðöiéíi
MXi, òî p1 = 110, 64 ãðí, p2 = 442, 56 ãðí, p3 = 995, 76 ãðí,
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p4 = 2766 ãðí, p5 = 11064 ãðí; ÿêùî ñòðàõîâi íàäáàâêè li çà äî-
ãîâîðàìè ïðîïîðöiéíi DXi, òî p1 = 101, 91 ãðí, p2 = 415, 11 ãðí,
p3 = 950, 46 ãðí, p4 = 2728, 8 ãðí, p5 = 11 734, 03 ãðí; ÿê-
ùî ñòðàõîâi íàäáàâêè li çà äîãîâîðàìè ïðîïîðöiéíi

√
DXi,

òî p1 = 122, 58 ãðí, p2 = 463, 53 ãðí, p3 = 1016, 12 ãðí,
p4 = 2747, 26 ãðí, p5 = 10680, 69 ãðí.

1.10. Ìiíiìàëüíèé êàïiòàë êîìïàíi¨ ìà¹ áóòè íå ìåíøèé íiæ
u = 137 968, 6 $.

1.11.

P{S > 4} = 1−N0;1

(
4−MS√

DS

)
= 0, 0062.

2.1.

u R(u) u R(u)
0 0,8 5 0,0230
1 0,62 6 0,0055
2 0,386 7 0,0010
3 0,1904 8 0,0001
4 0,074 9 0,0000

2.3. Ðîçïîäië ñóìàðíîãî ïîçîâó Sν äîðiâíþ¹

k P{Sν = k} k P{Sν = k}
0 0,1 5 0,0950
1 0,15 6 0,0408
2 0,22 7 0,0126
3 0,215 8 0,0024
4 0,164 9 0,0002

Iìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà

u R(u) u R(u)
0 0,9 5 0,0560
1 0,75 6 0,0152
2 0,53 7 0,0026
3 0,315 8 0,0002
4 0,151 9 0,0000

2.4. Ðîçïîäië ñóìàðíîãî ïîçîâó Sν äîðiâíþ¹

0 1 2 3 4 5 . . .

0,1827 0,1553 0,1902 0,1553 0,1175 0,0816 . . .
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MSν = λMYi = 2, 72; DSν = λMY 2
i = 5, 1.

2.6. Çàñòîñó¹ìî ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äëÿ ðîçðàõóíêó ñêëà-
äåíîãî âiä'¹ìíîãî áiíîìíîãî ðîçïîäiëó:

Pn =
n∑
i=1

(
q +

(α− 1)q
n

i

)
piPn−i, n = 1, 2, . . . ; P0 = pα,

äå P{Yi = k} = pk, k = 0, 1, . . .
Ìà¹ìî

P0 = p3 = 0, 125;
P1 = 3qp1P0 = 0, 1125;

P2 = 2qp1P1 + 3qp2P0 = 0, 1237;
P3 = 0, 12; P4 = 0, 1052; P5 = 0, 0902 i ò. ä.

MSν = 4, 5; DSν = 14, 85.
3.1. r = θ

(1 + θ)m .

3.2. R(u) = e−ru/(1 + θ), äå r = θ
(1 + θ)m .

3.3. r = 1.
3.4. Ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà ϕ(s) âåëè÷èíè ïîçîâó ¹

ϕ(s) =
3

9(s+ 3)
+

48
9(s+ 6)

=
17s+ 54

3(s+ 3)(s+ 6)
,

ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ïîçîâó äîðiâíþ¹ m = 5/27, âiäíîñíà
ñòðàõîâà íàäáàâêà θ = 4/5.

Çàëåæíiñòü éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R(u) âiä âåëè÷èíè êà-
ïiòàëó u çíàõîäèòüñÿ îáåðíåííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà éìî-

âiðíîñòi áàíêðóòñòâà ρ(s) = 1
9(s+ 4) + 4

9(s+ 2) i äîðiâíþ¹

R(u) = e−4u/9 + 4e−2u/9. Âiäíîñíà ïîõèáêà â ðåçóëüòàòi çàìi-
íè éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R(u) îöiíêîþ Ëóíäáåðãà äîðiâíþ¹
5
9 −

e−2u

9 , äëÿ àñèìïòîòèêè Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà � e−2u/4.
3.5. R(u) = 24e−u/35 + e−6u/35; r = 1.
3.6. R(u) = 4

25e
−6u + 27

50e
−u. Âiäíîñíà ïîõèáêà âíàñëiäîê çà-

ìiíè éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R(u) îöiíêîþ Ëóíäáåðãà äîðiâíþ¹
23
50 −

4e−5u

25 , äëÿ àñèìïòîòèêè Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà � 8
27e

−5u.

3.7. Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ϕ(s) âåëè÷èíè ïîçîâó äîðiâ-
íþ¹ ϕ(s) = 9/(4s + 3)2, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ïîçîâó
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m = α/β = 8/3, âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà θ = c
λm
− 1 = 7/8.

Îáåðíåííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà

ρ(s) =
16
3
· 9 + 8s

104s+ 21 + 80s2
= − 1

20s+ 21
+

7
3(4s+ 1)

çíàõîäèìî çàëåæíiñòü iìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà R(u) âiä âåëè÷è-
íè êàïiòàëó u:

R(u) = − 1
20
e−21u/20 +

7
12
e−u/4.

3.8. m = 12/5; θ = 7/8.
3.9. Çàñòîñó¹ìî òå, ùî R(0) = 1

1 + θ
. Çâiäñè θ = 2/3.

3.10. Âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó θ çíàéäåìî ç õàðàê-
òåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ MezX = 1 + (1 + θ)mz, äå m =
= MX = 1, 75, MezX = 1

4e
z + 3

4e
2z. Ìà¹ìî

1
4
ez +

3
4
e2z = 1 + (1 + θ)

7
4
z.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé êîåôiöi¹íò r = ln 2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, òîìó

1
4
er +

3
4
e2r = 1 + (1 + θ)

7
4
r.

Çâiäñè θ ≈ 1, 061.
3.11. Âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà θ ¹ ðîçâ'ÿçêîì õàðàêòåðè-

ñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ:

MerY = 1 + (1 + θ)MY · r,

äå MY = 1/λ = 1/3, MezY = ψ(z) = ϕ(−z) = 3
−z+3 . Ìà¹ìî

3
−r + 3

= 1 + (1 + θ)
r

3
,

äå r = 1 çà óìîâîþ. Çâiäñè θ = 1/2.
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