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Анотацiя

Ящук В.С. Алгебраїчнi структури, пов’язанi з решiтками. –
Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за
спецiальнiстю 111 Математика. – Днiпровський нацiональний унiверситет
iменi Олеся Гончара, Мiнiстерство освiти i науки України, Днiпро, 2019.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню деяких властивостей
решiткових груп та решiткових кiлець, та зв’язкiв з вiдповiдними фазi
структурами; а також дослiдженню структури рiзних типiв алгебр Лейбнiца.

У першiй частинi роботи розглянуто новi алгебраїчнi структури –
решiтковi групи i решiтковi кiльця. Витоки їх виникнення знаходяться в
теорiї 𝐿-фазi груп i 𝐿-фазi кiлець. Але якщо визначення 𝐿-фазi структур
не є алгебраїчне (воно скорiше є функцiональне), то решiтковi групи й
решiтковi кiльця – це вже суто алгебраїчнi структури. Досить важливою
частиною роботи було встановлення зв’язкiв мiж 𝐿-фазi групами та
𝐿-фазi кiльцями з решiтковими групами та решiтковими кiльцями. У
процесi з’ясування таких зв’язкiв одержано досить виразну загальну картину
будови решiткових груп i решiткових кiлець. Розглядуванi кiльця були
асоцiативними. Тому природно виникло питання про розгляд аналогiчних
решiткових структур для неасоцiативних кiлець. Одним iз важливих типiв
таких кiлець є кiльця Лейбнiца та їх частинний випадок – алгебри Лейбнiца.
Але на вiдмiну вiд теорiї асоцiативних кiлець та асоцiативних алгебр –
теорiя кiлець Лейбнiца та алгебр Лейбнiца не дуже розвинена. Тому перш
нiж переходити до побудови решiткових структур над кiльцями Лейбнiца
потрiбно з’ясувати важливi питання про структуру кiлець Лейбнiца та алгебр
Лейбнiца. Цим питанням присвячено другу частину дисертацiйної роботи.
Зокрема розглянуто питання про структуру алгебр Лейбнiца з умовою
транзитивностi для iдеалiв, було визначено поняття контраiдеалу i описано
алгебри Лейбнiца, у яких кожна пiдалгебра є або iдеал, або контраiдеал.
Дослiджено структуру алгебр Лейбнiца вимiрностi 3 над скiнченними полями
(до цього часу алгебри Лейбнiца малих вимiрностей розглядали над полями
нульової характеристики). Бiльше того, у даному описi було одержано не
тiльки структурнi константи (як у бiльшостi iнших робот), але й знайдено
досить детальну iнформацiю про деякi важливi пiдалгебри.
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У дисертацiйнiй роботi вперше визначено поняття решiткової групи та
решiткового кiльця.

Визначення 1. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
тодi непорожню пiдмножину Λ iз 𝐺 × L називатимемо решiтковою групою
над L, якщо вона задовольняє такi умови:

• якщо (𝑥, a) ∈ Λ i b ≤ a, тодi (𝑥, b) ∈ Λ;

• якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ Λ, тодi (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ Λ;

• якщо (𝑥, a) ∈ Λ, тодi (𝑥−1, a) ∈ Λ.

Визначення 2. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
тодi непорожню пiдмножину 𝐾 iз 𝑅×L називатимемо решiтковим кiльцем
над L, якщо вона задовольняє такi умови:

• якщо (𝑥, a) ∈ 𝐾 i b 6 a, тодi (𝑥, b) ∈ 𝐾;

• якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, тодi (𝑥, a)− (𝑦, b) ∈ 𝐾;

• якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, тодi (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ 𝐾.

У роботi обґрунтовано, чому саме так визначається добуток решiткових
груп:

ΛΓ = {(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b) | (𝑥, a) ∈ Λ, (𝑦, b) ∈ Γ}.

Доведено критерiй нормальностi: нехай 𝐺 – група, L – скiнченна
дистрибутивна решiтка i 𝜆, 𝜅 : 𝐺 → L – груповi функцiї такi, що 𝜅 ⪯ 𝛾.
Тодi наведенi нижче твердження еквiвалентнi:

(i) 𝜅 – нормальна пiдгрупа функцiї 𝛾;

(ii) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⪯ 𝜅 для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐺;

(iii) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙𝜒
(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
⊙𝜒
(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⊆ 𝜅 для кожних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺;

(iv) 𝜒(𝑥, a) ⊙ 𝜒(𝑦, b) ⊙ 𝜒(𝑥−1, a) ⊆ 𝜅 для кожних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, де
a 6 𝛾(𝑥), b 6 𝜅(𝑦).

Одержано опис структури фазi групи 𝛾 для випадку, коли Im(𝛾) є
скiнченний.
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У другому й третьому роздiлах доведено деякi основнi властивостi
решiткових груп i решiткових кiлець.

Окремий пiдроздiл дисертацiї присвячено поняттю гомоморфiзма
решiткових кiлець та його властивостям. Наведемо означення: нехай 𝑅, 𝑇 –
кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка, а 𝐾 ⊆ 𝑅 × L (вiдповiдно
Θ ⊆ 𝑇 × L) – решiтковi кiльця над L. Тодi вiдображення 𝑓 : 𝐾 −→ Θ

називають гомоморфiзмом, якщо воно задовольняє такi умови:
𝑓(𝑢, a) + 𝑓(𝑣, b) = 𝑓

(︀
(𝑢, a) + (𝑣, b)

)︀
i

𝑓(𝑢, a)𝑓(𝑣, b) = 𝑓
(︀
(𝑢, a)(𝑣, b)

)︀
для всiх (𝑢, a), (𝑣, b) ∈ 𝐾;

якщо (𝑧, c) ∈ Im(𝑓) i d 6 c, тодi (𝑧, d) ∈ Im(𝑓).

Для гомоморфiзму, який зберiгає шари, маємо такий прямий аналог
теореми про гомоморфiзми для кiлець.

Теорема 1. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка. Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 ∈ L – решiтковi кiльця над L i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм, який зберiгає шари. Визначимо решiтковi
кiльця 𝐾𝑓 ⊆ 𝑅/𝑅𝑓×L за правилом: пара (𝑥+𝑅𝑓 , a) ∈ 𝐾𝑓 тодi й тiльки тодi,
коли (𝑥, a) ∈ 𝐾. Тодi Im(𝑓) є решiткове пiдкiльце Θ i Im(𝑓) є iзоморфний
до 𝐾𝑓 .

Ця теорема доводить, що гомоморфiзм 𝑓 , який зберiгає шари, визначено за
простим iдеалом 𝑅𝑓 кiльця 𝑅, а 𝑅𝑓 визначене за ядром 𝑓 , який є решiтковий
iдеал 𝐾.

Одержано повний опис структури алгебр Лейбнiца вимiрностi 3 над
скiнченними полями:

1) нiльпотентнi алгебри Лейбнiца вимiрностi 3;
2) алгебри Лейбнiца вимiрностi 3, якi не є нiльпотентнi, iз одновимiр-

ним ядром Лейбнiца;
3) алгебри Лейбнiца вимiрностi 3, якi не є нiльпотентнi, iз двовимiрним

ядром Лейбнiца;
4) циклiчнi алгебри Лейбнiца вимiрностi 3, якi не є нiльпотентнi.
У деяких випадках структура алгебр Лейбнiца суттєво залежала вiд

характеристики поля, а в iнших – вiд можливостi розв’язання конкретних
рiвнянь у полi.
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Дослiджено структуру 𝑇 -алгебр Лейбнiца, що є алгебрами Бера.
Теорема 2. Нехай 𝐿 є 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо 𝐿 – це

алгебра Бера, то кожна пiдалгебра 𝐿 є абелева, або 𝐿 = 𝐸 ⊕𝑍, де 𝑍 6 𝜁(𝐿)

i 𝐸 – екстраспецiальна пiдалгебра така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента
𝑎 /∈ 𝜁(𝐸).

З’ясовано, що структура 𝑇 -алгебр Лейбнiца суттєво залежить вiд
структури її нiль-радикала.

Теорема 3. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Якщо 𝐿 не є нiльпотентна, а Nil(𝐿) = 𝐷 – абелевий, то 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝑉 , де
𝑉 = 𝐹𝑣, [𝑣, 𝑣] = 0, [𝑣, 𝑑] = 𝑑 = −[𝑑, 𝑣] для кожного елемента 𝑑 ∈ Nil(𝐿).
Зокрема, 𝐿 є алгебра Лi.

Теорема 4. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Якщо char(𝐹 ) ̸= 2, то радикал Nil(𝐿) абелевий.

Теорема 5. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є нiльпотентна, а радикал Nil(𝐿) не є абелевим.
Якщо поле 𝐹 є 2-замкненим та 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹 ) = 2, тодi 𝐿 = (𝐹𝑒⊕ 𝐹𝑐)⊕ 𝐹𝑣, де

[𝑒, 𝑒] = 𝑐, [𝑐, 𝑒] = [𝑒, 𝑐] = [𝑐, 𝑣] = [𝑣, 𝑐] = 0,

[𝑣, 𝑣] = 0, [𝑣, 𝑒] = 𝑒+ 𝛾𝑐 = [𝑒, 𝑣], 𝛾 ⊕ 𝐹.

Було одержано опис алгебр Лейбнiца, якi не є алгебрами Лi, пiдалгебри
яких є або iдеали, або контраiдеали. А також одержано опис алгебр Лi, усi
пiдалгебри яких є або iдеали, або контраiдеали, iз точнiстю до простих алгебр
Лi. А саме:

Теорема 6. Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої є або iдеали,
або контраiдеали. Якщо 𝐿 не є розв’язна, тодi 𝐿 є проста алгебра Лi або
квазiпроста алгебра Лейбнiца.

Теорема 7. Нехай 𝐿 є розв’язна алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої є або
iдеали, або контраiдеали. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

(i) 𝐿 є абелева;

(ii) char(𝐹 ) = 2, 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑎, де 𝐷 має базис {𝑧, 𝑏𝜆 | 𝜆 ∈ Λ} такий, що
[𝑎, 𝑎] = 𝛼𝑧, [𝑎, 𝑏𝜆] = 𝑏𝜆 = [𝑏𝜆, 𝑎], [𝑎, 𝑧] = [𝑧, 𝑎] = 0, [𝑧, 𝑏𝜆] = [𝑏𝜆, 𝑧] = 0 i
0 ̸= [𝑏𝜆, 𝑏𝜆] ∈ 𝐹𝑧, 𝜆 ∈ Λ, [𝑏𝜆, 𝑏𝜇] = 0 для всiх 𝜆, 𝜇 ∈ Λ, де 𝜆 ̸= 𝜇, зокрема
𝐷 = [𝐿,𝐿], 𝐹𝑧 = Leib(𝐿);
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(iii) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] для будь-якого
елемента 𝑦 ∈ 𝐷, зокрема 𝐿 є алгебра Лi;

(iv) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = [𝑦, 𝑏] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 для кожного елемента
𝑦 ∈ 𝐷, зокрема 𝐷 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿);

(v) 𝐿 = 𝐵 ⊕ 𝐴, де 𝐴 = 𝐹𝑎1 ⊕ 𝐹𝑐1, [𝑎1, 𝑎1] = 𝑐1, [𝑐1, 𝑎1] = 0, [𝑎1, 𝑐1] = 𝑐1 i
[𝑏, 𝑏] = [𝑏, 𝑎1] = [𝑏, 𝑐1] = [𝑐1, 𝑏] = 0, [𝑎1, 𝑏] = 𝑏 для кожного елемента 𝑏 ∈ 𝐵,
зокрема 𝐵 ⊕ 𝐹𝑐1 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿);

(vi) 𝐿 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де 𝐸 – екстраспецiальна пiдалгебра така, що [𝑒, 𝑒] ̸= 0 для
кожного елемента 𝑒 /∈ 𝜁(𝐸) i 𝑍 6 𝜁(𝐿).

Наслiдок 1. Нехай 𝐿 є алгебра Лi, пiдалгебри якої є або iдеали, або
контраiдеали. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

(i) 𝐿 є простою;

(ii) 𝐿 є квазiпростою;

(iii) 𝐿 є абелевою;

(iv) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] для кожного 𝑦 ∈ 𝐷.

З огляду на вищесказане, тематика дисертацiї є важливою й актуальною.
Ключовi слова: алгебра Лейбнiца, гiперабелева алгебра Лейбнiца,

гомоморфiзм, дистрибутивна решiтка, екстраспецiальна алгебра Лейбнiца,
iдеал, контраiдеал, лiвий (правий) центр, нiльпотентна алгебра Лейбнiца,
решiтка, субiдеал, 𝑇 -алгебра Лейбнiца, фазi група, фазi кiльце.
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ABSTRACT

Yashchuk V.S. Algebraic structures related to lattices. – Manuscript.
The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences

degree (Ph.D.) on the speciality 111 Mathematics. – Oles Honchar Dnipro
National University, MES of Ukraine, Dnipro, 2019.

The dissertation is a study of some properties of lattice groups and lattice
rings, and their relations to the corresponding fuzzy structures; as well as the
study of the structure of various types of Leibniz algebras.

In the first section of the dissertation considered new algebraic structures –
lattice groups and lattice rings. The origins of their appearance are lie in the
𝐿-fuzzy groups theory and in the 𝐿-fuzzy rings theory. But if the definition of
𝐿-fuzzy structures is not algebraic (rather it is functional), then lattice groups and
lattice rings are already purely algebraic structures. A fairly important part of the
work was to establish ties between 𝐿-fuzzy groups and 𝐿-fuzzy rings with lattice
groups and lattice rings. In the process of elucidating such connections, a clear
overall picture of the structure of lattice groups and lattice rings was obtained.
Only associative rings were considered. Therefore, the question of considering
similar lattice structures for non-associative rings naturally arose. One of the
important types of such rings is Leibniz rings and their partial case – Leibniz
algebras. But unlike the theory of associative rings and associative algebras – the
theory of Leibniz rings and Leibniz algebras is not well developed. Therefore,
before proceeding to the construction of lattice structures over Leibniz rings,
it is necessary to answer important questions about the structure of Leibniz
rings and Leibniz algebras. These questions are covered in the second part of the
dissertation. In particular, the structure of Leibniz algebras with the transitivity
condition for ideals is considered, the concept of the contraideal is defined, and the
Leibniz algebras in which each subalgebra is either an or ideal, or a contraideal are
described. Investigated the structure of Leibniz algebras of dimension 3 over finite
fields (until now small-dimensional Leibniz algebras were considered only over
fields of zero characteristic). Moreover, not only structural constants (as in most
other works), but also detailed information about some important subalgebras
were obtained.

The concepts of lattice group and lattice ring are defined for the very first
time in this dissertation.
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Definition 1. Let 𝐺 be a group, L be a finite distributive lattice, then a
nonempty subset Λ of 𝐺 × L is called a lattice group over L if it satisfies the
following conditions:

• if (𝑥, a) ∈ Λ and b ≤ a, then (𝑥, b) ∈ Λ;

• if (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ Λ, then (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ Λ;

• if (𝑥, a) ∈ Λ, then (𝑥−1, a) ∈ Λ.

Definition 2. Let 𝑅 be a ring, L be a finite distributive lattice, then a
nonempty subset 𝐾 of 𝑅 × L is called a lattice ring over L if it satisfies the
following conditions:

• if (𝑥, a) ∈ 𝐾 and b 6 a, then (𝑥, b) ∈ 𝐾;

• if (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, then (𝑥, a)− (𝑦, b) ∈ 𝐾;

• if (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, then (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ 𝐾.

The work substantiates why the product of lattice groups is thus determined:

ΛΓ = {(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b) | (𝑥, a) ∈ Λ, (𝑦, b) ∈ Γ}.
The criteria of normality is proved: let 𝐺 be a group, L be a finite distributive

lattice and 𝜆,𝜅 : 𝐺 → L be group functions such that 𝜅 ⪯ 𝛾. Then the following
assertions are equivalent:

(i) 𝜅 is a normal subgroup function of 𝛾;

(ii) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⪯ 𝜅 for every element 𝑥 ∈ 𝐺;

(iii) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⊆ 𝜅 for every elements 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺;

(iv) 𝜒(𝑥, a) ⊙ 𝜒(𝑦, b) ⊙ 𝜒(𝑥−1, a) ⊆ 𝜅 for every elements 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, a 6 𝛾(𝑥),
b 6 𝜅(𝑦).

A description of structure of a fuzzy group 𝛾 was obtained for the case when
Im(𝛾) is finite.

In the second and third sections some basic properties of lattice groups and
lattice rings are proved.
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A separate section of the dissertation is devoted to the definition of lattice
rings homomorphism and its properties.

Definition: let 𝑅, 𝑇 be rings and L be a finite distributive lattice, and let
𝐾 ⊆ 𝑅×L (respectively Θ ⊆ 𝑇 ×L) be a lattice rings over L. Then the mapping
𝑓 : 𝐾 −→ Θ is called a homomorphism, if it satisfies the following conditions:

𝑓(𝑢, a) + 𝑓(𝑣, b) = 𝑓
(︀
(𝑢, a) + (𝑣, b)

)︀
and

𝑓(𝑢, a)𝑓(𝑣, b) = 𝑓
(︀
(𝑢, a)(𝑣, b)

)︀
for all (𝑢, a), (𝑣, b) ∈ 𝐾;

if (𝑧, c) ∈ 𝐼𝑚(𝑓) and d 6 c, then (𝑧, d) ∈ 𝐼𝑚(𝑓).

For layer-preserved homomorphisms we have the following direct analogue of
the homomorphism theorem for rings.

Theorem 1. Let 𝑅, 𝑇 be rings, L be a finite distributive lattice. Let
𝐾 ⊆ 𝑅 × L and Θ ⊆ 𝑇 ∈ L be lattice rings over L and 𝑓 : 𝐾 −→ Θ be a
layer-preserved homomorphism. Define the lattice ring 𝐾𝑓 ⊆ 𝑅/𝑅𝑓 × L by the
rule: the pair (𝑥+𝑅𝑓 , a) ∈ 𝐾𝑓 if and only if (𝑥, a) ∈ 𝐾. Then 𝐼𝑚(𝑓) is a lattice
subring of Θ and 𝐼𝑚(𝑓) is isomorphic to 𝐾𝑓 .

The theorem shows that a layer-preserved homomorphism 𝑓 is defined by the
ordinary ideal 𝑅𝑓 of a ring 𝑅, and 𝑅𝑓 is defined by the kernel of 𝑓 , which is a
lattice ideal of 𝐾.

A complete description of the structure of Leibniz algebras of dimension 3 over
finite fields is obtained:

1) nilpotent Leibniz algebras of dimension 3;
2) non-nilpotent Leibniz algebras of dimension 3 with 1-dimensional Leibniz

kernel over finite fields;
3) non-nilpotent Leibniz algebras of dimension 3 with 2-dimensional Leibniz

kernel over finite fields;
4) non-nilpotent cyclic Leibniz algebras of dimension 3 over finite fields.
In some cases, the structure of the Leibniz algebras essentially depends on the

field’s characteristic, in others on the solvability of specific equations in the field.
The structure of the Leibniz T-algebras, which are Baer algebras, is

investigated.
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Theorem 2. Let 𝐿 be a Leibniz 𝑇 -algebras over a field 𝐹 . If 𝐿 – is Baer
algebra, then every subalgebra 𝐿 is abelian, or 𝐿 = 𝐸 ⊕ 𝑍, where 𝑍 6 𝜁(𝐿) and
𝐸 – extraspecial subalgebra such that [𝑎, 𝑎] ̸= 0 for every element 𝑎 /∈ 𝜁(𝐸).

It is found that the structure of Leibniz 𝑇 -algebras essentially depends on the
structure of its nil-radical.

Theorem 3. Let 𝐿 be a hyperabelian Leibniz 𝑇 -algebra over a field 𝐹 . If 𝐿
is non-nilpotent and Nil(𝐿) = 𝐷 is abelian, then 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝑉 where 𝑉 = 𝐹𝑣,
[𝑣, 𝑣] = 0, [𝑣, 𝑑] = 𝑑 = −[𝑑, 𝑣] for every element 𝑑 ∈ Nil(𝐿). In particular, 𝐿 is
a Lie algebra.

Theorem 4. Let 𝐿 be a hyperabelian Leibniz 𝑇 -algebra over a field 𝐹 .
If char(𝐹 ) ̸= 2, then Nil(𝐿) is abelian.

Theorem 5. Let 𝐿 be a hyperabelian Leibniz 𝑇 -algebra over a field 𝐹 . Suppose
that 𝐿 is non-nilpotent and Nil(𝐿) is non-abelian. If a field F is 2 – closed and
𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹 ) = 2, then 𝐿 = (𝐹𝑒⊕ 𝐹𝑐)⊕ 𝐹𝑣, where

[𝑒, 𝑒] = 𝑐, [𝑐, 𝑒] = [𝑒, 𝑐] = [𝑐, 𝑣] = [𝑣, 𝑐] = 0,

[𝑣, 𝑣] = 0, [𝑣, 𝑒] = 𝑒+ 𝛾𝑐 = [𝑒, 𝑣], 𝛾 ⊕ 𝐹.

It was received a complete description of the Leibniz algebras, which are not
Lie algebras, whose subalgebras are an ideal or a contraideal. We also obtain a
description of Lie algebras, whose subalgebras are ideals or contraideals up to
simple Lie algebras. That is:

Theorem 6. Let 𝐿 be a Leibniz algebra, whose subalgebras are either ideals
or contraideals. If 𝐿 is not solvable, then 𝐿 is a simple Lie algebra or quasisimple
Leibniz algebra.

Theorem 7. Let 𝐿 be a solvable Leibniz algebra, whose subalgebras are either
ideals or contraideals. Then 𝐿 is an algebra of one of the following types:

(i) 𝐿 is abelian;

(ii) 𝐿 = 𝐸 ⊕ 𝑍, where 𝐸 is an extraspecial subalgebra such that [𝑒, 𝑒] ̸= 0 for
each element 𝑒 /∈ 𝜁(𝐸) and 𝑍 6 𝜁(𝐿);

(iii) 𝐿 = 𝐷⊕𝐹𝑏, where [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] for every 𝑦 ∈ 𝐷, in
particular, 𝐿 is a Lie algebra;

(iv) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, where [𝑦, 𝑦] = [𝑦, 𝑏] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 for every 𝑦 ∈ 𝐷, in
particular, 𝐷 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿);
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(v) 𝐿 = 𝐵⊕𝐴, where 𝐴 = 𝐹𝑎1 ⊕𝐹𝑐1, [𝑎1, 𝑎1] = 𝑐1, [𝑐1, 𝑎1] = 0, [𝑎1, 𝑐1] = 𝑐1 and
[𝑏, 𝑏] = [𝑏, 𝑎1] = [𝑏, 𝑐1] = [𝑐1, 𝑏] = 0, [𝑎1, 𝑏] = 𝑏 for every 𝑏 ∈ 𝐵, in particular,
𝐵 ⊕ 𝐹𝑐1 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿).

(vi) char(𝐹 ) = 2, 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑎, where 𝐷 has a basis {𝑧, 𝑏𝜆|𝜆 ∈ Λ} such that
[𝑎, 𝑎] = 𝛼𝑧, [𝑎, 𝑏𝜆] = 𝑏𝜆 = [𝑏𝜆, 𝑎], [𝑎, 𝑧] = [𝑧, 𝑎] = 0,[𝑧, 𝑏𝜆] = [𝑏𝜆, 𝑧] = 0 and
0 ̸= [𝑏𝜆, 𝑏𝜆] ∈ 𝐹𝑧, 𝜆 ∈ Λ, [𝑏𝜆, 𝑏𝜇] = 0 for all 𝜆, 𝜇 ∈ Λ, 𝜆 ̸= 𝜇, in particular,
𝐷 = [𝐿,𝐿], 𝐹𝑧 = Leib(𝐿).

Corollary 1. Let 𝐿 be a Lie algebra whose subalgebras are either ideals or
contraideals. Then 𝐿 is an algebra of one of the following types:

(i) 𝐿 is simple;

(ii) 𝐿 is quasisimple;

(iii) 𝐿 is abelian;

(iv) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, where [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] for every 𝑦 ∈ 𝐷.

Given all of the above, the topic of the dissertation is important and relevant.
Key words: contraideal, distributive lattice, extraspecial Leibniz algebra,

fuzzy group, fuzzy ring, homomorphism, hyperabelian Leibniz algebra, ideal,
lattice, left (right) center, Leibniz 𝑇 -algebra, Leibniz algebra, nilpotent Leibniz
algebra, subideal.
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Перелiк умовних позначень

𝐿 – решiтка.

L – скiнченна дистрибутивна решiтка.

pr𝑋(𝑌 ) – проекцiя решiткової групи 𝑌 на групу 𝑋.

Λ[M] – M-шар.

H(𝑚) – 𝑚-обiд.

𝐿 – лiва алгебра Лейбнiца.

[𝐴,𝐵] – пiдпростiр, породжений [𝑎, 𝑏], де 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵.

Х 6 𝑌 – 𝑋 пiдалгебра алгебри 𝑌 .

⟨𝑋⟩ – пiдалгебра алгебри 𝐿, породжена множиною 𝑋.

Ann𝑌 (𝑋) – анулятор пiдалгебри Лейбнiца 𝑋 в 𝑌 .

Annleft
𝑌 (𝑋) – лiвий анулятор пiдалгебри Лейбнiца 𝑋 в 𝑌 .

Annright
𝑌 (𝑋) – правий анулятор пiдалгебри Лейбнiца 𝑋 в 𝑌 .

Leib(𝑋) – ядро алгебри Лейбнiца 𝑋.

ncl(𝑋) – клас нiльпотентностi алгебри Лейбнiца 𝑋.

dim𝐹 (𝑋) – вимiрнiсть алгебри Лейбнiца Х над полем 𝐹 .

Im(𝜙) – образ вiдображення 𝜙.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Одним iз основних завдань алгебри є дослiдження
будови i властивостей тих чи iнших алгебраїчних структур. Спектр
задач, властивих цiй областi, рiзноманiтний та здебiльшого залежить вiд
особливостей i специфiки алгебраїчних об’єктiв. Водночас можна видiлити
два магiстральнi напрямки дослiджень. Перший полягає у дослiдженнi
загальної будови вiдповiдної алгебраїчної структури (або за певних
природних обмежень). Другий напрямок стосується розгляду природних
пiдструктур, а також їх впливу на будову чи властивостi основного об’єкта.
При цьому в кожному конкретному випадку дослiдження набувають свого
унiкального характеру, що пiдкреслює рiзноманiтнiсть i всебiчнiсть сучасних
алгебраїчних дослiджень.

Нинi iснує велика кiлькiсть природних алгебраїчних структур,
дослiдження в яких проводили iз рiзною iнтенсивнiстю та результативнiстю.
Водночас можна констатувати, що найбiльш якiсними та ґрунтовними є
результати, одержанi в межах теорiї груп, а також рiзних типiв кiлець
та алгебр. Як виявилося, пов’язуючи цi структури з деякими важливими
об’єктами (функцiї, решiтки тощо), можливо природним чином визначити
новi алгебраїчнi системи. Саме про такi ситуацiї, зокрема, йдеться в данiй
дисертацiйнiй роботi.

Отже, тематика дисертацiйної роботи пов’язана з рiзними галузями
сучасної математики, вона об’єднує деякi важливi алгебраїчнi структури,
виявляє спiльнi риси рiзних структур, що свiдчить про загальнiсть цих
рис для рiзних алгебраїчних структур, зокрема решiтки, групи, кiльця,
неасоцiативнi алгебри (алгебри Лейбнiца). Також було виявлено важливий
аспект решiткових структур, якi є суто алгебраїчнi, але вони є iншою мовою
для так званих фазi структур, визначення яких не є суто алгебраїчне.
Тематика є актуальна, вона пов’язана з дослiдженнями багатьох вiдомих
алгебраїстiв i мiстить низку вiдкритих питань i важливих задач.

Мета i завдання дослiдження. Метою є дослiдження деяких
властивостей решiткових груп i решiткових кiлець, та зв’язкiв iз вiдповiдними
фазi структурами, а також вивчення структури рiзних типiв алгебр Лейбнiца.

Об’єктом дослiдження є груповi функцiї, решiтковi групи, нормальнi
фазi пiдгрупи, решiтковi кiльця, гомоморфiзми, алгебри Лейбнiца, усi
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субiдеали яких є iдеали, алгебри Лейбнiца вимiрностi 3, iдеали та
контраiдеали в алгебрах Лейбнiца.

Предметом дослiдження є вивчення деяких властивостей решiткових
груп та решiткових кiлець, встановлення зв’язкiв мiж 𝐿-фазi групами та
𝐿-фазi кiльцями з решiтковими групами та решiтковими кiльцями; а також
дослiдження структури рiзних типiв алгебр Лейбнiца.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi застосовано методи та
результати теорiї фазi множин, а також алгебр Лейбнiца.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiї автором
вперше одержанi такi теоретичнi результати:

• доведено критерiй групової функцiї для решiткових груп;

• доведено критерiй нормальностi для решiткових груп;

• доведено точковий критерiй для решiткових кiлець;

• доведено аналог теореми про гомоморфiзми (для кiлець) для решiткових
кiлець;

• одержано опис алгебр Лейбнiца вимiрностi 3 над скiнченними полями;

• одержано опис алгебр Лейбнiца, усi субiдеали яких є iдеали;

• одержано опис алгебр Лейбнiца, пiдалгебри яких є або iдеали, або
контраiдеали.

Всi результати новi й забезпеченi докладними доведеннями.
Особистий внесок здобувача. Дисертацiя – самостiйна наукова праця,

в якiй висвiтленi власнi iдеї i розробки автора, що дозволили виконати
поставленi завдання. Основнi результати дисертацiйної роботи одержанi
автором самостiйно. У спiльних статтях, де спiвавторами є Л.А. Курдаченко
та I.Я. Субботiн, було сформульовано постановки задач i проаналiзовано
вибiр методiв їх дослiдження, а також обговорено одержанi результати.

– У працi [54] внесок кожного спiвавтора є рiвнозначним та нероздiльним.
– У роботi [39] запропоновано формулювання та доведення твердження 1,

твердження 2, доведено критерiй групової функцiї, доведено твердження 6,
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а також формулювання та доведення наслiдку до нього, доведено критерiй
нормальностi.

– У публiкацiї [53] доведено твердження 1, наведено формулювання та
доведення властивостей решiткових кiлець, доведено твердження 3, доведено
точковий критерiй, роздiл про гомоморфiзми.

– У працi [56] доведено теореми 𝐴, 𝐵, 𝐶, а також 𝐷.
Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи

було оприлюднено:

• на Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, 3 – 6 червня,
2015 р.);

• на Десятiй Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй
70-рiччю Ю. А. Дрозда (Одеса, Україна, 20 – 27 серпня 2015 р.);

• на Мiжнароднiй математичнiй конференцiї Groups and Actions: Geometry
and Dynamos, присвяченiй пам’ятi професора В. I. Сущанського (Київ,
19 – 22 грудня 2016 р.);

• на Четвертому всеукраїнському форумi студентiв, аспiрантiв i молодих
учених (Днiпро, Україна, 27 – 28 квiтня 2017 р.);

• на Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, присвяченiй
100-рiччю з дня народження академiка Нацiональної академiї наук
України Ю. О. Митропольського (Київ, 7 – 10 червня 2017 р.);

• на Одинадцятiй Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi,
присвяченiй 75-рiччю В. В. Кириченка (Київ, 3 – 7 липня 2017 р.);

• на Cьомiй всеукраїнськiй науковiй конференцiї студентiв, аспiрантiв та
молодих вчених з математики (Київ, 19 – 20 квiтня 2018 р.);

• на П’ятому всеукраїнському форумi студентiв, аспiрантiв i молодих
учених (Днiпро, Україна, 25 – 26 квiтня 2019 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 13 наукових
працях, з них 2 статтi в наукових фахових виданнях України [54, 83],
2 статтi – у наукових фахових виданнях України, включених до
наукометричної бази даних Scopus [39, 53], 1 статтю у науковому виданнi
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iншої держави, включеному до наукометричної бази даних Scopus [56] i
8 тез доповiдей у матерiалах мiжнародних i всеукраїнських конференцiй
[38,40,52,55,81,82,84,85].

Cтруктура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається
з анотацiї, змiсту, перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв,
висновкiв, списку використаних джерел та додатку. Повний обсяг роботи –
137 сторiнок, обсяг основного тексту дисертацiї – 111 сторiнок. Список
використаних джерел викладений на 8 сторiнках i мiстить 88 найменувань.

Зв’язок роботи з науковими програмами. Дисертацiйна робота
є частиною дослiджень кафедри геометрiї i алгебри Днiпровського
нацiонального унiверситету iменi Олеся Гончара у межах НДР «Узагальнено
розв’язнi групи i модулi над ними та їх застосування до iнших алгебраїчних
структур» (номер державної реєстрацiї 0115U002395, 2015–2017 рр.) i
«Дослiдження алгебраїчних структур з природними обмеженнями та деякi
питання квантової механiки» (номер державної реєстрацiї 0119U100373, 2019–
2021 рр.).

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота
має суто теоретичний характер, а її результати можливо застосувати в рiзних
роздiлах сучасної алгебри.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи,
зазначено зв’язок iз науковими програмами, установлено об’єкт, предмет i
методи дослiдження, визначено його мету i завдання. Крiм того, розкрито
наукову новизну одержаних результатiв, вказано особистий внесок здобувача.

Перший роздiл присвячено аналiзу лiтератури, пов’язаною з тематикою
дисертацiї. У ньому вказано, ким i коли були одержанi першi результати,
зазначено задачi, спорiдненi з проблематикою дослiдження, i автори, якi ними
займалися.

У другому роздiлi визначено деяку алгебраїчну структуру, пов’язану з
групами й решiтками. Ця структура є напiвгрупою i з’явилася в результатi
застосування запропонованого автором дисертацiї пiдходу до фазi груп i
𝐿-фазi груп, де 𝐿 – решiтка. Такий пiдхiд дозволяє послуговуватися
зручнiшою мовою алгебраїчних структур замiсть поширеної на сьогоднi мови
функцiй.
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Мета даного роздiлу – дослiдити деякi алгебраїчнi структури, пов’язанi з
функцiями, визначеними на групi, дещо по-iншому. Якщо 𝑆 є множина, то
з кожною її пiдмножиною 𝑀 пов’язана її характеристична функцiя, тобто
𝜒𝑀 : 𝑆 → {0, 1} така, що 𝜒𝑀(𝑦) = 1 для всiх 𝑦 ∈ 𝑀 i 𝜒𝑀(𝑦) = 0 для всiх
𝑦 /∈ 𝑀 . У багатьох випадках пiдмножину ототожнювали з її характерис-
тичною функцiєю.

У третьому роздiлi було введено деяку алгебраїчну структуру, пов’язану
з кiльцями та решiтками. Вона з’явилася в результатi застосування
запропонованого автором дисертацiї пiдходу до фазi кiлець i 𝐿-фазi кiлець,
де 𝐿 – решiтка. Такий пiдхiд дозволяє застосовувати зручнiшу мову
алгебраїчних структур замiсть прийнятої в даний час мови функцiй.

У теорiї фазi кiлець розглядають функцiї 𝜅 : 𝑅 → [0, 1], де 𝑅 – кiльце, що
задовольняє такi умови:

𝜅(𝑥− 𝑦) ≥ 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦) i 𝜅(𝑥𝑦) ≥ 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦) для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅.

У другому роздiлi запропоновано iнтерпретацiю 𝐿-фазi груп як множини
з операцiями. За такого пiдходу основнi поняття i результати набувають
природної алгебраїчної форми, i процес їх появи стає бiльш змiстовним.
Бiльше того, було продемонстровано конструкцiю, що дає дуже чiтке
уявлення про структури цих об’єктiв. У даному роздiлi розглянуто аналогiчну
iнтерпретацiю для 𝐿-фазi кiлець. Одержана структура формально є двояка,
тому для неї було застосовано двояку термiнологiю. Крiм того, термiн
𝐿-фазi кiльце не вiдображає усiх фактiв. У даному роздiлi не прагнемо до
максимальної узагальненостi, природнiше розглядати випадок, коли решiтка
L є дистрибутивна i скiнченна, хоча всi одержанi результати можуть
бути поширенi на випадок довiльної повної дистрибутивної решiтки. У
попередньому роздiлi не торкалися поняття гомоморфiзму. У зазначеному
роздiлi цю концепцiю буде детально обговорено.

Четвертий роздiл присвячено основним означенням, що стосуються
алгебр Лейбнiца. У ньому також наведено опис структури алгебр Лейбнiца
вимiрностi 3 над скiнченними полями. У деяких випадках структура алгебр
суттєво залежить вiд характеристики поля, в iнших – вiд можливостi
розв’язання конкретних рiвнянь у полi.

У роздiлi п’ять дослiджено структуру гiперабелевих алгебр Лейбнiца,
субiдеали яких є iдеалами. А також у цьому роздiлi розглядаються деякi
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узагальнено розв’язнi 𝑇 -алгебри Лейбнiца й алгебри Лейбнiца, пiдалгебри
яких є або iдеали, або контраiдеали.

У висновках перелiчено основнi результати роботи.
У Додатку 1 наведено перелiк статей i тез наукових доповiдей, де були

опублiкованi одержанi результати, i назви наукових конференцiй, на яких цi
результати були оприлюдненi.

Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику –
доктору фiзико-математичних наук,

професору Курдаченку Леонiду Андрiйовичу
за постановку розглянутих у дисертацiї задач, постiйну увагу,

всебiчну пiдтримку та допомогу в роботi.
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1 Огляд лiтератури

У першiй половинi XIX ст. намагання Дж. Буля формалiзувати
пропозицiональну логiку обумовило появу поняття булевої алгебри. У
результатi дослiдження аксiоматики булевої алгебри в кiнцi XIX ст., Ч. Пiрс
i Е. Шредер визначили поняття решiтки. Незалежно вiд них Р. Дедекiнд
у своїх дослiдженнях, що стосувались iдеалiв алгебраїчних чисел, одержав
те саме поняття. Насправдi, Р. Дедекiнд визначив також модулярнiсть i
ослаблену форму дистрибутивностi решiтки. Хоча деякi з раннiх результатiв
цих математикiв i Е. Хантiнгтона дуже “елегантнi” i зовсiм не тривiальнi,
вони зацiкавили iнших учених-математикiв.

I лише праця Г. Бiркгофа [10] середини 30-х рр. дала поштовх загальному
розвитку теорiї решiток. У блискучiй серiї праць вiн продемонстрував
важливiсть теорiї решiток i довiв, що вона є “каркасом”, який унiфiкує
розрiзненi результати.

Г. Бiркгоф, В.I. Гливенко, К. Менгер, Д. Нейман, О. Оре та iншi науковцi
досягли вражаючих успiхiв у цiй новiй галузi, що дозволило Г. Бiркгофу
зробити спробу «репрезентувати» її математичному загалу, що вiн i зробив
iз дивовижним успiхом у першому виданнi своєї монографiї «Lattice theory».

Одним iз найрозвиненiших роздiлiв сучасної алгебри є теорiя груп. Вона
тiсно пов’язана з iншими роздiлами як алгебри, так i математики в цiлому.
Серед чисельнних математичних об’єктiв, тiсно пов’язаних iз групами можна
видiлити решiтку. Теоретико-решiтковими поняттями наповнена вся сучасна
алгебра, хоча в багатьох пiдручниках це не висвiтлено. Будову багатьох
алгебраїчних систем (груп, кiлець, унiверсальних алгебр та iн.) зазвичай
найбiльш виразно виявляється шляхом аналiзу пов’язаних iз ними решiток
[10,26].

Водночас ще одним iнструментом вивчення структури алгебраїчних
систем є функцiї (зокрема, числовi). Тому цiлком природно було поєднати
групи, кiльця, решiтки i функцiї й провести вiдповiднi дослiдження.

Iз працi Л. Заде [88] починається розвиток фазi математики, в основi якої
покладено узагальнення характеристичної функцiї. Отже, фазi множина на
множинi 𝑆 є своєрiдним узагальненням поняття ”характеристичної функцiї”
на 𝑆, значення якої можемо брати бiльш рiзноманiтними у порiвняннi
зi звичними значеннями з множини 𝐿 = {так, нi}. У фазi математицi

23



поширеним є випадок, коли 𝐿 = [0, 1] – звичайний замкнутий вiдрiзок
дiйсних чисел iз природним порядком. Мотивацiєю для цього служить таке
трактування: можемо розглядати значення узагальненої характеристичної
функцiї як iмовiрнiсть того факту, що даний елемент належить данiй
пiдмножинi. Водночас алгебраїчна фазi структура побудована таким чином:
iз кожною алгебраїчною структурою 𝐴 пов’язана вiдповiдна фазi структура зi
специфiчними функцiями з 𝐴 в [0, 1], якi, у свою чергу, пов’язанi зi звичайною
структурою алгебри 𝐴 [65]. Наприклад, об’єктом вивчення в теорiї фазi груп
є функцiя 𝛾 : 𝐺 → [0, 1], де 𝐺 – група, що задовольняє умови

𝛾(𝑥𝑦) ≥ 𝛾(𝑥) ∧ 𝛾(𝑦) для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺

i
𝛾(𝑥−1) ≥ 𝛾(𝑥) для будь-якого 𝑥 ∈ 𝐺

(див., наприклад, [65, Section 1.2]). Вiдразу ж з’являються узагальнення. У
дисертацiйнiй роботi розглядали функцiї 𝛾 : 𝐺 → L, де L – дистрибутивна
решiтка [27]. Теорiя фазi груп розвивалася досить швидко, але це був
розвиток в ширину, а не в глибину. У працi [61] не було зроблено
спроб систематизацiї одержаних результатiв, значний масив результатiв
присвячених фазi групам, просто був зiбраний у нiй без належної унiфiкацiї.
Що стосується 𝐿-фазi груп, то тут, крiм найзагальнiших результатiв, iстотної
динамiки в розвитку взагалi не спостерiгається.

Тлумачення алгебраїчної структури як деякої множини функцiй не дуже
зручне. Тому досить часто функцiю 𝛾 розглядають як об’єднання всiх
точкових функцiй 𝜒

(︀
𝑔, 𝛾(𝑔)

)︀
, де 𝑔 ∈ 𝐺. У даному випадку 𝜒(𝑔, a) така

функцiя, що 𝜒(𝑔, a)(𝑔) = a i 𝜒(𝑔, a)(𝑦) = 0, якщо 𝑦 ̸= 𝑔. Проте в деяких
ситуацiях доводиться розглядати функцiї 𝛾 як об’єднання всiх точкових
функцiй 𝜒(𝑔, a) для будь-якого 𝑔 ∈ 𝐺 i a ≤ 𝛾(𝑔) (наприклад, [36, 43]).
Але при цьому точковi функцiї 𝜒(𝑔, a), фактично вiдiграючи роль елементiв,
формально є пiдфункцiї 𝛾, так що кожного разу доводиться вдаватися до
спецiальних застережень.

Теорiю фазi кiлець уперше було розвинено в публiкацiях [66, 79]. Вiдразу
з’явилися деякi узагальнення. Якщо конкретнiше, то функцiя 𝛾 : 𝐴 → L, де
𝐴 – деяка алгебраїчна структура, а L – дистрибутивна решiтка [27]. Зокрема,
в працi [80] було представлено 𝐿-фазi кiльця (див. також [64]).

Алгебри Лейбнiца вперше запропоновано в роботах А.М. Блоха [5–7], у
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яких вiн називав їх 𝐷-алгебрами. Однак, тодi його дослiдження не були
продовженi. Iнтерес до цього об’єкта зрiс пiсля виходу працi Ж. Лоде [57]
(див. також [58, Section 10.6]), який i ввiв термiн “алгебра Лейбнiца”, названий
на честь Готфрiда Вiльгельма Лейбнiца, оскiльки Г.В. Лейбнiц розглядав
тотожнiсть Лейбнiца для диференцiювання функцiй. Пiзнiше деякi автори
називали цi алгебри алгебрами Лоде, хоча сам Ж. Лоде, iнодi пiд псевдонiмом
G.W. Zinbiel (тут Zinbiel – навпаки Leibniz), в опитуваннi [86] зауважив, що
цей термiн не пiдходить.

Алгебри Лейбнiца поширенi в деяких роздiлах диференцiальної геометрiї,
гомологiчної алгебри, класичнiй алгебраїчнiй топологiї, алгебраїчнiй
𝐾-теорiї, некомутативнiй геометрiї та iн. Також вони знайшли певнi
застосування у фiзицi ( [11,17,18]).

Теорiя алгебр Лейбнiца розвивається досить iнтенсивно, але дуже
нерiвномiрно. З одного боку, ґрунтовнi структурнi теореми було одержано
як аналоги вiдповiдних результатiв алгебр Лi. З iншого, є деякi питання,
якi, здавалося б, мають розглядати в першу чергу, але навiть не починали
дослiджувати. Наприклад, це теми, що стосуються взаємозв’язку пiдалгебр,
iдеалiв i субiдеалiв. Варто зазначити, наприклад, що природне питання про
структуру алгебр Лейбнiца, пiдалгебри яких є iдеали, лише нещодавно було
дослiджено в роботi [51]. Якщо у випадку алгебр Лi структура аналогiчних
алгебр дуже проста (вони є абелевi), то в алгебрах Лейбнiца ситуацiя
бiльш складна i водночас цiкава. Маємо аналогiчну ситуацiю для циклiчних
пiдалгебр: якщо в алгебрах Лi кожна циклiчна пiдалгебра має вимiрнiсть 1,
то в алгебрах Лейбнiца вона може мати дуже складну структуру.

𝑇 -алгебри Лi дослiджували Я. Стюарт [77], A.Г. Гейн i Ю.М. Мухiн [29].
Зокрема, було описано розв’язнi 𝑇 -алгебри i скiнченновимiрнi 𝑇 -алгебри Лi
над полем характеристики 0. Аналогiчнi задачi розглядались також i в теорiї
груп, де було отримано неймовiрну кiлькiсть рiзноманiтних результатiв (див,
наприклад, [1, 12,13,20,21,23,24,28,30–34,62,63,70–76,78,87]).

Першим кроком у вивченнi всiх типiв алгебри є опис алгебр, якi мають
малi вимiрностi. На вiдмiну вiд бiльш простих випадкiв одновимiрних
i двомiрних алгебр Лейбнiца, структура тривимiрних алгебр Лейбнiца
складнiша. У свою чергу, структура тривимiрної алгебри Лейбнiца у
порiвняннi з тривимiрними алгебрами Лi є бiльш складною. Вивчення
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алгебр Лейбнiца, якi мають вимiрнiсть 3 було проведено у роботах [2,
3, 14, 16] для полiв характеристики 0. У роздiлi 4, описано протилежну
ситуацiю, а саме розглянуто структуру алгебр Лейбнiца вимiрностi 3 над
скiнченними полями. Як буде продемонстровано пiзнiше, ця ситуацiя є
набагато рiзноманiтнiшою, iнколи структура алгебри iстотно залежить вiд
характеристики поля, подекуди – вiд розв’язання специфiчних рiвнянь у полi
i т. д.

Один iз пiдходiв до вивчення алгебр Лейбнiца, який виявився досить
ефективним, особливо для нескiнченно вимiрних алгебр Лейбнiца, полягає
в розглядi алгебр Лейбнiца, пiдалгебри яких мають деякi фiксованi природнi
властивостi. Вiн був дуже ефективним для алгебр Лi, тодi як в алгебрах
Лейбнiца його почали застосовувати лише нещодавно. Наприклад, у статтi
[15] вивчалися алгебри Лейбнiца, пiдалгебри яких є алгебри Лi, i алгебри
Лейбнiца, пiдалгебри яких є абелевi. Також аналогiчнi задачi розглядались i
в теорiї груп [19,22,25,42,44–50,59,60,67–69].
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2 Решiтковi групи

2.1 Основнi означення i поняття

Наведемо основнi поняття з теорiї 𝐿-фазi груп, а також результати
у виглядi, необхiдному для нашого перетворення. Одержана структура
формально є iнша, тому й позначатимемо її по-iншому. Розглянемо тiльки
базиснi поняття, утiм даний пiдхiд дозволить побачити загальну структурну
картину. Що стосується термiна 𝐿-фазi група, то вiн на нашу думку, не
вiдображає сутi справи, тому будемо послуговуватися поняттям групової
функцiї. Не будемо прагнути максимальної схожостi, нам видається бiльш
природним розглянути випадок, коли решiтка L є дистрибутивною, i
звичайно все одержане може бути розширене на випадок довiльних повних
дистрибутивних решiток.

Нехай 𝐺 – група, L – решiтка. Для уникнення неточностей, одиничний
елемент групи 𝐺 позначатимемо через 𝑒. Розглянемо набiр L𝐺 усiх функцiй
𝜆 : 𝐺 → L. На цiй множинi визначимо операцiї ∧ i ∨ за таким правилом:
якщо 𝜆, 𝜇 ∈ L𝐺, а потiм покласти

(𝜆 ∧ 𝜇)(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∧ 𝜇(𝑥)

i
(𝜆 ∨ 𝜇)(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∨ 𝜇(𝑥) для кожного 𝑥 ∈ 𝐺.

Очевидно, що операцiї ∧ i ∨ комутативнi й асоцiативнi:(︀
𝜆 ∧ (𝜆 ∨ 𝜇)

)︀
(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∧ (𝜆 ∨ 𝜇)(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∧

(︀
𝜆(𝑥) ∨ 𝜇(𝑥)

)︀
= 𝜆(𝑥)

i (︀
𝜆 ∨ (𝜆 ∧ 𝜇)

)︀
(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∨ (𝜆 ∧ 𝜇)(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∨

(︀
𝜆(𝑥) ∧ 𝜇(𝑥)

)︀
= 𝜆(𝑥),

так що 𝜆 ∧ (𝜆 ∨ 𝜇) = 𝜆 i 𝜆 ∨ (𝜆 ∧ 𝜇) = 𝜆. Очевидно 𝜆 ∧ 𝜆 = 𝜆 i 𝜆 ∨ 𝜆 = 𝜆.
Отже, множина L𝐺 є решiткою.

Якщо 𝑎, 𝑏 ∈ L, то 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 еквiвалентно 𝑎 ≤ 𝑏. Тому можемо визначити
порядок L𝐺: для 𝜆, 𝜇 ∈ L𝐺 покладемо 𝜆 ≤ 𝜇 тодi й тiльки тодi, коли
𝜆(𝑥) ≤ 𝜇(𝑥) для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐺.

Припустимо тепер, що решiтка L – дистрибутивна i скiнченна. Як
скiнченна вона має найбiльший елемент m i найменший 0. Для кожної функцiї
𝑓 : 𝐺 → L визначимо Supp(𝑓) як пiдмножину всiх елементiв 𝑥 ∈ 𝐺 такi, що
𝑓(𝑥) ̸= 0.
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Нехай 𝑌 пiдмножина 𝐺 i a ∈ L. Визначимо функцiю 𝜒(𝑌, a) таким чином:

𝜒(𝑌, a)(𝑥) =

⎧⎨⎩a, якщо 𝑥 ∈ 𝑌

0, якщо 𝑥 /∈ 𝑌 .

Якщо 𝑌 = {𝑦}, то замiсть 𝜒({𝑦}, a) запишемо коротше – 𝜒(𝑦, a). Функцiю
𝜒(𝑦, a) називають точковою функцiєю або точкою. В силу означення
𝜒(𝑦, a) ∈ L𝐺. Крiм того, нехай 𝑓 ∈ L𝐺. Якщо Supp(𝑓) = {𝑔1, . . . , 𝑔𝑛}
скiнченна i 𝑓(𝑔𝑗) = aj, 1 6 𝑗 6 𝑛, то, очевидно, що 𝑓 = 𝜒(𝑔1, a1)∨. . .∨𝜒(𝑔𝑛, an).

Визначимо бiнарну операцiю ⊙ на L𝐺 за таким правилом. Нехай 𝜇, 𝜈 ∈ L𝐺

i 𝑥 – довiльний елемент групи 𝐺. Розглянемо пiдмножину решiтки L:

{𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧) | 𝑢, 𝑣 є такими елементами 𝐺, що 𝑦𝑧 = 𝑥}.
Оскiльки L – скiнченна, то ця пiдмножина дiйсно скiнченна. Тому можемо
розглянути її верхню межу. Покладемо

(𝜇⊙ 𝜈)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝐺, 𝑦𝑧=𝑥

(︀
𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
.

Зауважимо, що

(𝜇⊙ 𝜈)(𝑥) =
⋁︁
𝑦∈𝐺

(︀
𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑦−1𝑥)

)︀
=
⋁︁
𝑧∈𝐺

(︀
𝜇(𝑥𝑧−1) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
.

2.2 Властивостi добутку ⊙

Твердження 2.1. Мають мiсце такi твердження:

(i) операцiя ⊙ є асоцiативна;

(ii) функцiя 𝜒(𝑒,m) – одиничний елемент вiдносно операцiї ⊙;

(iii) 𝜆⊙ (𝜇 ∨ 𝜈) = (𝜆⊙ 𝜇) ∨ (𝜆⊙ 𝜈) i (𝜇 ∨ 𝜈)⊙ 𝜆 = (𝜇⊙ 𝜆) ∨ (𝜈 ⊙ 𝜆) для всiх
функцiй 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ L𝐺;

(iv) якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, a ∈ L, тодi
(︀
𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜆

)︀
(𝑥) = a ∧ 𝜆(𝑦−1𝑥), зокрема, якщо

a =
⋁︀
𝑥∈𝐺

𝜆(𝑥), тодi
(︀
𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜆

)︀
(𝑥) = 𝜆(𝑦−1𝑥);

(v)
(︀
𝜆 ⊙ 𝜒(𝑦, a)

)︀
(𝑥) = a ∧ 𝜆(𝑥𝑦−1), зокрема, якщо a =

⋁︀
𝑥∈𝐺

𝜆(𝑥), тодi(︀
𝜆⊙ 𝜒(𝑦, a)

)︀
(𝑥) = 𝜆(𝑥𝑦−1);

(vi) якщо 𝑥, 𝑦, 𝑢 ∈ 𝐺, a, b ∈ L, тодi
(︀
𝜒(𝑦, a) ⊙ 𝜒(𝑢, b)

)︀
(𝑦𝑢) = a ∧ b i(︀

𝜒(𝑦, a) ⊙ 𝜒(𝑢, b)
)︀
(𝑥) = 0, якщо 𝑥 ̸= 𝑦𝑢. Iншими словами, 𝜒(𝑦, a) ⊙

𝜒(𝑢, b) = 𝜒(𝑦𝑢, a ∧ b), зокрема, 𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜒(𝑢, a) = 𝜒(𝑦𝑢, a);
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(vii)
(︀
𝜒(𝑥, a)⊙ 𝜆⊙ 𝜒(𝑥−1, a)

)︀
(𝑦) = a ∧ 𝜆(𝑥−1𝑦𝑥).

Доведення. (i) Нехай 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ L𝐺. Покладемо 𝜅 = 𝜆⊙𝜇 i 𝜂 = 𝜇⊙𝜈. Матимемо:(︀
(𝜆⊙ 𝜇)⊙ 𝜈

)︀
(𝑥) = (𝜅⊙ 𝜈)(𝑥) =

=
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝐺, 𝑦𝑧=𝑥

(︀
𝜅(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
=

=
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝐺, 𝑦𝑧=𝑥

(︂ ⋁︁
𝑢,𝑣∈𝐺, 𝑢𝑣=𝑦

(︀
𝜆(𝑢) ∧ 𝜇(𝑣)

)︀
∧ 𝜈(𝑧)

)︂
=

=
⋁︁

𝑢,𝑣,𝑧∈𝐺, 𝑢𝑣𝑧=𝑥

(︁(︀
𝜆(𝑢) ∧ 𝜇(𝑣)

)︀
∧ 𝜈(𝑧)

)︁
.

(︀
𝜆⊙ (𝜇⊙ 𝜈)

)︀
(𝑥) = (𝜆⊙ 𝜂)(𝑥) =

=
⋁︁

𝑢,𝑦∈𝐺,𝑢𝑦=𝑥

(︀
𝜆(𝑢) ∧ 𝜂(𝑦)

)︀
=

=
⋁︁

𝑢,𝑦∈𝐺,𝑢𝑦=𝑥

(︃
𝜆(𝑢) ∧

(︂ ⋁︁
𝑣,𝑧∈𝐺, 𝑣𝑧=𝑦

(︀
𝜇(𝑣) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀)︂)︃
=

=
⋁︁

𝑢,𝑣,𝑧∈𝐺, 𝑢𝑣𝑧=𝑥

(︃
𝜆(𝑢) ∧

(︂
𝜇(𝑣) ∧ 𝜈(𝑧)

)︂)︃
.

Оскiльки
(︀
𝜆(𝑢) ∧ 𝜇(𝑣)

)︀
∧ 𝜈(𝑧) = 𝜆(𝑢) ∧

(︀
𝜇(𝑣) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
для всiх 𝑢, 𝑣, 𝑧 ∈ 𝐺, то(︀

(𝜆⊙ 𝜇)⊙ 𝜈
)︀
(𝑥) =

(︀
𝜆⊙ (𝜇⊙ 𝜈)

)︀
(𝑥)

для кожного 𝑥 ∈ 𝐺. Це означає, що (𝜆⊙ 𝜇)⊙ 𝜈 = 𝜆⊙ (𝜇⊙ 𝜈).
(ii) Нехай 𝜆 ∈ L𝐺 i розглянемо добуток 𝜆⊙ 𝜒(𝑒,m). Згiдно iз означенням(︀

𝜒(𝑒,m)
)︀
(𝑒) = m i

(︀
𝜒(𝑒,m)

)︀
(𝑥) = 0, якщо 𝑥 ̸= 1. Матимемо:

𝜆(𝑥) ∧
(︀
𝜒(𝑒,m)

)︀
(𝑒) = 𝜆(𝑥) ∧m = 𝜆(𝑥)

i
𝜆(𝑦) ∧

(︀
𝜒(𝑒,m)

)︀
(𝑧) = 0, якщо 𝑧 ̸= 1,

так що (︀
𝜆⊙ 𝜒(𝑒,m)

)︀
(𝑒) =

⋁︁
𝑦,𝑧∈𝐺, 𝑦𝑧=1

(︀
𝜆(𝑦) ∧ 𝜒(𝑒,m)(𝑧)

)︀
=

= 𝜆(𝑒) ∧ 𝜒(𝑒,m)(𝑒) = 𝜆(𝑒),(︀
𝜆⊙ 𝜒(𝑒,m)

)︀
(𝑥) =

⋁︁
𝑦,𝑧∈𝐺, 𝑦𝑧=𝑥

(︀
𝜆(𝑦) ∧ 𝜒(𝑒,m)(𝑧)

)︀
=

= 𝜆(𝑥) ∧ 𝜒(𝑒,m)(𝑒) = 𝜆(𝑥).
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Оскiльки це справедливо для всiх 𝑥 ∈ 𝐺, 𝜆 ⊙ 𝜒(𝑒,m) = 𝜆. Аналогiчним
чином доводиться, що 𝜒(𝑒,m)⊙ 𝜆 = 𝜆.

(iii) Маємо (︀
𝜆⊙ (𝜇 ∨ 𝜈)

)︀
(𝑥) =

=
⋁︁
𝑦∈𝐺

(︁
𝜆(𝑦) ∧

(︀
(𝜇 ∨ 𝜈)(𝑦−1𝑥)

)︀)︁
=

=
⋁︁
𝑦∈𝐺

(︁
𝜆(𝑦) ∧

(︀
𝜇(𝑦−1𝑥) ∨ 𝜈(𝑦−1𝑥)

)︀)︁
=

=
⋁︁
𝑦∈𝐺

(︁(︀
𝜆(𝑦) ∧ 𝜇(𝑦−1𝑥)

)︀
∨
(︀
𝜆(𝑦) ∧ 𝜈(𝑦−1𝑥)

)︀)︁
=

=
(︁⋁︁
𝑦∈𝐺

(︀
𝜆(𝑦) ∧ 𝜇(𝑦−1𝑥)

)︀)︁
∨
(︁⋁︁
𝑦∈𝐺

(︀
𝜆(𝑦) ∧ 𝜈(𝑦−1𝑥)

)︀)︁
=

= (𝜆⊙ 𝜇)(𝑥) ∨ (𝜆⊙ 𝜈)(𝑥) =
(︀
(𝜆⊙ 𝜇) ∨ (𝜆⊙ 𝜈)

)︀
(𝑥).

Це означає, що
𝜆⊙ (𝜇 ∨ 𝜈) = (𝜆⊙ 𝜇) ∨ (𝜆⊙ 𝜈).

Послуговуючись подiбними мiркуваннями, одержуємо, що i

(𝜇 ∨ 𝜈)⊙ 𝜆 = (𝜇⊙ 𝜆) ∨ (𝜈 ⊙ 𝜆).

(iv) Нехай 𝑥 – довiльний елемент групи 𝐺. Якщо 𝑧 ̸= 𝑦, тодi 𝜒(𝑦, a)(𝑧) = 0,
так що матимемо

(𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜆)(𝑥) =

=
⋁︁
𝑧∈𝐺

(︁
𝜒(𝑦, a)(𝑧) ∧ 𝜆(𝑧−1𝑥)

)︁
=

= 𝜒(𝑦, a)(𝑦) ∧ 𝜆(𝑦−1𝑥) = a ∧ 𝜆(𝑦−1𝑥).

Доведення (v) аналогiчнe.
(vi) Якщо 𝑢 ∈ 𝐺, b ∈ L, тодi

(︀
𝜒(𝑦, a) ⊙ 𝜒(𝑢, b)

)︀
(𝑥) = a ∧ 𝜒(𝑢, b)(𝑦−1𝑥).

Нагадаємо, що 𝜒(𝑢, b)(𝑦−1𝑥) = b, якщо 𝑦−1𝑥 = 𝑢 або 𝑥 = 𝑦𝑢, i 𝜒(𝑢, b)(𝑦−1𝑥) =

= 0, якщо 𝑦−1𝑥 ̸= 𝑢 або 𝑥 ̸= 𝑦𝑢. Таким чином,(︀
𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜒(𝑢, b)

)︀
(𝑥) =

⎧⎨⎩a ∧ b, якщо 𝑥 = 𝑦𝑢

0, якщо 𝑥 ̸= 𝑦𝑢 .

Отже, довели твердження (vi).
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(vii) Застосовуючи вищедоведене, одержуємо(︁
𝜒(𝑥, a)⊙

(︀
𝛾 ⊙ 𝜒(𝑥−1, a)

)︀)︁
(𝑦) =

=
⋁︁

𝑢,𝑣,𝑧∈𝐺, 𝑢𝑣𝑧=𝑦

𝜒(𝑥, a)(𝑢) ∧
(︀
𝛾(𝑣) ∧ 𝜒(𝑥−1, a)

)︀
(𝑧) =

= 𝜒(𝑥, a)(𝑥) ∧ 𝛾(𝑥−1𝑦𝑥) ∧ 𝜒(𝑥−1, a)(𝑥−1) =

= a ∧ 𝛾(𝑥−1𝑦𝑥) ∧ a = a ∧ 𝛾(𝑥−1𝑦𝑥).

2.3 Груповi функцiї

Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка, 𝛾 ∈ L𝐺. Тодi
сюр’єктивну функцiю 𝛾 називатимемо груповою функцiєю 𝐺, якщо вона
задовольняє такi умови:

(GF 1) 𝛾(𝑥𝑦) ≥ 𝛾(𝑥) ∧ 𝛾(𝑦) для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺,
(GF 2) 𝛾(𝑥−1) ≥ 𝛾(𝑥) для кожного 𝑥 ∈ 𝐺.
Нехай 𝛾, 𝜅 – груповi функцiї на 𝐺. Якщо 𝛾 ≤ 𝜅, говоритимемо, що 𝛾

є пiдгрупа функцiї 𝜅. Це позначатимемо 𝛾 ⪯ 𝜅.

Твердження 2.2. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
𝛾 ∈ L𝐺, припустимо, що 𝛾 – це групова функцiя на 𝐺. Тодi справедливi такi
твердження:

(i) 𝛾(𝑥−1) = 𝛾(𝑥) для кожного 𝑥 ∈ 𝐺 (зокрема, функцiя 𝛾 – парна);

(ii) 𝛾(𝑥𝑦−1) > 𝛾(𝑥) ∧ 𝛾(𝑦) для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺;

(iii) 𝛾(𝑥𝑛) > 𝛾(𝑥) для кожного 𝑥 ∈ 𝐺 i будь-якого цiлого n;

(iv) 𝛾(𝑒) > 𝛾(𝑥) для кожного 𝑥 ∈ 𝐺;

(v) нехай 𝜆, 𝜅 ≤ 𝛾, тодi 𝜆⊙ 𝜅 ≤ 𝛾, зокрема 𝛾 ⊙ 𝛾 ≤ 𝛾.

Доведення. (i) Маємо 𝑥 = (𝑥−1)−1, так що iз умови (GF 2) випливає, що
𝛾(𝑥) > 𝛾(𝑥−1), який разом з 𝛾(𝑥−1) > 𝛾(𝑥) доводить, що 𝛾(𝑥) = 𝛾(𝑥−1) для
кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐺.

(ii) Нехай 𝑥, 𝑦 – довiльнi елементи групи 𝐺. Iз умови (GF 1) випливає, що
𝛾(𝑥𝑦−1) > 𝛾(𝑥) ∧ 𝛾(𝑦−1), i в силу (i) 𝛾(𝑦−1) = 𝛾(𝑦), так що 𝛾(𝑥𝑦−1) >

𝛾(𝑥) ∧ 𝛾(𝑦).
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(iii) Нехай 𝑥 ∈ 𝐺. Iз умови (GF 1) випливає, що

𝛾(𝑥2) = 𝛾(𝑥𝑥) > 𝛾(𝑥) ∧ 𝛾(𝑦) = 𝛾(𝑥).

Послуговуючись звичайною iндукцiєю, одержуємо, що 𝛾(𝑥𝑛) > 𝛾(𝑥) для будь-
якого 𝑛 ∈ N. Припустимо тепер, що 𝑛 = −𝑘, де 𝑘 ∈ N. Тодi 𝑥𝑛 = (𝑥−1)𝑘.
Згiдно iз доведеним вище маємо

𝛾(𝑥𝑛) = 𝛾
(︀
(𝑥−1)𝑘

)︀
> 𝛾(𝑥−1) = 𝛾(𝑥).

(iv) Нехай 𝑥 ∈ 𝐺. Iз умови (GF 1) маємо

𝛾(𝑒) = 𝛾(𝑥𝑥−1) > 𝛾(𝑥) ∧ 𝛾(𝑥−1) = 𝛾(𝑥) ∧ 𝛾(𝑥) = 𝛾(𝑥).

(v) Нехай 𝑥 – довiльний елемент групи 𝐺. Включення 𝜆, 𝜅 ≤ 𝛾 означає, що
𝜆(𝑦)∧𝜅(𝑧) ≤ 𝛾(𝑦)∧𝛾(𝑧). Оскiльки 𝛾 групова функцiя, то 𝛾(𝑦)∧𝛾(𝑧) ≤ 𝛾(𝑦𝑧),
таким чином,

(𝜆⊙ 𝜅)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝐺, 𝑦𝑧=𝑥

(︁
𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧)

)︁
≤

⋁︁
𝑦,𝑧∈𝐺, 𝑦𝑧=𝑥

𝛾(𝑦𝑧) = 𝛾(𝑥).

Отже, (𝜆⊙ 𝜅)(𝑥) ≤ 𝛾(𝑥).

2.4 Критерiй групової функцiї

Теорема 2.1. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка i
𝛾 ∈ L𝐺. Тодi 𝛾 – це групова функцiя на 𝐺 тодi й тiльки тодi, коли мають
мiсце такi твердження:

(GF 3) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊆ 𝛾 для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.

(GF 4) 𝜒
(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⊆ 𝛾 для кожного 𝑥 ∈ 𝐺.

Доведення. Припустимо спочатку, що 𝛾 є групова функцiя. Очевидно, що
𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊆ 𝛾 i 𝜒

(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊆ 𝛾 для будь-яких елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.

Застосовуючи твердження 2.2 (v), одержуємо, що

𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊆ 𝛾.

Нехай 𝑥 – довiльний елемент групи 𝐺. Маємо
(︁
𝜒
(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀)︁
(𝑥−1) = 𝛾(𝑥).

Оскiльки 𝛾 – групова функцiя, то 𝛾(𝑥) ≤ 𝛾(𝑥−1). Зауважимо, що якщо
𝑦 ̸= 𝑥−1, то

(︁
𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀)︁
(𝑦) = 0, так що

(︁
𝜒
(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀)︁
(𝑦) ≤ 𝛾(𝑦) для

кожного 𝑦 ∈ 𝐺. Це означає, що 𝜒
(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⊆ 𝛾.

Тепер же припустимо, що 𝛾 задовольняє обидвi умови (GF 3) i (GF 4).
Нехай 𝑥, 𝑦 – довiльнi елементи групи 𝐺. Тодi з огляду на умову (GF 3)

𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊆ 𝛾.
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Вiдповiдно до твердження 2.1 (vi) маємо(︁
𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀)︁
(𝑥𝑦) = 𝛾(𝑥) ∧ 𝛾(𝑦).

Iз включення 𝜒(𝑥, 𝛾(𝑥)
)︀
⊙ 𝜒(𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊆ 𝛾 випливає, що(︁

𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀)︁
(𝑥𝑦) ≤ 𝛾(𝑥𝑦),

таким чином,одержуємо, що 𝛾(𝑥) ∧ 𝛾(𝑦) ≤ 𝛾(𝑥𝑦), i 𝛾 задовольняє умову
(GF 1).

Нехай 𝑥 ∈ 𝐺. Оскiльки 𝜒
(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⊆ 𝛾 i

(︁
𝜒
(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀)︁
(𝑦) ≤ 𝛾(𝑦) для

кожного 𝑦 ∈ 𝐺. Зокрема,
(︁
𝜒
(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀)︁
(𝑥−1) = 𝛾(𝑥) ≤ 𝛾(𝑥−1), так що 𝛾

задовольняє умову (GF 2).

2.5 Визначення нового означення: решiткова група

Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Розглянемо
декартовий добуток 𝐴 = 𝐺× L. Визначати операцiю множення на 𝐴 будемо
за таким правилом: (𝑢, a)(𝑣, b) = (𝑢𝑣, a ∧ b) для будь-яких 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐺 та
a, b ∈ L. Ця операцiя асоцiативна, тому що множення в 𝐺 та операцiя ∧
в L асоцiативнi. Пара (𝑒,m) є одиничним елементом вiдносно даної операцiї.

Одержаний вище критерiй дозволяє переформулювати означення групової
функцiї так.

Непорожню пiдмножину Λ iз 𝐺 × L називають решiтковою групою над
L, якщо вона задовольняє таким умовам:

(LG 1) якщо (𝑥, a) ∈ Λ i b ≤ a, тодi (𝑥, b) ∈ Λ;

(LG 2) якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ Λ, тодi (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ Λ;

(LG 3) якщо (𝑥, a) ∈ Λ, тодi (𝑥−1, a) ∈ Λ.
Для кожного елемента 𝑥 ∈ pr𝐺(Λ) покладемо

CΛ(𝑥) = {a ∈ L | (𝑥, a) ∈ Λ}.
Зазначимо, що решiткова група Λ визначає групову функцiю на 𝐺. Дiйсно,

для кожного елемента 𝑥 ∈ pr𝐺(Λ) множина CΛ(𝑥) непорожня. Покладемо
𝜆(𝑥) =

⋁︀
CΛ(𝑥). Якщо 𝑥 /∈ pr𝐺(Λ), то вважатимемо, що 𝜆(𝑥) = 0. Тодi 𝜆

– функцiя. Якщо 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐺 i 𝜆(𝑢) = a, та 𝜆(𝑣) = b, тодi (𝑢𝑣, a ∧ b) ∈ Λ за
умовою (LG 2). Звiдси випливає, що 𝜆(𝑢𝑣) > a ∧ b = 𝜆(𝑢) ∧ 𝜆(𝑣), так що 𝜆

задовольняє умову (GF 1). Аналогiчно, нехай 𝜆(𝑢) = a, тодi (𝑢−1, a) ∈ Λ за
умовою (LG 3). Звiдси випливає, що 𝜆(𝑢−1) > a = 𝜆(𝑢), тобто 𝜆 задовольняє
(GF 2).
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Нехай Λ, Γ – решiтковi групи над L. Якщо Λ включає Γ, то говоритимемо,
що Γ є решiткова пiдгрупа Λ, i позначатимемо це Γ 6 Λ.

Якщо 𝛾, визначена на Γ, є групова функцiя, то 𝛾 ⪯ 𝜆.
Очевидно, що 𝐺×L є найбiльша решiткова група над L, а 𝐸 = {(𝑒, 0)} –

найменша решiткова група над L; цю решiткову групу називають
тривiальною. Крiм того, якщо a ∈ L, тодi {(𝑒, b) | b 6 a} – решiткова група
над L.

Кожна решiткова група Λ включає pr𝐺(Λ) × {0}. Для кожної пiдгрупи
𝐻 iз 𝐺 пiдмножина 𝐻 × {0} є решiткова група. Нагадаємо, що пiдмножину
M iз L називають нижнiм (i вiдповiдно верхнiм) сегментом L, якщо з того,
що a ∈ M i b 6 a (вiдповiдно a 6 b) випливає, що b ∈ M.

Якщо a ∈ L, то пiдмножина {x | x ∈ L i x 6 a} (вiдповiдно
{x | x ∈ L i x > a}) є нижнiй сегмент (вiдповiдно є верхнiй сегмент)
L. Це називають головним нижнiм (вiдповiдно верхнiм) сегментом L, що
породжується a.

2.6 Властивостi решiткових груп

Твердження 2.3. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка
i S – сiмейство решiткових пiдгруп над L. Тодi перетин ∩S є решiткова
пiдгрупа.

Твердження 2.4. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка
i Λ – решiткова група. Тодi:

(i) prL(Λ) є напiвгрупа вiдносно операцiї ∧ з одиницею e(Λ) =
⋁︀

CΛ(1)

i нулем 0. Крiм того, prL(Λ) є головний нижнiй сегмент L, який
породжений e(Λ);

(ii) pr𝐺(Λ) є пiдгрупа групи 𝐺. Навпаки, для кожної пiдгрупи 𝐻 iз pr𝐺(Λ)

пiдмножина {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ Λ i 𝑥 ∈ 𝐻} = pr−1
𝐺 (𝐻) є решiткова

пiдгрупа Λ;

(iii) якщо M нижнiй сегмент L, тодi {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ Λ i a ∈ M} є
решiткова пiдгрупа Λ. Зокрема, pr−1

L (M) є решiткова група.

34



Доведення. (i) Справдi, якщо a, b ∈ prL(Λ), тобто елементи 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐺 такi, що
(𝑢, a), (𝑣, b) ∈ Λ. Оскiльки Λ є решiткова група, тодi

(𝑢𝑣, a ∧ b) = (𝑢, a)(𝑣, b) ∈ Λ.

Звiдси випливає, що a ∧ b ∈ prL(Λ). Зокрема, e(Λ) =
⋁︀

CΛ(𝑒) ∈ prL(Λ).
Нехай a ∈ prL(Λ) i 𝑢 – елемент групи 𝐺 такий, що (𝑢, a) ∈ Λ. Оскiльки

Λ є решiткова група, то (𝑢−1, a) ∈ Λ за умовою (LG 3). Застосувавши (LG
2),одержимо, що

(𝑒, a) = (𝑢𝑢−1, a) = (𝑢𝑢−1, a ∧ a) = (𝑢, a)(𝑢−1, a) ∈ Λ.

Отже, a ∈ C(𝑒), звiдси випливає, що a 6 e(Λ). Iншими словами, e(Λ) є
найбiльший елемент prL(Λ).

Нехай c – довiльний елемент L такий, що c 6 e(Λ). Оскiльки
(︀
𝑒, e(Λ)

)︀
∈ Λ,

тодi (𝑒, c) ∈ Λ за умовою (LG 1). Звiдси випливає, що prL(Λ) є головний
нижнiй сегмент L, який породжений e(Λ).

(ii) Нехай 𝐾 = pr𝐺(Λ) та 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐾. Тодi iснують елементи a, b ∈ L такi,
що (𝑢, a), (𝑣, b) ∈ Λ. Оскiльки Λ є решiткова група, то

(𝑢𝑣, a ∧ b) = (𝑢, a)(𝑣, b) ∈ Λ.

Звiдси випливає, що 𝑢𝑣 ∈ 𝐾. Якщо (𝑢, a) ∈ Λ, тодi (𝑢−1, a) ∈ Λ за умовою
(LG 3), а отже, випливає, що 𝑢−1 ∈ 𝐾. Таким чином, 𝐾 є пiдгрупа групи 𝐺.

Припустимо тепер, що 𝐻 – пiдгрупа pr𝐺(Λ) i нехай (𝑢, a), (𝑣, b) ∈ pr−1
𝐺 (𝐻).

Оскiльки Λ є решiткова група, то (𝑢𝑣, a ∧ b) = (𝑢, a)(𝑣, b) ∈ Λ. У силу того,
що 𝐻 є пiдгрупа, то з того, що 𝑢𝑣 ∈ 𝐻, випливає, що (𝑢𝑣, a ∧ b) ∈ pr−1

𝐺 (𝐻).
Оскiльки 𝐻 є пiдгрупа, то з того, що 𝑢 ∈ 𝐻, випливає, що 𝑢−1 ∈ 𝐻. Отже,
Λ є решiткова група, i (𝑢, a) ∈ Λ, звiдси маємо, що (𝑢−1, a) ∈ Λ. Таким
чином, (𝑢−1, a) ∈ pr−1

𝐺 (𝐻), так що pr−1
𝐺 (𝐻) задовольняє умови (LG 2) та

(LG 3), i (𝑢𝑣, a ∧ b) = (𝑢, a)(𝑣, b) ∈ Λ. Отже, 𝐾 є пiдгрупа групи 𝐺. Нехай
(𝑢, a) ∈ pr−1

𝐺 (𝐻) i b – елемент решiтки L такий, що b 6 a. Тодi (𝑢, b) ∈ Λ, а,
отже, (𝑢, b) ∈ pr−1

𝐺 (𝐻).
(iii) Нехай M – нижнiй сегмент L, 𝐾 – пiдгрупа 𝐺 i 𝑀 = 𝐾 × M. Тодi

𝑀 є решiткова група. Дiйсно, якщо (𝑥, a) ∈ 𝑀 i b 6 a, тодi b ∈ M, тому
що M є нижнiм сегментом L. Звiдси випливає, що (𝑥, b) ∈ 𝑀 , так що 𝑀

задовольняє умову (LG 1). Припустимо, що (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝑀 . Оскiльки
a ∧ b 6 b, a ∧ b ∈ M. Той факт, що 𝐾 – пiдгрупа 𝐺 означає, що 𝑥𝑦 ∈ 𝐾,
а отже, (𝑥𝑦, a∧ b) ∈ 𝑀 . Зазначимо, що (𝑥𝑦, a∧ b) = (𝑥, a)(𝑦, b), це доводить,
що 𝑀 задовольняє умову (LG 2). Нарештi, нехай (𝑥, a) ∈ 𝑀 . Оскiльки 𝐾
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є пiдгрупа 𝐺, тодi 𝑥−1 ∈ 𝐾, а отже (𝑥−1, a) ∈ 𝑀 , i 𝑀 задовольняє умову
(LG 3).

Нехай 𝐻 = pr𝐺(Λ), тодi можна бачити, що

{(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ Λ i a ∈ M} = 𝐻 ×M ∩ Λ.

Твердження 2.3 доводить, що ця пiдмножина є решiткова пiдгрупа Λ.

2.7 Добуток пiдмножин

Нехай Λ – решiткова група. На вiдмiну вiд абстрактних груп, решiткова
група може мiстити понад один iдемпотент. Крiм того, Λ мiстить пару (1, a)

для кожного елемента a ∈ prL(Λ). Справдi, нехай 𝑢 – елемент групи 𝐺

такий, що (𝑢, a) ∈ Λ. Оскiльки Λ є решiткова група, то (𝑢, a)(𝑢−1, a) ∈ Λ,
але (𝑢, a)(𝑢−1, a) = (𝑒, a ∧ a) = (𝑒, a). Це свiдчить про те, що напiвгрупа Λ

може бути групою тiльки в тому випадку, коли prL(Λ) мiстить тiльки один
елемент a. Нехай b ∈ Λ i b 6 a, тодi з умови (LG 1) випливає, що (𝑢, b) ∈ Λ.
Отже, a = b. Iншими словами, a – найменший елемент L, тобто a = 0. Отже,
решiткова група Λ є група тодi й тiльки тодi, коли prL(Λ) = {0}. У зв’язку з
цим зауважимо, що напiвгрупа Λ може включати досить багато пiднапiвгруп,
якi є групи за множенням. Справдi, нехай 𝐻 – пiдгрупа 𝐺 i a ∈ L, тодi легко
побачити, що пiдмножина 𝐻 × {a} є група за множенням. Крiм того, для
кожного a ∈ L: пiдмножина {(𝑢, a) | (𝑢, a) ∈ Λ} також є група за множенням.

Якщо Λ – решiткова пiдгрупа над L, де L – скiнченна дистрибутивна
решiтка, тодi покладемо 𝐸(Λ) = {(𝑒, b) | b 6 e(Λ)}. Очевидно, що 𝐸(Λ) є
решiткова пiдгрупа Λ.

Нехай Γ – решiткова пiдгрупа Λ. Пара
(︀
𝑒, e(Λ)

)︀
– одиничний елемент Λ

i
(︀
𝑒, e(Γ)

)︀
– одиничний елемент Γ. Оскiльки Γ 6 Λ, то твердження 2.4

доводить, що e(Γ) 6 e(Λ). Говоритимемо, що Γ є унiтарна решiткова
пiдгрупа Λ, якщо

(︀
𝑒, e(Λ)

)︀
∈ Γ. Кожну решiткову пiдгрупу Λ можна

розширити до унiтарної решiткової пiдгрупи. Дiйсно, покладемо

Γ𝑢(Λ) = Γ ∪ {(𝑒, b) | b 6 e(Λ)} = Γ ∪ 𝐸(Λ),

тодi Γ𝑢(Λ) є решiткова група.
Справдi, якщо (𝑢, a) ∈ Λ, то (𝑢, a)(𝑒, b) = (𝑢, a∧b). Оскiльки a∧b 6 a, тодi

(𝑢, a ∧ b) ∈ Γ. Це доводить, що Γ𝑢(Λ) задовольняє всi умови (LG 1)–(LG 3).
Нехай 𝑀 – пiдмножина 𝐺 × L i S – сiмейство всiх решiткових груп,
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у тому числi 𝑀 . За твердженням 2.3 перетин ∩S є решiткова група.
Говоритимемо, що це решiткова група, яка породжена 𝑀 i позначатимемо
⟨𝑀⟩.

Нехай (𝑥, a) ∈ 𝐺×L. Якщо Λ є решiткова група, що мiстить (𝑥, a), то легко
бачити, що (𝑥, a)𝑛 = (𝑥𝑛, a∧ . . .∧ a) = (𝑥𝑛, a) ∈ Λ для кожного натурального
𝑛. Iз умови (LG 3) маємо (𝑥−1, a) ∈ Λ, а отже, (𝑒, a) = (𝑥, a)(𝑥−1, a) ∈ Λ.
Iз того, що (𝑥−1, a) ∈ Λ одержуємо, що (𝑥, a)−𝑛 = (𝑥−𝑛, a) ∈ Λ, так що
{(𝑥𝑛, a) | 𝑛 ∈ Z} ⊆ Λ. Нехай A – головний нижнiй сегмент L, породжений
a. Якщо b 6 a, то з умови (LG 1) випливає, що (𝑥𝑛, b) ∈ Λ для кожного
цiлого 𝑛. Таким чином, {(𝑥𝑛, b) | b 6 a, 𝑛 ∈ Z} ⊆ Λ. Очевидно, що
пiдмножина {(𝑥𝑛, b) | b 6 a, 𝑛 ∈ Z} є решiткова група. Звiдси маємо, що
⟨(𝑥, a)⟩ = {(𝑥𝑛, b) | b 6 a, 𝑛 ∈ Z}.

Нехай Λ, Γ – решiтковi пiдгрупи. Визначимо їх добуток у звичайному
порядку. Покладемо

ΛΓ = {(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b) | (𝑥, a) ∈ Λ, (𝑦, b) ∈ Γ}.
Наступний результат є обґрунтування цього визначення.

Твердження 2.5. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка
i 𝛾, 𝜅 : 𝐺 → L – функцiї. Тодi

𝛾 ⊙ 𝜅 =
⋃︁

𝑦∈Supp(𝛾), 𝑧∈Supp(𝜅)

𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑧, 𝜅(𝑧)

)︀
.

Доведення. За означенням маємо

(𝛾 ⊙ 𝜅)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝐺, 𝑦𝑧=𝑥

(︀
𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧)

)︀
.

Якщо 𝑦 /∈ Supp(𝛾), тодi 𝛾(𝑦) = 0 i 𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧) = 0. Аналогiчно, якщо
𝑧 /∈ Supp(𝜅), то 𝜅(𝑧) = 0, i знову 𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧) = 0. Звiдси випливає, що

(𝛾 ⊙ 𝜅)(𝑥) =
⋁︁

𝑦∈Supp(𝛾), 𝑧∈Supp(𝜅), 𝑦𝑧=𝑥

(︀
𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧)

)︀
.

Водночас, нехай

𝜉 =
⋃︁

𝑦∈Supp(𝛾), 𝑧∈Supp(𝜅)

𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑧, 𝜅(𝑧)

)︀
.

За твердженням 2.1 маємо

𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑧, 𝜅(𝑧)

)︀
= 𝜒

(︁
𝑦𝑧,
(︀
𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧)

)︀)︁
.

Якщо 𝑥 ∈ 𝐺 i 𝑥 = 𝑦𝑧, тодi

𝜒
(︁
𝑦𝑧,
(︀
𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧)

)︀)︁
(𝑥) = 𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧),
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в iншому випадку 𝜒
(︁
𝑦𝑧,
(︀
𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧)

)︀)︁
(𝑥) = 0. Тому

𝜉(𝑥) =
⋁︁

𝑦∈Supp(𝛾), 𝑧∈Supp(𝜅)

(︃
𝜒

(︂
𝑦𝑧,
(︀
𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧)

)︀)︂)︃
(𝑥) =⋁︁

𝑦∈Supp(𝛾), 𝑧∈Supp(𝜅), 𝑦𝑧=𝑥

(︀
𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧)

)︀
= (𝛾 ⊙ 𝜅)(𝑥).

Оскiльки це правдиво для кожного 𝑥 ∈ 𝐺, то маємо

𝛾 ⊙ 𝜅 =
⋃︁

𝑦∈Supp(𝛾), 𝑧∈Supp(𝜅)

𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑧, 𝜅(𝑧)

)︀
.

Наслiдок 2.1. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
a ∈ L та 𝜅 : 𝐺 → L – групова функцiя. Тодi для кожного 𝑥 ∈ 𝐺:

𝜒(𝑥, a)⊙ 𝜅 =
⋃︁

𝑧∈Supp(𝜅)

𝜒
(︀
𝑥, a
)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑧, 𝜅(𝑧)

)︀
,

𝜅⊙ 𝜒(𝑥, a) =
⋃︁

𝑧∈Supp(𝜅)

𝜒
(︀
𝑧, 𝜅(𝑧)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑥, a
)︀
.

Нехай 𝜆 : 𝐺 → L – групова функцiя, визначена на Λ i 𝛾 : 𝐺 → L – групова
функцiя, визначена на Γ. Розглянемо функцiю 𝜅 : 𝐺 → L, на якiй визначено
добуток ΛΓ. Нехай 𝑔 – довiльний елемент групи 𝐺. Якщо 𝑔 /∈ pr𝐺(ΛΓ),
то 𝜅(𝑔) = 0. Водночас, нехай 𝑢, 𝑣 – довiльнi елементи 𝐺 такi, що 𝑔 = 𝑢𝑣.
Оскiльки 𝑔 /∈ pr𝐺(ΛΓ) = pr𝐺(Λ)pr𝐺(Γ), то або 𝑢 /∈ pr𝐺(Λ), 𝑣 /∈ pr𝐺(Γ); або
𝑢 ∈ pr𝐺(Λ), але 𝑣 /∈ pr𝐺(Γ), або 𝑢 /∈ pr𝐺(Λ), але 𝑣 ∈ pr𝐺(Γ). У кожному з
цих випадкiв або 𝜆(𝑢) = 0, або 𝛾(𝑣) = 0, так що⋁︁

𝑢,𝑣∈𝐺, 𝑢𝑣=𝑔

(︀
𝜆(𝑢) ∧ 𝛾(𝑣)

)︀
= 0 = 𝜅(𝑔).

Припустимо тепер, що 𝑔 ∈ pr𝐺(ΛΓ), тодi 𝜅(𝑔) =
⋁︀

CΛΓ(𝑔). Нехай 𝑢, 𝑣 –
довiльнi елементи 𝐺 такi, що 𝑔 = 𝑢𝑣. Якщо 𝑢 /∈ pr𝐺(Λ) або 𝑣 /∈ pr𝐺(Γ),
тодi

(︀
𝜆(𝑢) ∧ 𝛾(𝑣)

)︀
= 0. Припустимо, що 𝑢 ∈ pr𝐺(Λ) i 𝑣 ∈ pr𝐺(Γ) i нехай a,

b – елементи L такi, що (𝑢, a), (𝑣, b) ∈ L. Маємо (𝑢, a)(𝑣, b) = (𝑢𝑣, a ∧ b). Це
доводить, що CΛΓ(𝑔) = {a ∧ b | a ∈ CΛ(𝑢), b ∈ CΓ(𝑣)}.

Оскiльки 𝜆(𝑢) =
⋁︀
CΛ(𝑢) та 𝛾(𝑣) =

⋁︀
CΓ(𝑣), CΛΓ(𝑔) = 𝜆(𝑢)∧𝛾(𝑣). Iншими

словами, у даному випадку 𝜅(𝑔) =
⋁︀

𝑢,𝑣∈𝐺, 𝑢𝑣=𝑔

(︀
𝜆(𝑢) ∧ 𝛾(𝑣)

)︀
.

Таким чином, 𝜅 = 𝜆 ⊙ 𝛾. Отже, вiд громiздкого i не дуже прозорого
добутку функцiй приходимо до наочного та зручного добутку пiдмножин.
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2.8 Нормальна фазi пiдгрупа. Критерiй нормальностi

Розглянемо тепер як перетворюється iнше важливе поняття – поняття
нормальної фазi пiдгрупи. Ще раз нагадаємо, що послуговуємося iншою
термiнологiєю.

Нехай 𝜆, 𝜅 : 𝐺 → L – груповi функцiї i 𝜅 ⪯ 𝜆. Говоритимемо, що 𝜅 є
нормальна пiдгрупа функцiї 𝜆, якщо 𝜅(𝑦𝑥𝑦−1) > 𝜅(𝑥) ∧ 𝜆(𝑦) для кожних
елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.

Сформулюємо критерiй нормальностi.

Теорема 2.2. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка
i 𝜆, 𝜅 : 𝐺 → L – груповi функцiї такi, що 𝜅 ⪯ 𝛾. Тодi нижченаведенi
твердження еквiвалентнi:

(i) 𝜅 – нормальна пiдгрупа функцiї 𝛾;

(ii) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⪯ 𝜅 для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐺;

(iii) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⊆ 𝜅 для будь-яких елементiв

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺;

(iv) 𝜒(𝑥, a) ⊙ 𝜒(𝑦, b) ⊙ 𝜒(𝑥−1, a) ⊆ 𝜅 для кожних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, де
a 6 𝛾(𝑥), b 6 𝜅(𝑦).

Доведення. (i) ⇒ (ii). Припустимо, що 𝜅 – нормальна пiдгрупа функцiї 𝜆. Для
довiльного елемента 𝑦 ∈ 𝐺 розглянемо добуток 𝜒

(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜅⊙𝜒

(︀
𝑦−1, 𝛾(𝑦)

)︀
.

Нехай 𝑥 – довiльний елемент 𝐺. Iз твердження 2.1 одержуємо(︂
𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑦−1, 𝛾(𝑦)

)︀)︂
(𝑥) = 𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑦−1𝑥𝑦).

Покладемо 𝑢 = 𝑦−1𝑥𝑦, тодi 𝑥 = 𝑦(𝑦−1𝑥𝑦)𝑦−1 = 𝑦𝑢𝑦−1, так що(︂
𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑦−1, 𝛾(𝑦)

)︀)︂
(𝑦𝑢𝑦−1) = 𝛾(𝑦) ∧ 𝜅(𝑢).

Оскiльки 𝜅(𝑢) ∧ 𝛾(𝑦) 6 𝜅(𝑦𝑢𝑦−1), тодi(︂
𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑦−1, 𝛾(𝑦)

)︀)︂
(𝑦𝑢𝑦−1) 6 𝜅(𝑦𝑢𝑦−1),

це означає (︂
𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑦−1, 𝛾(𝑦)

)︀)︂
(𝑥) 6 𝜅(𝑥).

Оскiльки це правдиво для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐺, тодi

𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑦−1, 𝛾(𝑦)

)︀
⪯ 𝜅.
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(ii) ⇒ (iii). Дiйсно, наслiдок до твердження 2.5 доводить, що
𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑦−1, 𝛾(𝑦)

)︀
=

=
⋃︁

𝑧∈Supp(𝜅)

𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑧, 𝜅(𝑧)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦−1, 𝛾(𝑦)

)︀
.

Отже, iз включення 𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑦−1, 𝛾(𝑦)

)︀
⪯ 𝜅 випливає, що

𝜒
(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑧, 𝜅(𝑧)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦−1, 𝛾(𝑦)

)︀
⊆ 𝜅

для будь-яких елементiв 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺.
(iii) ⇒ (iv). Дiйсно, твердження 2.1 свiдчить, що

𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
= 𝜒

(︀
𝑥𝑦𝑥−1, 𝛾(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦)

)︀
.

Маємо

𝜒(𝑥, a)⊙ 𝜒(𝑦, b)⊙ 𝜒(𝑥−1, a) = 𝜒(𝑥𝑦𝑥−1, a ∧ b) ⊆ 𝜒
(︀
𝑥𝑦𝑥−1, 𝛾(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦)

)︀
.

(iv) ⇒ (i). Знову застосовуючи твердження 2.1, одержуємо

𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
= 𝜒

(︀
𝑥𝑦𝑥−1, 𝛾(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦)

)︀
.

Тепер твердження (vi) доводить, що 𝜒
(︀
𝑥𝑦𝑥−1, 𝛾(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦)

)︀
⊆ 𝜅. Тодi

𝛾(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦) = 𝜒
(︀
𝑥𝑦𝑥−1, 𝛾(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦)

)︀
(𝑥𝑦𝑥−1) 6 𝜅(𝑥𝑦𝑥−1).

Це означає, що функцiя 𝜅 є нормальна пiдгрупа функцiї 𝛾.

Зазначимо, що теорема 2.2 обумовила появу такого аналогу
нормальностi в нормальних решiткових групах.

Нехай Γ – решiткова пiдгрупа Λ. Говоритимемо, що Γ є нормальна
решiткова пiдгрупа Λ, якщо (𝑥−1, a)(𝑦, b)(𝑥, a) ∈ Γ для всiх пар (𝑥, a) ∈ Γ,

(𝑦, b) ∈ Λ.
Зауважимо, що (𝑥−1, a)(𝑦, b)(𝑥, a) = (𝑥−1𝑦𝑥, a ∧ b). Вiдразу це доводить,

що якщо Γ є нормальна решiткова пiдгрупа у Λ, тодi pr𝐺(Γ) є нормальна
пiдгрупа pr𝐺(Λ). Навпаки, припустимо, що 𝐻 є нормальною пiдгрупою 𝐺 i
Λ𝐻 = {(𝑥, a) ∈ Λ | 𝑥 ∈ 𝐻}. Отже, (𝑦−1, b)(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑦−1𝑥𝑦, a ∧ b) ∈ Λ для
кожної пари (𝑦, b) ∈ Λ. Оскiльки 𝐻 нормальна в 𝐺, тобто 𝑦−1𝑥𝑦 ∈ 𝐻, так що
(𝑦−1, b)(𝑥, a)(𝑦, b) ∈ Λ𝐻 .

Нехай M – нижнiй сегмент L. Тодi твердження 2.4 доводить, що
Λ[M] = {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ Λ i a ∈ M} – решiткова пiдгрупа Λ. Наголосимо, що
Λ[M] називають M-шаром Λ. Зазначимо, що Λ[M] є нормальна решiткова
пiдгрупа Λ. Дiйсно, нехай (𝑥, a) ∈ Λ[M] i (𝑦, b) ∈ Λ, тодi (𝑦−1, b)(𝑥, a)(𝑦, b) =

= (𝑦−1𝑥𝑦, a ∧ b). Оскiльки a ∧ b 6 a, a ∈ M i M – нижнiй сегмент L, то
a ∧ b ∈ M. Отже, (𝑦−1, b)(𝑥, a)(𝑦, b) ∈ Λ[M].
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Якщо Γ є нормальна решiткова пiдгрупа Λ, тодi Γ𝑢(Λ) – нормальна
пiдгрупа Λ. Дiйсно, нехай (𝑥, a) ∈ Γ𝑢(Λ) i (𝑦, b) ∈ Λ.

Якщо 𝑥 ̸= 𝑒, тодi (𝑥, a) ∈ Γ та (𝑦−1, b)(𝑥, a)(𝑦, b) ∈ Γ. Якщо 𝑥 = 𝑒, тодi
(𝑦−1, b)(𝑒, a)(𝑦, b) = (1, a ∧ b) ∈ 𝐸(Λ).

Шари решiткової групи вiдiграють дуже важливу роль. Особливо вони
ефективнi у випадку, коли prL(Λ) – ланцюг. Цей випадок характерний
для теорiї фаззi груп, коли група 𝐺 – скiнченна. Припустимо, що
|prL(Λ)| = 𝑘. Тодi prL(Λ) iзоморфна (як упорядкована множина) до множини
Ch[1, 𝑘] = {1, 2, . . . , 𝑘} з природним порядком 1 6 2 6 . . . 6 𝑘. Говорити-
мемо, що Λ є решiткова група Ch[1, 𝑘].

Побудуємо деякий натуральний ряд пiдгруп для розглядуваного випадку
як у самiй решiтковiй групi Λ, так i в pr𝐺(Λ). Пiдмножина {1} є нижнiй
сегмент Ch[1, 𝑘], тому {1}-шар Λ[1] з Λ є решiткова пiдгрупа Λ. Якщо
(𝑢,𝑚) ∈ Λ, тодi (𝑢, 1) ∈ Λ за умовою (LG 1). Це означає, що
pr𝐺(Λ) = pr𝐺(Λ[1]). Для кожного 𝑚, де 1 6 𝑚 6 𝑘, пiдмножина
𝐾𝑚 = {(𝑢,𝑚) | (𝑢,𝑚) ∈ Λ} є пiдгрупа за множенням, тому H(𝑚) = pr𝐺(𝐾𝑚)

є пiдгрупа H(1) = pr𝐺(Λ). Пiдгрупу H(𝑚) називають 𝑚-обiд Λ. Iз того що
(𝑢,𝑚) ∈ Λ одержуємо, що (𝑢,𝑚 − 1) ∈ Λ за умовою (LG 1). Це передбачає
включення H(𝑚) 6 H(𝑚− 1), так що одержали такий ряд пiдгруп:

H(1) > H(2) > . . . > H(𝑘).

Очевидно, що вiдображення 𝑢 → (𝑢,𝑚), де 𝑢 ∈ H(𝑚) є iзоморфiзмом H(𝑚)

на 𝐾𝑚 для кожного 𝑚, де 1 6 𝑚 6 𝑘.
Образно кажучи, структура решiткової групи над Ch[1, 𝑘] нагадує торт

“Наполеон”. Тут роль коржiв вiдiграють групи, а крему – iдемпотенти.
Перший крок: Λ[1] – нормальна решiткова пiдгрупа Λ. Зауважимо, що

Λ[1] є група за множенням (крiм того, вона iзоморфна pr𝐺(Λ). Тепер додаємо
крем, покладемо Λ1 = Λ[1] ∪ {(𝑒, 2)}. Неважко помiтити, що Λ1 є нормальна
решiткова пiдгрупа Λ. Наступний крок: розглянемо {1, 2}-шари Λ[1, 2] з Λ

– нормальна решiткова пiдгрупа Λ. Зауважимо, що Λ1 6 Λ[1, 2], крiм того
Λ1 є нормальна решiткова пiдгрупа Λ. Для кожного елемента (𝑥, 𝑗) ∈ Λ[1, 2]

позначимо через (𝑥, 𝑗)Λ1 добуток {(𝑥, 𝑗)}Λ1. Дану пiдмножину називають
сумiжним класом Λ1. Оскiльки (𝑥, 𝑗) ∈ Λ[1, 2], 𝑗 6 2, тодi (𝑥, 𝑗) =

= (𝑥𝑒, 𝑗 ∧ 2) = (𝑥, 𝑗)(𝑒, 2) ∈ (𝑥, 𝑗)Λ1. Звiдси випливає, що Λ[1, 2] є об’єднання
всiх пiдмножин (𝑥, 𝑗)Λ1. Припустимо, що (𝑥, 𝑗)Λ1 ̸= Λ1. Тодi 𝑥 ̸= 𝑒 i 𝑗 = 2.
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Таким чином, можемо бачити, що рiвнiсть (𝑥, 2) = (𝑦, 2)(𝑧,𝑚), де (𝑧,𝑚) ∈ Λ1

можлива тiльки у випадку, коли 𝑚 = 2. У свою чергу, єдина пара Λ1, другий
компонент якої дорiвнює 2, є пара (𝑒, 2). Отже, (𝑥, 2) = (𝑦, 2)(𝑒, 2), так
що 𝑥 = 𝑦. Iншими словами, рiвнiсть (𝑥, 2)Λ1 = (𝑦, 2)Λ1 можлива тiльки у
випадку, коли 𝑥 = 𝑦. Розглянемо добуток пiдмножин

(︀
(𝑥, 2)Λ1

)︀(︀
(𝑦, 2)Λ1

)︀
. Її

довiльний елемент має вигляд (𝑥, 2)(𝑢, 𝑗)(𝑦, 2)(𝑣,𝑚), де (𝑢, 𝑗), (𝑣,𝑚) ∈ Λ1.
Якщо 𝑗 = 1 або 𝑚 = 1, тодi (𝑥, 2)(𝑢, 𝑗)(𝑦, 2)(𝑣,𝑚) = (𝑥𝑢𝑦𝑣, 1) ∈ Λ1.
Таким чином, якщо (𝑥, 2)(𝑢, 𝑗)(𝑦, 2)(𝑣,𝑚) /∈ Λ1, тодi 𝑗 = 𝑚 = 2. Але це
можливо, тiльки якщо 𝑢 = 𝑣 = 𝑒. У даному випадку (𝑥, 2)(𝑢, 𝑗)(𝑦, 2)(𝑣,𝑚) =

= (𝑥𝑦, 2). У свою чергу
(︀
(𝑥, 2)Λ1

)︀(︀
(𝑦, 2)Λ1

)︀
= (𝑥𝑦, 2)Λ1. Отже, множина всiх

сумiжних класiв Λ1 є напiвгрупа. Бiльше того, вона є група, оскiльки має
одиничний елемент (𝑒, 2)Λ1 = Λ1, а для кожного сумiжного класу (𝑥, 2)Λ1

маємо (𝑥−1, 2)Λ1(𝑥, 2)Λ1 = (𝑒, 2)Λ1 = (𝑥, 2)Λ1(𝑥
−1, 2). Тому можемо говорити

про фактор-групу решiткової групи Λ[1, 2] за нормальною решiтковою
пiдгрупою Λ1. Для неї застосовуватимемо загальне позначення Λ[1, 2]/Λ1.
Наголосимо, що мова йде про фактор-групу, а не про решiткову фактор-
групу. Саме наш спецiальний вiдбiр дає таку можливiсть; взагалi, не завжди
сiмейство сумiжних класiв за нормальною решiтковою пiдгрупою є групою
або решiткова група. Вiдображення Φ визначимо за правилом Φ

(︀
(𝑥, 2)

)︀
=

= (𝑥, 2)Λ1, де (𝑥, 2) ∈ 𝐾2, воно є епiморфiзм. Як бачили ранiше, рiвнiсть
(𝑥, 2)Λ1 = Λ1 можлива лише у випадку, коли 𝑥 = 𝑒, це доводить, що
Φ є iзоморфiзм. Оскiльки 𝐾2

∼= H(2), одержимо, що Λ[1, 2]/Λ1 iзоморфне
2-обiду Λ.

Додамо наступний шар крему {(𝑒, 3)} до Λ[1, 2], тобто перейдемо до
нормальної решiткової пiдгрупи Λ2 = Λ[1, 2] ∪ {(𝑒, 3)}, а потiм накриємо
його наступним коржем, тобто розширимо Λ2 до {1, 2, 3}-шару Λ[1, 2, 3], яка
є нормальна решiткова пiдгрупа Λ. Застосовуючи наведенi вище аргументи,
доводимо, що сiмейство сумiжних класiв (𝑥, 3)Λ2 є група за множенням, а ця
група iзоморфна 2-обiду Λ i т.д. У результатi одержимо послiдовнiсть

Λ0 = {(𝑒, 1)} 6 Λ[1] 6 Λ1 6 Λ[1, 2] 6 Λ2 6 Λ[1, 2] 6 . . . 6 Λ𝑘−1 6 Λ

нормальних решiткових пiдгруп таких, що

Λ𝑚 = Λ[1, . . . ,𝑚] ∪ {(𝑒,𝑚+ 1)},
i Λ[1, . . . ,𝑚+ 1]/Λ𝑚

∼= H(𝑚+ 1), 0 6 𝑚 6 𝑘 − 1.
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Зауважимо, що в теорiї фазi груп не зустрiчали подiбного опису загальної
структури фазi групи 𝛾 для випадку, коли Im(𝛾) є скiнченний.

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi основна увага була сконцентрована на природних
зв’язках, якi iснують i якi можна встановити мiж групами та решiтками.
Дослiджено властивостi деяких специфiчних операцiй, визначених на
множинi вiдображень з довiльної групи у скiнченну дистрибутивну решiтку.
Дослiджено властивостi групових функцiй та доведено критерiй групової
функцiї. Було визначено новий алгебраїчний об’єкт – решiтковi групи, та
дослiджено їх базовi властивостi. Визначено добуток решiткових пiдгруп
та проiлюстровано його застосування до вiдповiдних дослiджень. Останнiм
основним результатом цього роздiлу є критерiй нормальностi для решiткових
пiдгруп.

Результати цього роздiлу анонсовано в [38,40] та опублiковано в працi [39].
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3 Решiтковi кiльця

3.1 Основнi означення i поняття

Нехай 𝑅 – кiльце, L – решiтка. Розглянемо множину L𝑅 усiх функцiй
𝜆 : 𝑅 −→ L. Визначимо операцiї ∧ i ∨ на цiй множинi за таким правилом:
якщо 𝜆, 𝜇 ∈ L𝑅, тодi покладемо

(𝜆 ∧ 𝜇)(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∧ 𝜇(𝑥) i (𝜆 ∨ 𝜇)(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∨ 𝜇(𝑥) для кожного 𝑥 ∈ 𝑅.

Очевидно операцiї ∧ i ∨ комутативнi й асоцiативнi,(︀
𝜆 ∧ (𝜆 ∨ 𝜇)

)︀
(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∧ (𝜆 ∨ 𝜇)(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∧

(︀
𝜆(𝑥) ∨ 𝜇(𝑥)

)︀
= 𝜆(𝑥)

i (︀
𝜆 ∨ (𝜆 ∧ 𝜇)

)︀
(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∨ (𝜆 ∧ 𝜇)(𝑥) = 𝜆(𝑥) ∨

(︀
𝜆(𝑥) ∧ 𝜇(𝑥)

)︀
= 𝜆(𝑥),

тодi 𝜆∧ (𝜆∨𝜇) = 𝜆 та 𝜆∨ (𝜆∧𝜇) = 𝜆. Очевидно 𝜆∧𝜆 = 𝜆 i 𝜆∨𝜆 = 𝜆. Таким
чином, множина L𝑅 є решiтка.

Якщо a, b ∈ L, тодi a ∨ b = b еквiвалентне до a 6 b. Отже, можемо
визначити порядок на L𝑅 таким чином: для 𝜆, 𝜇 ∈ L𝑅 покладемо 𝜆 6 𝜇 тодi
й тiльки тодi, коли 𝜆(𝑥) 6 𝜇(𝑥) для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝑅.

Припустимо тепер, що решiтка L є дистрибутивна та скiнченна.
Зауважимо, що замiсть скiнченностi решiтки L iнколи застосовують iншу
умову: решiтка 𝐿 має бути повною. Оскiльки не прагнемо максимальної
загальностi, випадок скiнченної решiтки 𝐿 бiльш прозорий для нашого
розгляду. Утiм, розглянутi нижче мiркування можна поширювати на
випадок, коли 𝐿 – повна решiтка.

Будучи скiнченною, вона має найбiльший елемент m↑ й найменший
елемент m↓. Для кожної функцiї 𝑓 : 𝑅 −→ L визначимо Supp(𝑓) як
пiдмножину всiх елементiв 𝑥 ∈ 𝑅 таких, що 𝑓(𝑥) ̸= m↓.

Нехай 𝑌 – пiдмножина 𝑅 i a ∈ L. Визначимо функцiю 𝜒(𝑌, a) таким
чином:

𝜒(𝑌, a)(𝑥) =

⎧⎨⎩a, якщо 𝑥 ∈ 𝑌,

m↓, якщо 𝑥 /∈ 𝑌.

Якщо 𝑌 = {𝑦}, тодi замiсть 𝜒
(︀
{𝑦}, a

)︀
зазначатимемо 𝜒(𝑦, a). Функцiю

𝜒(𝑦, a) називають точковою функцiєю чи точкою. Вiдповiдно до означення
𝜒(𝑦, a) ∈ L𝑅, якщо 𝑓 ∈ L𝑅. Якщо Supp(𝑓) = {𝑔1, . . . , 𝑔𝑛} та 𝑓(𝑔𝑗) = a𝑗, де
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1 6 𝑗 6 𝑛, тодi очевидно 𝑓 = 𝜒(𝑔1, a1) ∨ . . . ∨ 𝜒(𝑔𝑛, a𝑛).

Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка i 𝜅 ∈ L𝑅. Тодi
функцiю, якщо вона задовольняє такi умови:

(RF 1) 𝜅(𝑥− 𝑦) > 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦) для всiх (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅,
(RF 2) 𝜅(𝑥𝑦) > 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦) для всiх (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅,

називають 𝐿-фазi кiльцем на 𝑅

Нехай 𝛾, 𝜅 iз 𝐿-фазi кiльця на 𝑅. Якщо 𝛾 6 𝜅, тодi говоритимемо, що 𝛾 є
𝐿-фазi пiдкiльце 𝜅. Позначатимемо 𝛾 4 𝜅.

Тепер визначимо бiнарну операцiю ⊕ на L𝑅 за таким правилом. Нехай
𝜇, 𝜈 ∈ L𝑅 i 𝑥 – довiльний елемент кiльця 𝑅. Розглянемо пiдмножину

{𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧) | 𝑢, 𝑣 елементи з 𝑅 такi, що 𝑦 + 𝑧 = 𝑥}
решiтки L. Оскiльки L – скiнченна, ця пiдмножина скiнченна. Отже, можемо
говорити про її найменшу верхню межу. Покладемо

(𝜇⊕ 𝜈)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦+𝑧=𝑥

(︀
𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
.

Зауважимо, що

(𝜇⊕ 𝜈)(𝑥) =
⋁︁
𝑦∈𝑅

(︀
𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑥− 𝑦)

)︀
=
⋁︁
𝑧∈𝑅

(︀
𝜇(𝑥− 𝑧) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
.

3.2 Властивостi добутку ⊕

Твердження 3.1. Виконуються такi твердження:

(i) операцiя ⊕ асоцiативна;

(ii) операцiя ⊕ комутативна;

(iii) функцiя 𝜒(0,m↓) – нульовий елемент вiдносно операцiї ⊕;

(iv) 𝜆⊕ (𝜇 ∨ 𝜈) = (𝜆⊕ 𝜇) ∨ (𝜆⊕ 𝜈) для всiх функцiй 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ L𝑅;

(v) якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 та a ∈ L, тодi
(︀
𝜒(𝑦, a) ⊕ 𝜆

)︀
(𝑥) = a ∧ 𝜆(𝑥 − 𝑦). Зокрема,

якщо a =
⋁︀
𝑥∈𝑅

𝜆(𝑥), тодi
(︀
𝜒(𝑦, a)⊕ 𝜆

)︀
(𝑥) = 𝜆(𝑥− 𝑦);

(vi) якщо 𝑥, 𝑦, 𝑢 ∈ 𝑅 та a, b ∈ L, тодi
(︀
𝜒(𝑦, a) ⊕ 𝜒(𝑢, b)

)︀
(𝑦 + 𝑢) = a ∧ b

i
(︀
𝜒(𝑦, a) ⊕ 𝜒(𝑢, b)

)︀
(𝑥) = m↓, якщо 𝑥 ̸= 𝑦 + 𝑢. Iншими словами,

𝜒(𝑦, a)⊕𝜒(𝑢, b) = 𝜒(𝑦+𝑢, a∧ b). Зокрема, 𝜒(𝑦, a)⊕𝜒(𝑢, a) = 𝜒(𝑦+𝑢, a);
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(vii) якщо 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ L𝑅 i 𝜆 6 𝜇, тодi 𝜆⊕ 𝜈 6 𝜇⊕ 𝜈.

Доведення. Доведемо лише твердження (ii) та (vii). Доведення iнших
тверджень аналогiчнi доведенню твердження 2.1.

(ii) Нехай 𝜆, 𝜇 ∈ L𝑅. Покладемо 𝜅 = 𝜆⊕ 𝜇 i 𝜂 = 𝜇⊕ 𝜈. Матимемо

(𝜆⊕ 𝜇)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦+𝑧=𝑥

(︀
𝜆(𝑦) ∧ 𝜇(𝑧)

)︀
,

(𝜇⊕ 𝜆)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦+𝑧=𝑥

(︀
𝜇(𝑦) ∧ 𝜆(𝑧)

)︀
.

Покладемо

𝑅𝑥 = {(𝑦, 𝑧) | 𝑦 + 𝑧 = 𝑥},
D1 = {𝜆(𝑦) ∧ 𝜇(𝑧) | (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅𝑥},
D2 = {𝜇(𝑦) ∧ 𝜆(𝑧) | (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅𝑥}.

Оскiльки додавання на 𝑅 комутативне, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅𝑥 означає, що (𝑧, 𝑦) ∈ 𝑅𝑥.
Таким чином, якщо 𝜆(𝑦) ∧ 𝜇(𝑧) ∈ D1 (вiдповiдно 𝜇(𝑦) ∧ 𝜆(𝑧) ∈ D2), тодi
𝜇(𝑦)∧𝜆(𝑧) = 𝜆(𝑧)∧𝜇(𝑦) ∈ D1 (вiдповiдно 𝜆(𝑦)∧𝜇(𝑧) = 𝜇(𝑧)∧𝜆(𝑦) ∈ D2), що
доводить D1 = D2. У свою чергу iз цього випливає, що (𝜆⊕𝜇)(𝑥) = (𝜇⊕𝜆)(𝑥)

для кожного 𝑥 ∈ 𝑅, а отже, 𝜆⊕ 𝜇 = 𝜇⊕ 𝜆.
(vii) Маємо

(𝜆⊕ 𝜇)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦+𝑧=𝑥

(︀
𝜆(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
6

6
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦+𝑧=𝑥

(︀
𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
= (𝜇⊕ 𝜈)(𝑥).

Звiдси випливає, що 𝜆⊕ 𝜈 6 𝜇⊕ 𝜈.

Тепер визначимо бiнарну операцiю ⊙ на L𝑅 за таким правилом. Нехай 𝑅

– кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка, 𝜇, 𝜈 ∈ L𝑅 i 𝑥 – довiльний
елемент кiльця 𝑅. Розглянемо пiдмножину

{𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧) | 𝑢, 𝑣 елементи з 𝑅 такi, що 𝑦𝑧 = 𝑥}
решiтки L. Оскiльки L – скiнченна, то розглядувана пiдмножина скiнченна.
Тодi можемо говорити про її найменшу верхню межу. Покладемо

(𝜇⊙ 𝜈)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦𝑧=𝑥

(︀
𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
.

Розглянемо тепер основнi властивостi цього добутку.
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Твердження 3.2. Мають мiсце такi твердження:

(i) якщо множення на 𝑅 асоцiативне, тодi операцiя ⊙ асоцiативна;

(ii) якщо множення на 𝑅 комутативне, тодi операцiя ⊙ комутативна;

(iii) якщо кiльце 𝑅 має одиничний елемент 𝑒, тодi функцiя 𝜒(𝑒,m↓) –
одиничний елемент вiдносно операцiї ⊙;

(iv) 𝜆⊙ (𝜇∨ 𝜈) = (𝜆⊙ 𝜇)∨ (𝜆⊙ 𝜈) та (𝜇∨ 𝜈)⊙ 𝜆 = (𝜇⊙ 𝜆)∨ (𝜈 ⊙ 𝜆) для всiх
функцiй 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ L𝑅.

(v) якщо 𝑥, 𝑦, 𝑢 ∈ 𝑅 та a, b ∈ L, тодi
(︀
𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜒(𝑢, b)

)︀
(𝑦𝑢) = a ∧ b

та
(︀
𝜒(𝑦, a) ⊙ 𝜒(𝑢, b)

)︀
(𝑥) = m↓, якщо 𝑥 ̸= 𝑦𝑢. Iншими словами,

𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜒(𝑢, b) = 𝜒(𝑦𝑢, a ∧ b). Зокрема, 𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜒(𝑢, a) = 𝜒(𝑦𝑢, a).

(vi) якщо 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ L𝑅 та 𝜆 6 𝜇, тодi 𝜆⊙ 𝜈 6 𝜇⊙ 𝜈 i 𝜈 ⊙ 𝜆 6 𝜈 ⊙ 𝜇.

Наслiдок 3.1. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
𝜅 ∈ L𝐺. Припустимо, що 𝜅 є 𝐿-фазi кiльцем на 𝑅. Якщо 𝜆, 𝜈 6 𝜅, тодi
𝜆⊕ 𝜈 6 𝜅 i 𝜆⊙ 𝜈 6 𝜅. Зокрема, 𝜅⊕ 𝜅 6 𝜅 та 𝜅⊙ 𝜅 6 𝜅.

Доведення. Нехай 𝑥 – довiльний елемент iз 𝑅. Включення 𝜆, 𝜈 6 𝜅 означає,
що 𝜆(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧) 6 𝜅(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧). Оскiльки 𝜅 є 𝐿-фазi кiльцем групової функцiї,
тодi 𝜅(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧) 6 𝜅(𝑦 + 𝑧) i 𝜅(𝑦) ∧ 𝜅(𝑧) 6 𝜅(𝑦𝑧). Таким чином,

(𝜆⊕ 𝜈)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦+𝑧=𝑥

(︀
𝜆(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
6

⋁︁
𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦+𝑧=𝑥

𝜅(𝑦 + 𝑧) = 𝜅(𝑥),

(𝜆⊙ 𝜈)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦𝑧=𝑥

(︀
𝜆(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
6

⋁︁
𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦𝑧=𝑥

𝜅(𝑦𝑧) = 𝜅(𝑥).

3.3 Точковий критерiй

Твердження 3.3. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка
i 𝜅 ∈ L𝑅. Тодi 𝜅 є 𝐿-фазi кiльце на 𝑅 тодi й тiльки тодi, коли виконуються
такi умови:

(RF 3) 𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊕ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
≤ 𝜅 для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅;

(RF 4) 𝜒
(︀
−𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
≤ 𝜅 для кожного 𝑥 ∈ 𝑅;

(RF 5) 𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
≤ 𝜅 для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅.
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Доведення. Спочатку припустимо, що 𝜅 є 𝐿-фазi кiльцем на 𝑅. Нехай 𝑥, 𝑦 є
довiльними елементами iз 𝑅. Очевидно, що 𝜒

(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
6 𝜅 i 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
6 𝜅

для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅. Застосовуючи наслiдок 3.1 одержуємо, що

𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊕ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
6 𝜅

i
𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
6 𝜅.

Нехай 𝑥 – довiльний елемент iз 𝑅. Маємо
(︁
𝜒
(︀
−𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀)︁
(−𝑥) = 𝜅(−𝑥).

Оскiльки 𝜅 є 𝐿-фазi кiльце на 𝑅, то 𝜅(−𝑥) = 𝜅(𝑥). Зазначимо, що якщо
𝑦 ̸= −𝑥, тодi

(︁
𝜒
(︀
−𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀)︁
(𝑦) = m↓, так що

(︁
𝜒
(︀
−𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀)︁
(𝑦) 6 𝜅(𝑦) для

кожного 𝑦 ∈ 𝑅. Це означає, що 𝜒
(︀
−𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
6 𝜅.

I навпаки, припустимо, що 𝜅 задовольняє умови (RF 3)-(RF 5). Нехай
𝑥, 𝑦 – довiльнi елементи iз 𝑅. Тодi (RF 4) доводить, що 𝜒

(︀
−𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
6 𝜅.

Звiдси випливає, що
(︁
𝜒
(︀
−𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀)︁
(−𝑦) = 𝜅(𝑦) 6 𝜅(−𝑦). Iз огляду на

симетрiю, 𝜅(−𝑦) 6 𝜅(𝑦), так що 𝜅(𝑦) = 𝜅(−𝑦). Застосовуючи умову (RF 3),
одержуємо, що 𝜒

(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊕𝜒
(︀
−𝑦, 𝜅(−𝑦)

)︀
6 𝜅. Iз твердження 3.1 (vi) маємо(︁

𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊕ 𝜒

(︀
−𝑦, 𝜅(−𝑦)

)︀)︁
(𝑥− 𝑦) = 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(−𝑦) = 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦).

Включення 𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊕ 𝜒

(︀
−𝑦, 𝜅(−𝑦)

)︀
6 𝜅 означає, що(︁

𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊕ 𝜒

(︀
−𝑦, 𝜅(−𝑦)

)︀)︁
(𝑥− 𝑦) = 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(−𝑦) 6 𝜅(𝑥− 𝑦),

отже 𝜅 задовольняє умову (RF 1).
Послуговуючись умовою (RF 5), одержуємо, що

𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊕ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
6 𝜅.

Iз твердження 3.2 (v) маємо(︁
𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀)︁
(𝑥𝑦) = 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦).

Включення 𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
6 𝜅 означає, що(︁

𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀)︁
(𝑥𝑦) = 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦) 6 𝜅(𝑥𝑦),

отже, 𝜅 задовольняє умову (RF 2).

Твердження 3.3 свiдчить про таке. Можемо тлумачити 𝐿-фазi кiльце 𝜅

як 𝐿-фазi кiльце, що складається з точкових функцiй 𝜒(𝑥, a), де a 6 𝜅(𝑥).
Твердження 3.1 i 3.2 доводять, що цi точковi функцiй задовольняють такi
правила додавання та множення:
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𝜒(𝑦, a)⊕ 𝜒(𝑢, b) = 𝜒(𝑦 + 𝑢, a ∧ b)

i

𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜒(𝑢, b) = 𝜒(𝑦𝑢, a ∧ b).

Таке тлумачення безпосередньо вказує на зв’язок 𝐿-фазi кiлець
та решiткових кiлець над L, й уможливлює перехiд вiд мови фазi
функцiй на мову алгебраїчних структур. Так, поєднання насправдi є
взаємнооднозначним. Решiткове кiльце 𝐾 визначає 𝐿-фазi кiльце. Дiйсно,
для кожного елемента 𝑥 ∈ pr𝑅(𝐾) множина C𝐾(𝑥) непорожня. Покладемо
𝜅(𝑥) =

⋁︀
CΛ(𝑥). Якщо 𝑥 /∈ pr𝑅(𝐾), тодi покладемо (𝑥) = m↓. Тодi 𝜅 – функцiя

з 𝑅 в L. Якщо 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅, та 𝜅(𝑢) = a i 𝜅(𝑣) = b, то (𝑢𝑣, a ∧ b) ∈ 𝐾 за умовою
(LR 3). Звiдси випливає, що

𝜅(𝑢𝑣) > a ∧ b = 𝜅(𝑢) ∧ 𝜅(𝑣).

Отже 𝜅 задовольняє умову (RF 2). Аналогiчно, застосовуючи умову (LR 2),
одержуємо, що (𝑢− 𝑣, a ∧ b) ∈ 𝐾. Звiдси випливає, що

𝜅(𝑢− 𝑣) > a ∧ b = 𝜅(𝑢) ∧ 𝜅(𝑣).

Отже, 𝜅 задовольняє умову (RF 1).

3.4 Визначення нового означення: решiткове кiльце

Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Оскiльки
вона скiнченна, то має найбiльший елемент m↑ i найменший елемент m↓.
Розглянемо декартовий добуток 𝐴 = 𝑅 × L. Визначимо операцiї на 𝐴 за
таким правилом:

(𝑢, a) + (𝑣, b) = (𝑢+ 𝑣, a ∧ b)

i

(𝑢, a)(𝑣, b) = (𝑢𝑣, a ∧ b)

для всiх 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅 та a, b ∈ L.

Очевидно, що операцiя додавання є комутативна й асоцiативна, оскiльки
додавання в 𝑅 i операцiя ∧ у L є комутативнi та асоцiативнi. Пара (0,m↑) –
нульовий елемент. Якщо множення на 𝑅 асоцiативне, то множення на 𝐴

також асоцiативне. Якщо 𝑅 має мультиплiкативний одиничний елемент 𝑒, то
пара (𝑒,m↑) є одиничний елемент в 𝐴. Якщо множення на 𝑅 комутативне, то
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множення на 𝐴 також комутативне. Можемо визначити операцiю вiднiмання
на 𝐴 звичайним способом:

(𝑢, a)− (𝑣, b) = (𝑢− 𝑣, a ∧ b)

для всiх 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅 та a, b ∈ L.

Непорожню пiдмножину 𝐾 iз 𝑅×L називають решiтковим кiльцем над
L, якщо вона задовольняє такi умови:

(LR 1) якщо (𝑥, a) ∈ 𝐾 i b 6 a, тодi (𝑥, b) ∈ 𝐾;
(LR 2) якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, тодi (𝑥, a)− (𝑦, b) ∈ 𝐾;
(LR 3) якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, тодi (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ 𝐾.
Якщо 𝐾 є решiтковим кiльцем та (𝑦, b) ∈ 𝐾, тодi застосовуючи умову

(LR 2) одержуємо, що (𝑦, b)−(𝑦, b) = (𝑦−𝑦, b) = (0, b) ∈ 𝐾. Звiдси випливає,
що (0, b)− (𝑦, b) = (−𝑦, b) ∈ 𝐾, отже, якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, то

(𝑥, a) + (𝑦, b) = (𝑥+ 𝑦, a ∧ b) =

= (𝑥− (−𝑦), a ∧ b) = (𝑥, a)− (−𝑦, b) ∈ 𝐾.

Отже, кожне решiткове кiльце 𝐾 замкнене вiдносно множенням i мiстить
(0, a) для кожного елемента 𝑎 ∈ prL(𝐾).

Нехай 𝐾, Σ – решiтковi кiльця над L. Якщо 𝐾 мiстить Σ, тодi
говоритимемо, що Σ є решiткове пiдкiльце 𝐾 та позначатимемо це таким
чином: Σ 6 𝐾.

Очевидно, що 𝑅 × L – найбiльше решiткове кiльце над L, а {(0,m↓)} –
найменше решiткове кiльце L. Останнє називають тривiальним. Крiм того,
якщо a ∈ L, тодi {(0, b) | b 6 a} є решiткове кiльце над L.

Кожне решiткове кiльце 𝐾 включає pr𝑅(𝐾) × {m↓}. Для кожного
пiдкiльця 𝑆 iз 𝑅 пiдмножина 𝑆 × {m↓} – решiткове кiльце.

Твердження 3.4. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка
i S – сiмейство решiткових пiдкiлець над L. Тодi перетин ∩S є решiткове
пiдкiльце.

Доведення. Нагадаємо, що пiдмножину M iз L називають нижнiм
(вiдповiдно верхнiм) сегментом L, якщо a ∈ M i b 6 a (вiдповiдно a 6 b).
Iз цього випливає, що b ∈ M.

Якщо a ∈ L, тодi {x | x ∈ L i x 6 a} (вiдповiдно {x | x ∈ L i x > a})
є нижнiй сегмент (вiдповiдно верхнiй сегмент) L. Його називають головним
нижнiм (вiдповiдно верхнiм) сегментом L, який породжений a.
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Нехай a ∈ L, покладемо 𝐾[a] = {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾 i a ∈ L} i
H(a) = pr𝑅(𝐾[a]). Зауважимо, що 𝐾[a] = H(a)× {a}.

Для кожного елемента 𝑥 ∈ pr𝑅(Λ) i пiдмножини 𝑀 iз 𝐾 покладемо
C𝑀(𝑥) = {a ∈ L | (𝑥, a) ∈ 𝑀}.

3.5 Властивостi решiткових кiлець

Твердження 3.5. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка, 𝐾 – решiткове кiльце. Тодi правдивi такi твердження:

(i) prL(𝐾) – це напiвгрупа вiдносно операцiї ∧ з одиничним елементом
e(𝐾) =

⋁︀
C𝐾(0), i нульовим елементом m↓. Бiльше того, prL(𝐾) – це

головний нижнiй сегмент L, який породжений e(𝐾);

(ii) pr𝑅(𝐾) – пiдкiльце 𝑅. I навпаки, для кожного пiдкiльця 𝑆 iз pr𝑅(𝐾)

пiдмножина {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾 i 𝑥 ∈ 𝑆} є решiткове пiдкiльце 𝐾;

(iii) якщо M ⊆ L i M є нижнiй сегмент L, то пiдмножина
{(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾 i a ∈ M} є решiткове пiдкiльце 𝐾. Зокрема,
пiдмножина {(𝑥, b) | (𝑥, b) ∈ 𝐾 i b 6 a} є решiткове пiдкiльце 𝐾 для
кожного елемента a ∈ L;

(iv) припустимо, що 𝑆 є пiдкiльце pr𝑅(𝐾) i M є нижнiй сегмент L. Тодi
пiдмножина {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾, 𝑥 ∈ 𝑆 i a ∈ M} є решiткове пiдкiльце
𝐾;

(v) для кожного елемента a ∈ L пiдмножина 𝐾[a] є замкнена вiдносно
операцiй додавання та множення пар i є кiльце за виключенням цих
операцiй. Зокрема, пiдмножина H(a) є пiдкiльце 𝑅 та iзоморфна до
𝐾[a];

(vi) якщо a, b ∈ L та a 6 b, тодi H(b) 6 H(a);

(vii) замкнена вiдносно додавання та множення пiдмножина 𝑀 iз 𝐾 є
просте кiльце за обмеженням додавання та множення тодi й тiльки
тодi, коли 𝑀 6 𝐾[a] для деякого елемента a ∈ L (отже 𝑀 є просте
пiдкiльце 𝐾[a]). Крiм того, 𝐾 є просте кiльце вiдносно додаванням та
множенням тодi й тiльки тодi, коли 𝐾 = 𝐾[m↓].
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Доведення. (i) Нехай a, b ∈ prL(𝐾), тодi iснують елементи 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 такi,
що (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾. Оскiльки 𝐾 є решiткове кiльце, то (𝑥 + 𝑦, a ∧ b) =

= (𝑥, a) + (𝑦, b) ∈ 𝐾, а це означає, що a ∧ b ∈ prL(𝐾).
Покладемо e = e(𝐾). Оскiльки e ∈ prL(𝐾), тодi iснує елемент 𝑣 ∈ 𝑅

такий, що (𝑣, e) ∈ 𝐾. Нехай a ∈ prL(𝐾) i 𝑥 – довiльний елемент iз 𝑅 такий,
що (𝑥, a) ∈ 𝐾. Як побачили вище, iз цього випливає, що (0, a) ∈ 𝐾. У свою
чергу iз цього випливає, що a ∈ C𝐾(0). Тодi a 6 e i a ∧ e = a.

Нарештi, нехай c – довiльний елемент iз L такий, що c 6 e. Оскiльки
(0, e) ∈ 𝐾 за умовою (LR 1), то матимемо (0, c) ∈ 𝐾 i c ∈ prL(𝐾).

(ii) Дiйсно, нехай 𝑥, 𝑦 ∈ pr𝑅(𝐾). Тодi iснують елементи a, b ∈ L такi, що
(𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾. Той факт, що 𝐾 – решiткове кiльце означає, що

(𝑥− 𝑦, a ∧ b) = (𝑥, a)− (𝑦, b) ∈ 𝐾,

(𝑥𝑦, a ∧ b) = (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ 𝐾,

звiдси випливає, що 𝑥− 𝑦 ∈ pr𝑅(𝐾) та 𝑥𝑦 ∈ pr𝑅(𝐾).
I навпаки, нехай 𝑆 є пiдкiльце 𝑅 i покладемо

Σ = {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾 i 𝑥 ∈ 𝑆}.
Виберемо довiльнi пари (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ Σ. Оскiльки 𝑆 є пiдкiльце 𝑅, тодi
𝑥− 𝑦 ∈ 𝑆 i 𝑥𝑦 ∈ 𝑆, так що

(𝑥, a)− (𝑦, b) = (𝑥− 𝑦, a ∧ b) ∈ Σ,

(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b) ∈ Σ.

Нехай (𝑥, a) ∈ Σ i b 6 a. Iз умови (LR 1) матимемо (𝑥, b) ∈ 𝐾, це означає,
що (𝑥, b) ∈ Σ.

(iii) Дiйсно, нехай Σ = {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾 i a ∈ M} та (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ Σ.
З твердження (ii) випливає, що 𝑥 − 𝑦 ∈ pr𝑅(𝐾) i 𝑥𝑦 ∈ pr𝑅(𝐾). Оскiльки
𝐾 – решiткове кiльце, тодi

(𝑥, a)− (𝑦, b) = (𝑥− 𝑦, a ∧ b) ∈ 𝐾,

(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b) ∈ 𝐾.

Той факт, що a ∧ b 6 a означає, що a ∧ b ∈ M, тодi (𝑥, a) − (𝑦, b) ∈ Σ

i (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ Σ. Якщо (𝑥, a) ∈ Σ i b 6 a, тодi b ∈ M. Iз умови (LR 1)
матимемо, що (𝑥, b) ∈ 𝐾, а це означає, що (𝑥, b) ∈ Σ.

(iv) Це безпосереднiй наслiдок iз тверджень (ii) i (iii).
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(v) Дiйсно,

(𝑥, a)− (𝑦, a) = (𝑥− 𝑦, a ∧ a) = (𝑥− 𝑦, a) ∈ 𝐾[a],

(𝑥, a)(𝑦, a) = (𝑥𝑦, a) ∈ 𝐾[a].

Вiдображення (𝑥, a) → 𝑥 i (𝑥, a) ∈ 𝐾[a] є кiльцевий мономорфiзм i вiн
збiгається з H(a).

(vi) Припустимо, що 𝑥 ∈ H(b). Маємо (𝑥, b) ∈ 𝐾 i за умовою (LR 1)
означає, що (𝑥, a) ∈ 𝐾. Звiдси випливає, що 𝑥 ∈ H(a).

(vii) Iз твердження (v) маємо, що 𝐾[a] є кiльце за додаванням та
множенням для кожного a ∈ L. Припустимо тепер, що 𝑀 є пiдмножина
𝐾 i 𝑀 замкнене за додаванням i множенням. Припустимо тодi, що 𝑀 є
просте кiльце за обмеженням даних операцiй. Зокрема, 𝑀 мiстить нульовий
елемент. Цей елемент є iдемпотент за додаванням. Як уже бачили вище,
кожен iдемпотент 𝐾 має вигляд (0, b) для деякого елемента b ∈ L.

Нехай a =
⋁︀
C𝑀(0), тодi 𝑀 мiститиме пару (0, a). Припустимо, що 𝑀

мiстить пару (𝑥, b), де b ̸= a. Отже, 𝑀 мiстить пару (𝑥, b) − (𝑥, b) = (0, b).
Пара (0, b) є iдемпотент за додаванням. Оскiльки 𝑀 є кiльце, то воно мiстить
лише один iдемпотент за додаванням. Звiдси випливає, що b = a, так що
𝑀 6 𝐾[a].

Iз твердження (v), 𝐾[m↓] – кiльце за додаванням i множенням. Зокрема,
це задовольняє умови (LR 2) i (LR 3). Оскiльки m↓ – найменший елемент
L, тодi 𝐾[m↓] задовольняє умову (LR 1). Таким чином, 𝐾[m↓] є решiткове
пiдкiльце 𝐾.

Припустимо тепер, що 𝐾 – просте кiльце за додаванням i множенням.
Нехай 𝑒 =

⋁︀
C𝐾(0), припустимо, що e ̸= m↓. Тодi обидвi пари (0, e) i (0,m↓) є

iдемпотенти за додаванням. Однак просте кiльце має лише один iдемпотент.
Воно доводить, що e = m↓.

Якщо 𝑈 є пiдмножина 𝑅 i V є пiдмножина L, тодi покладемо

𝐾[𝑈 ] = {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾 i 𝑥 ∈ 𝑈},
𝐾[V] = {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾 i a ∈ V}.

З вищедоведеного випливає, що якщо 𝑆 є пiдкiльце 𝑅, то тодi 𝐾[𝑆] є
решiткове пiдкiльце 𝐾, та якщо M є нижнiй сегмент L, то тодi 𝐾[M] є
решiткове пiдкiльце 𝐾.
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Зауважимо, що 𝐾[M] називають M-рiвнем 𝐾.
Пiдмножину 𝐾[a] називають шаром 𝐾 (бiльш точно – a-шаром), i H(a)

називають a-ободом 𝐾.
Очевидно 𝐾[a] ∩𝐾[b] = ∅, коли a ̸= b i 𝐾 =

⋃︀
a∈L

𝐾[a]. Iншими словами,

сiмейство {𝐾[a] | a ∈ L} – частина решiткового кiльця 𝐾. Бiльше того,
органiзовує деяку градацiю 𝐾 звичайних кiлець, тому що

𝐾[a] +𝐾[b] ⊆ 𝐾[a ∧ b]

i

𝐾[a]𝐾[b] ⊆ 𝐾[a ∧ b].

Припустимо, що b 6 a i 𝑥 ∈ H(a). Тодi (𝑥, a) ∈ 𝐾[a]. Iз умови (LR 1)
випливає той факт, що (𝑥, a) ∈ 𝐾, який означає, що (𝑥, b) ∈ 𝐾. Це у свою
чергу, означає, що (𝑥, b) ∈ 𝐾[b], отже, 𝑥 ∈ H(b). Таким чином, b 6 a означає,
що H(b) 6 H(a).

Нехай 𝐾 – решiткове кiльце. Як уже згадували, решiткове кiльце
може мiстити понад один iдемпотент (за додаванням). Бiльше того, 𝐾

мiстить пару (0, a) для кожного елемента a ∈ prL(𝐾). Дiйсно, нехай 𝑢 є
елемент iз 𝑅 такий, що (𝑢, a) ∈ 𝐾. Оскiльки 𝐾 є решiткове кiльце, то
(0, a) = (𝑢, a)− (𝑢, a) ∈ 𝐾.

Якщо 𝐾 є решiткове кiльце над L, тодi покладемо

𝑂(𝐾) = {(0, b) | b 6 e(𝐾)}.
Очевидно 𝑂(𝐾) – решiткове пiдкiльце 𝐾. Якщо (𝑥, a) є одиничний елемент за
додаванням, тодi 𝑥 – одиничний елемент за додаванням у кiльцi 𝑅, тодi 𝑥 = 0.
Таким чином, 𝑂(𝐾) мiстить усi iдемпотенти за додаванням решiткового
кiльця 𝐾.

Нехай Λ – решiткове пiдкiльце 𝐾. Пара
(︀
0, e(𝐾)

)︀
є нульовий елемент 𝐾

i
(︀
0, e(Λ)

)︀
є нульовий елемент Λ. Оскiльки Λ 6 𝐾, то твердження 3.5

доводить, що e(Λ) 6 e(𝐾).
Говоритимемо, що Λ – повне решiткове пiдкiльце 𝐾, якщо

(︀
0, e(𝐾)

)︀
∈ Λ.

Кожне решiткове пiдкiльце 𝐾 може бути розширене до повного решiткового
пiдкiльця. Дiйсно, покладемо Λ+ = Λ ∪ 𝑂(𝐾), тодi Λ+ – решiткове кiльце.
Якщо (𝑢, a) ∈ Λ, тодi (𝑢, a) − (0, b) = (𝑢, a ∧ b) та (𝑢, a)(0, b) = (0, a ∧ b).
Оскiльки a ∧ b 6 a, тодi (𝑢, a ∧ b) ∈ Λ. Очевидно, Λ+ задовольняє умову
(LR 3).
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Нехай Λ – решiткове пiдкiльце 𝐾. Стверджуватимемо, що Λ – решiтковий
iдеал 𝐾, якщо

(𝑥, a)(𝑦, b) ∈ Λ

та

(𝑦, b)(𝑥, a) ∈ Λ

для всiх пар (𝑥, a) ∈ 𝐾 i (𝑦, b) ∈ Λ.

Зауважимо, що (𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b) i (𝑦, b)(𝑥, a) = (𝑦𝑥, a ∧ b). Це
вiдразу доводить, що якщо Λ є решiтковий iдеал 𝐾, тодi pr𝑅(Λ) є iдеал
pr𝑅(𝐾). I навпаки, припустимо, що 𝐻 є iдеал 𝑅, тодi 𝐾[𝐻] є решiтковий
iдеал 𝐾. Справдi, за твердженням 3.5 (ii) 𝐾[𝐻] є решiткове пiдкiльце 𝐾.
Крiм того, якщо (𝑥, a) ∈ 𝐾, (𝑦, b) ∈ 𝐾[𝐻], тодi

(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b) ∈ 𝐾,

(𝑦, b)(𝑥, a) = (𝑦𝑥, a ∧ b) ∈ 𝐾.

Оскiльки 𝐻 є iдеал pr𝑅(𝐾), тодi 𝑥𝑦 ∈ 𝐻 i 𝑦𝑥 ∈ 𝐻, отже

(𝑥, a)(𝑦, b) ∈ 𝐾[𝐻] i (𝑦, b)(𝑥, a) ∈ 𝐾[𝐻].

Аналогiчно, якщо M є нижнiй сегмент L, тодi 𝐾[M] є решiтковий iдеал
𝐾. Справдi, за твердженням 3.5 (iii) 𝐾[M] є решiткове пiдкiльце 𝐾. Крiм
того, нехай (𝑥, a) ∈ 𝐾 i (𝑦, b) ∈ 𝐾[M]. Оскiльки M є нижнiй сегмент L, то iз
a ∧ b 6 b випливає, що a ∧ b ∈ M. Тобто

(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b) ∈ 𝐾[M],

(𝑦, b)(𝑥, a) = (𝑦𝑥, a ∧ b) ∈ 𝐾[M].

3.6 Гомоморфiзми

Поняття гомоморфiзму 𝐿-фазi кiлець є доволi громiздким, тому не
станемо його наводити, а почнемо працювати безпосередньо iз решiтковими
кiльцями над L, де ця концепцiя має цiлком природний вигляд. Вiдразу
зауважимо: оскiльки зосередимося на вiдображеннях, що зберiгають
структуру решiткових кiлець, недостатньо просто вимагати, щоб вони
зберiгали операцiї додавання та множення. Простий приклад яскраво
демонструє це. Нехай 𝑅 є довiльне кiльце, решiтка L є множина {1, 2} iз
природним порядком. Розглянемо решiткове кiльце 𝐾 = 𝑅 × {1, 2}. Тодi
Σ = 𝑅 × {1} є решiткове пiдкiльце. Вiдображення 𝑓 : (𝑥, 1) −→ (𝑥, 2), де
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𝑥 ∈ 𝑅, зберiгає додавання та множення. Однак Im(𝑓) = 𝑅 × {2} не є
решiтковим кiльцем. Данi мiркування “приводять” нас до такого поняття.
Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка L, 𝐾 – решiткове
кiльце над L. Оскiльки 𝐾 ⊆ pr𝑅(𝐾)×L, вважатимемо далi, що 𝑅 = pr𝑅(𝐾).

Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка, а 𝐾 ⊆ 𝑅×L

(вiдповiдно Θ ⊆ 𝑇 × L) – решiтковi кiльця над L. Тодi вiдображення
𝑓 : 𝐾 −→ Θ називають гомоморфiзмом, якщо воно задовольняє такi умови:

𝑓(𝑢, a) + 𝑓(𝑣, b) = 𝑓
(︀
(𝑢, a) + (𝑣, b)

)︀
i

𝑓(𝑢, a)𝑓(𝑣, b) = 𝑓
(︀
(𝑢, a)(𝑣, b)

)︀
для всiх (𝑢, a), (𝑣, b) ∈ 𝐾;

якщо (𝑧, c) ∈ Im(𝑓) i d 6 c, тодi (𝑧, d) ∈ Im(𝑓).

Зазначимо, що iн’єктивний гомоморфiзм називають мономорфiзмом,
сюр’ютивний гомоморфiзм – епiморфiзмом, а бiєктивний гомоморфiзм –
iзоморфiзмом.

3.6.1 Властивостi гомоморфiзму

Позначатимемо через 0𝑅 нульовий елемент кiльця 𝑅.

Лема 3.1. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка.
Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L, вiдповiдно Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Тодi 𝑓

(︀
𝑂(𝐾)

)︀
6 𝑂(Θ). Бiльше того, якщо

𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , b) i 𝑓(0𝑅, c) = (0𝑇 , d) i a 6 c, тодi b 6 d. Зокрема,
𝑓(0𝑅,m↓) = (0𝑇 ,m↓).

Доведення. Нехай a – довiльний елемент iз L. Рiвнiсть (0𝑅, a) + (0𝑅, a) =

= (0𝑅, a) означає, що

𝑓(0𝑅, a) = 𝑓
(︀
(0𝑅, a) + (0𝑅, a)

)︀
= 𝑓(0𝑅, a) + 𝑓(0𝑅, a).

Це доводить, що 𝑓(0𝑅, a) – одиничний елемент за додаванням решiткового
кiльця Θ. Як уже бачили вище, кожен iдемпотент за додавання Θ має вигляд
(0𝑇 , b) для деякого елемента b ∈ L, так що 𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , b). Нехай c ∈ L i
припустимо, що 𝑓(0𝑅, c) = (0𝑇 , d). Матимемо

(0𝑇 , b ∧ d) = (0𝑇 , b) + (0𝑇 , d) = 𝑓(0𝑅, a) + 𝑓(0𝑅, c) =

= 𝑓
(︀
(0𝑅, a) + (0𝑅, c)

)︀
= 𝑓(0𝑅, a ∧ c).
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Зокрема, якщо a 6 c, тодi a ∧ c = a, так що 𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , b) = (0𝑇 , b ∧ d).
Це означає, що b 6 d. Iз означення гомоморфiзму (0𝑇 ,m↓) ∈ Im(𝑓), тобто
(0𝑇 ,m↓) = 𝑓(0𝑅, u) для деякого елемента u ∈ L. Нехай 𝑓(0𝑅,m↓) = (0𝑇 , q),
тодi m↓ 6 u це означає, що q 6 m↓. Оскiльки m↓ – найменший елемент L, то
q = m↓, тодi 𝑓(0𝑅,m↓) = (0𝑇 ,m↓).

Наслiдок 3.2. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка. Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅×L, вiдповiдно Θ ⊆ 𝑇×L – решiтковi кiльця над L i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Якщо a ∈ L, i 𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , b), тодi
вiдображення 𝑓𝐿 : L −→ L, визначене за правилом 𝑓𝐿(a) = b, задовольняє
такi умови:

(i) 𝑓𝐿(a ∧ b) = 𝑓𝐿(a) ∧ 𝑓𝐿(b), зокрема, якщо a 6 b, тодi 𝑓𝐿(a) 6 𝑓𝐿(b);

(ii) якщо b ∈ Im(𝑓𝐿) та a 6 b, тодi a ∈ Im(𝑓𝐿).

Наслiдок 3.3. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка. Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L, i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Якщо a, b – елементи L такi, що a 6 b, 𝑥 ∈ 𝑅

i 𝑓(𝑥, a) = (𝑢, c) та 𝑓(𝑥, b) = (𝑣, d), тодi c 6 d. Зокрема, 𝑓(𝑥,m↓) ∈ 𝑇 [m↓].

Доведення. Маємо (𝑥, a)− (𝑥, a) = (0𝑅, a), це означає, що
(0𝑇 , c) = (𝑢, c)− (𝑢, c) = 𝑓(𝑥, a)− 𝑓(𝑥, a) =

= 𝑓
(︀
(𝑥, a)− (𝑥, a)

)︀
= 𝑓(0𝑅, a).

Аналогiчно, (0𝑇 , d) = 𝑓(0𝑅, b). Iз леми 3.1 одержуємо, що c 6 d.

Наслiдок 3.4. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка. Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L, i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Якщо 𝑥 ∈ 𝑅 i 𝑓(𝑥,m↓) = (𝑢,m↓), де 𝑢 ∈ 𝑇 , тодi
вiдображення 𝑓𝑅 : 𝑅 −→ 𝑇 , визначене за правилом 𝑓𝑅(𝑥) = 𝑢 є простий
кiльцевий гомоморфiзм.

Доведення. Дiйсно, нехай 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 i 𝑓(𝑥,m↓) = (𝑢,m↓) i 𝑓(𝑦,m↓) = (𝑣,m↓).
Тодi

𝑓(𝑥+ 𝑦,m↓) = 𝑓
(︀
(𝑥,m↓) + (𝑦,m↓)

)︀
=

= 𝑓(𝑥,m↓) + 𝑓(𝑦,m↓) = (𝑢,m↓) + (𝑣,m↓) = (𝑢+ 𝑣,m↓),

iз цього випливає, що

𝑓𝑅(𝑥+ 𝑦) = 𝑢+ 𝑣 = 𝑓𝑅(𝑥) + 𝑓𝑅(𝑦).
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Аналогiчно
𝑓(𝑥𝑦,m↓) = 𝑓

(︀
(𝑥,m↓)(𝑦,m↓)

)︀
= 𝑓(𝑥,m↓)𝑓(𝑦,m↓) =

= (𝑢,m↓)(𝑣,m↓) = (𝑢𝑣,m↓),

iз цього випливає, що

𝑓𝑅(𝑥𝑦) = 𝑢𝑣 = 𝑓𝑅(𝑥)𝑓𝐿(𝑦).

Лема 3.2. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка.
Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L, i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ –
гомоморфiзм. Нехай 𝑥 ∈ 𝑅, a ∈ L i припустимо, що 𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , c), де
c ∈ L. Тодi 𝑓(𝑥, a) = (𝑣, c) для деякого елемента 𝑣 ∈ 𝑇 .

Доведення. Припустимо, що 𝑓(𝑥, a) = (𝑣, d) для деякого елемента d ∈ L.
Матимемо

(0𝑇 , d) = (𝑣, d)− (𝑣, d) = 𝑓(𝑥, a)− 𝑓(𝑥, a) =

= 𝑓
(︀
(𝑥, a)− (𝑥, a)

)︀
= 𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , c).

Звiдси випливає, що d = c.

Наслiдок 3.5. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка. Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L, i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Тодi 𝑓(𝑥, a) − 𝑓(𝑦, b) = 𝑓

(︀
(𝑥, a) − (𝑦, b)

)︀
для

будь-яких (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾.

Доведення. Припустимо, що 𝑓(𝑥, a) = (𝑢, c) i 𝑓(−𝑥, a) = (𝑣, d), де c, d ∈ L. Iз
леми 3.2 випливає, що c = d. Матимемо

(0𝑅, a) = (𝑥+ (−𝑥), a) = (𝑥, a) + (−𝑥, a),

це означає, що

(0𝑇 , c) = 𝑓(𝑥, a) + 𝑓(−𝑥, a) = (𝑢, c) + (𝑣, c) = (𝑢+ 𝑣, c).

Звiдси випливає, що 𝑣 = −𝑢. Покладемо 𝑓(𝑦, b) = (𝑤,m), де m ∈ L. Тепер
маємо

𝑓(𝑥, a)− 𝑓(𝑦, b) = (𝑢, c)− (𝑤,m) = (𝑢− 𝑤, c ∧m),

𝑓
(︀
(𝑥, a)− (𝑦, b)

)︀
= 𝑓

(︀
(𝑥, a) + (−𝑦, b)

)︀
= 𝑓(𝑥, a) + 𝑓(−𝑦, b) =

= (𝑢, c) + (−𝑤,m) = (𝑢− 𝑤, c ∧m),

тодi
𝑓
(︀
(𝑥, a)− (𝑦, b)

)︀
= 𝑓(𝑥, a)− 𝑓(𝑦, b).
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Наслiдок 3.6. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка. Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L, i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Тодi Im(𝑓) є решiткове пiдкiльце Θ.

Доведення. Дiйсно, наслiдок 3.5 доводить, що Im(𝑓) задовольняє умову
(LR 2). Нехай (𝑥, a), (𝑦, b) – довiльнi елементи 𝐾, тодi

𝑓(𝑥, a)𝑓(𝑦, b) = 𝑓
(︀
(𝑥, a)(𝑦, b)

)︀
∈ Im(𝑓),

так що Im(𝑓) задовольняє умову (LR 3). Нарештi, Im(𝑓) задовольняє умову
(LR 1) за означенням гомоморфiзму.

Отже, Im(𝑓) є решiткове пiдкiльце Θ.

Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L, Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця та 𝑓 : 𝐾 −→ Θ –
гомоморфiзм. Покладемо 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {(𝑥, a) | 𝑓(𝑥, a) ∈ 𝑂(Θ)}.

Лема 3.3. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка.
Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L, i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ –
гомоморфiзм. Тодi 𝐾𝑒𝑟(𝑓) є решiтковий iдеал 𝐾.

Доведення. Дiйсно, оскiльки 𝑂(Θ) є решiтковий iдеал Θ, зауважимо, що
(𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) i (𝑧, 𝑐) ∈ 𝐾, тодi (𝑥, a) − (𝑦, b) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓), отже,
(𝑧, c)(𝑥, a), (𝑥, a)(𝑧, c) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓). Нехай (𝑥, a) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓), 𝑓(𝑥, a) = (0𝑇 , u), де
u ∈ L i нехай d ∈ L такий, що d 6 a. Матимемо

𝑓(0𝑅, d) = 𝑓
(︀
(𝑥, d)− (𝑥, a)

)︀
=

= 𝑓(𝑥, d)− 𝑓(𝑥, a) = 𝑓(𝑥, d)− (0𝑇 , u).

З вищедоведеного випливає, що: 𝑓
(︀
𝑂(𝐾)

)︀
6 𝑂(Θ), це означає, що

𝑓(𝑥, d) ∈ 𝑂(Θ), тодi (𝑥, d) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓).
Решiтковий iдеал 𝐾𝑒𝑟(𝑓) формується таким чином. Перетин

𝐾[m↓] ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) є простий iдеал у кiльцi 𝐾[m↓]. Iз нашої умови
𝑅 = pr𝑅(𝐾) = pr𝑅(𝐾[m↓]), та бiльше того, 𝑅 та 𝐾[m↓] є iзоморфнi як простi
кiльця. Звiдси випливає, що

𝑅𝑓 = pr𝑅
(︀
𝐾[m↓] ∩𝐾𝑒𝑟(𝑓)

)︀
= pr𝑅

(︀
𝐾𝑒𝑟(𝑓)

)︀
− iдеал 𝑅.

Твердження 3.6. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка. Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L, i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Тодi 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = 𝐾[𝑅𝑓 ].
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Доведення. Дiйсно, якщо (𝑥, a) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓), тодi той факт, що 𝐾𝑒𝑟(𝑓) є
решiтковий iдеал означає, що (𝑥,m↓) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓), звiдси випливає, що
𝑥 ∈ 𝑅𝑓 .

I навпаки, припустимо, що (𝑥, a) ∈ 𝐾[𝑅𝑓 ], тодi 𝑥 ∈ 𝑅𝑓 , так що
𝑓(𝑥,m↓) ∈ 𝑂(Θ). Лема 3.1 доводить, що 𝑓(𝑥,m↓) = (0𝑇 ,m↓). Оскiльки
m↓ 6 a, то

𝑓(0𝑅,m↓) = 𝑓
(︀
(𝑥, a)− (𝑥,m↓)

)︀
=

= 𝑓(𝑥, a)− 𝑓(𝑥,m↓) = 𝑓(𝑥, a)− (0𝑇 ,m↓).

З вищедоведеного випливає, що 𝑓
(︀
𝑂(𝐾)

)︀
6 𝑂(Θ), це означає, що

𝑓(𝑥, a) ∈ 𝑂(Θ), тодi (𝑥, a) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓).

Лема 3.4. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка.
Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ –
гомоморфiзм. Нехай 𝑥 ∈ 𝑅 та a, b ∈ L, a 6 b i припустимо, що 𝑓(𝑥, b) =

= (𝑦, c) для деяких 𝑦 ∈ 𝑇, c ∈ L. Тодi 𝑓(𝑥, a) = (𝑦, d), де 𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , d).

Доведення. Iз леми 3.1 маємо, що d 6 c. Оскiльки 𝑓 – це гомоморфiзм:
(𝑦, d) ∈ Im(𝑓), тодi є елемент 𝑢 ∈ 𝑇 такий, що 𝑓(𝑢, a) = (𝑦, d). Матимемо

2(𝑦, d) = (𝑦, d) + (𝑦, c) =

= 𝑓(𝑥, b) + 𝑓(𝑢, a) = 𝑓
(︀
(𝑥, b) + (𝑢, a)

)︀
= 𝑓(𝑥+ 𝑢, a).

Водночас, 2(𝑦, d) = 2𝑓(𝑢, a) = 𝑓(2𝑢, a). Таким чином, 𝑓(𝑥 + 𝑢, a) = 𝑓(2𝑢, a).
Застосовуючи наслiдок 3.5 одержуємо:

𝑓(𝑥, a)− 𝑓(𝑢, a) = 𝑓
(︀
(𝑥, a)− (𝑢, a)

)︀
= 𝑓(𝑥− 𝑢, a) =

= 𝑓
(︀
(𝑥+ 𝑢, a)− (2𝑢, a)

)︀
= 𝑓(𝑥+ 𝑢, a)− 𝑓(2𝑢, a) =

= 𝑓(2𝑢, a)− 𝑓(2𝑢, a) = (0𝑇 , d).

Звiдси випливає, що 𝑓(𝑥, a) = 𝑓(𝑢, a), так що 𝑓(𝑥, a) = (𝑦, d).

Наслiдок 3.7. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка. Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L, i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Якщо (𝑥, a) ∈ 𝐾, тодi 𝑓(𝑥, a) =

(︀
𝑓𝑅(𝑥), 𝑓𝐿(a)

)︀
.

Доведення. Дiйсно, за лемою 3.2 маємо 𝑓
(︀
𝑥, a) = (𝑢, 𝑓𝐿(a)

)︀
. Iз леми 3.4

випливає, що 𝑓(𝑥,m↓) = (𝑢,m↓), отже, 𝑢 = 𝑓𝑅(𝑥).

З одержаних вище результатiв випливають два природнi вiдображення.
Визначимо вiдображення s(𝑓) : 𝐾 −→ 𝑇 ×L таким чином. Нехай 𝑓 : 𝑅 −→ 𝑇
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є простий кiльцевий гомоморфiзм iз 𝑅 у 𝑇 . Якщо (𝑥, a) ∈ 𝐾, тодi покладемо
s(𝑓)(𝑥, a) =

(︀
𝑓(𝑥), a

)︀
. Тодi дане вiдображення є гомоморфiзмом. Дiйсно,

(𝑥, a) ∈ 𝐾 i (𝑦, b) ∈ 𝐾 матимемо
s(𝑓)

(︀
(𝑥, a) + (𝑦, b)

)︀
= s(𝑓)(𝑥+ 𝑦, a ∧ b) =

(︀
𝑓(𝑥+ 𝑦), a ∧ b

)︀
,

s(𝑓)(𝑥, a) + s(𝑓)(𝑦, b) = (𝑓(𝑥), a) + (𝑓(𝑦), b) =
(︀
𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), a ∧ b

)︀
.

Оскiльки 𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), матимемо

s(𝑓)
(︀
(𝑥, a) + (𝑦, b)

)︀
= s(𝑓)(𝑥, a) + s(𝑓)(𝑦, b).

Аналогiчно s(𝑓)
(︀
(𝑥, a)(𝑦, b)

)︀
= s(𝑓)(𝑥, a)s(𝑓)(𝑦, b).

Нехай (𝑧, c) ∈ Im
(︀
s(𝑓)

)︀
i d 6 c. Той факт, що (𝑧, c) ∈ Im

(︀
s(𝑓)

)︀
означає, що 𝐾 мiстить пару (𝑥, a) таку, що s(𝑓)(𝑥, a) = (𝑧, c). У той же час,
s(𝑓)(𝑥, a) =

(︀
𝑓(𝑥), a

)︀
. Звiдси випливає, що a = c. Оскiльки 𝐾 – решiткове

кiльце, тодi d 6 c = a, а це означає, що (𝑥, d) ∈ 𝐾. Тодi:

(𝑧, d) =
(︀
𝑓(𝑥), d

)︀
= s(𝑓)(𝑥, d) ∈ Im

(︀
s(𝑓)

)︀
,

отже, всi умови гомоморфiзму зберiгаються.
Розглянемо тепер вiдображення 𝑔 : L −→ L, яке задовольняє такi умови:

(i) 𝑔(a ∧ b) = 𝑔(a) ∧ 𝑔(b),

(ii) якщо b ∈ Im(𝑔) i a 6 b, тодi a ∈ Im(𝑔).

Iншими словами, Im(𝑔) є нижнiй сегмент решiтки L.
Визначимо вiдображення p(𝑔) : 𝐾 −→ 𝑅 × L за таким правилом. Якщо

(𝑥, a) ∈ 𝐾, тодi покладемо p(𝑔)(𝑥, a) =
(︀
𝑥, 𝑔(a)

)︀
. Тодi це вiдображення є

гомоморфiзм. Дiйсно, (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾 тодi матимемо
p(𝑔)

(︀
(𝑥, a) + (𝑦, b)

)︀
=

= p(𝑔)(𝑥+ 𝑦, a ∧ b) = (𝑥+ 𝑦, 𝑔
(︀
a ∧ b)

)︀
,

p(𝑔)(𝑥, a) + p(𝑔)(𝑦, b) =

=
(︀
𝑥, 𝑔(a)

)︀
+
(︀
𝑦, 𝑔(b)

)︀
=
(︀
𝑥+ 𝑦, 𝑔(a) ∧ 𝑔(b)

)︀
.

З нашої умови 𝑔(a ∧ b) = 𝑔(a) ∧ 𝑔(b), так що

p(𝑔)
(︀
(𝑥, a) + (𝑦, b)

)︀
= p(𝑔)(𝑥, a) + p(𝑔)(𝑦, b).

Аналогiчно
p(𝑔)

(︀
(𝑥, 𝑎)(𝑦, 𝑏)

)︀
= p(𝑔)(𝑥, 𝑎)p(𝑔)(𝑦, 𝑏).

Нехай (𝑧, c) ∈ Im
(︀
p(𝑔)

)︀
i d 6 c. Той факт, що (𝑧, c) ∈ Im

(︀
p(𝑔)

)︀
означає, що 𝐾 мiстить пару (𝑥, a) таку, що p(𝑔)(𝑥, a) = (𝑧, c). Водночас,
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p(𝑔)(𝑥, a) =
(︀
𝑥, 𝑔(a)

)︀
. Звiдси випливає, що 𝑥 = 𝑧 та 𝑔(a) = c, тобто c ∈ Im(𝑔).

Iз умови (ii) випливає, що d ∈ Im(𝑔). Iншими словами, є елемент b ∈ L такий,
що 𝑔(b) = d. Оскiльки a ∧ b 6 a, (𝑥, a ∧ b) ∈ 𝐾. Тодi

p(𝑔)
(︀
𝑥, a ∧ b)

)︀
=
(︀
𝑥, 𝑔(a ∧ b)

)︀
=
(︀
𝑥, 𝑔(a) ∧ 𝑔(b)

)︀
=

= (𝑥, c ∧ d) = (𝑥, d) = (𝑧, d).

Таким чином, (𝑧, d) ∈ Im
(︀
p(𝑔)

)︀
, отже, виконуються всi умови означення

гомоморфiзму.

Твердження 3.7. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка. Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L, i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Тодi 𝑓 = p(𝑓𝐿) ∘ s(𝑓𝑅).

Доведення. Нехай (𝑥, a) є довiльний елемент iз 𝐾 i 𝑓(𝑥, a) = (𝑢, c), де 𝑢 ∈ 𝑇

i c ∈ L. Iз наслiдку 3.7 матимемо (𝑢, c) =
(︀
𝑓𝑅(𝑥), 𝑓𝐿(a)

)︀
. Наслiдок 3.2

i лема 3.2 доводять, що
(︀
𝑓𝑅(𝑥), 𝑓𝐿(a)

)︀
= 𝑝(𝑓𝐿)

(︀
𝑓𝑅(𝑥), a

)︀
. Застосовуючи

наслiдок 3.4, одержуємо, що(︀
𝑓𝑅(𝑥), a

)︀
= 𝑠(𝑓𝑅)(𝑥, a),

тодi
𝑓(𝑥, a) = p(𝑓𝐿)

(︀
𝑓𝑅(𝑥), a

)︀
=

= p(𝑓𝐿)
(︀
s(𝑓𝑅)(𝑥, a)

)︀
=
(︀
p(𝑓𝐿) ∘ s(𝑓𝑅)

)︀
(𝑥, a).

Вiдображення 𝑓 : 𝐾 −→ Θ називатимемо гомоморфiзмом, який зберiгає
шари, якщо 𝑓(𝐾[a]) 6 Θ[a] для кожного елемента a ∈ L.

Зауважимо, що вiдображення p(𝑓𝐿) повнiстю визначає перетворення
решiтки 𝐿, яке задовольняє умови (i) й (ii). Таким чином, твердження 3.7
доводить, що гомоморфiзм, який зберiгає шари, вiдiграє тут головну роль.

3.6.2 Аналог теореми про гомоморфiзми для кiлець

Для гомоморфiзму, який зберiгає шари, маємо такий прямий аналог
теореми про гомоморфiзми для кiлець.

Теорема 3.1. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка.
Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 ∈ L – решiтковi кiльця над L, i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм, який зберiгає шари. Визначимо решiтковi
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кiльця 𝐾𝑓 ⊆ 𝑅/𝑅𝑓×L за правилом: пара (𝑥+𝑅𝑓 , a) ∈ 𝐾𝑓 тодi й тiльки тодi,
коли (𝑥, a) ∈ 𝐾. Тодi Im(𝑓) є решiткове пiдкiльце Θ та Im(𝑓) є iзоморфний
до 𝐾𝑓 .

Доведення. Той факт, що Im(𝑓) є решiткове пiдкiльце Θ було доведено
у наслiдку 3.6. Вище продемонстрували, що 𝐾𝑓 є решiткове пiдкiльце
𝑅/𝑅𝑓 ×L. Нехай (𝑥+𝑅𝑓 , a), (𝑦+𝑅𝑓 , b) ∈ 𝐾𝑓 . Тодi (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾. Оскiльки
𝐾 – решiткове кiльце, тодi

(𝑥, a)− (𝑦, b) ∈ 𝐾,

(𝑥, a)(𝑦, b) ∈ 𝐾.

Маємо
(𝑥, a)− (𝑦, b) = (𝑥− 𝑦, a ∧ b),

(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b).

Звiдси випливає, що
(𝑥− 𝑦 +𝑅𝑓 , a ∧ b) ∈ 𝐾𝑓

i

(𝑥𝑦 +𝑅𝑓 , a ∧ b) ∈ 𝐾𝑓 .

Бiльше того,

(𝑥− 𝑦 +𝑅𝑓 , a ∧ b) = (𝑥+𝑅𝑓 , a)− (𝑦 +𝑅𝑓 , b),

(𝑥𝑦 +𝑅𝑓 , a ∧ b) = (𝑥+𝑅𝑓 , a)(𝑦 +𝑅𝑓 , b).

А отже, 𝐾𝑓 задовольняє умови (LR 2) i (LR 3). Нарештi припустимо, що
(𝑧 + 𝑅𝑓 , c) ∈ 𝐾𝑓 i d 6 c. Той факт, що (𝑧 + 𝑅𝑓 , c) означає, що (𝑧, c) ∈ 𝐾.

Оскiльки 𝐾 – решiткове кiльце, тодi (𝑧, d) ∈ 𝐾. Звiдси випливає, що
(𝑧 +𝑅𝑓 , d) ∈ 𝐾𝑓 .

Тепер визначимо вiдображення 𝑓 ↑ : 𝐾𝑓 −→ Im(𝑓) за таким правилом:
𝑓 ↑(𝑥+𝑅𝑓 , a) = 𝑓(𝑥, a) для кожного (𝑥+𝑅𝑓 , a) ∈ 𝐾𝑓 . Це означення коректне.
Дiйсно, нехай (𝑥 + 𝑅𝑓 , a) = (𝑦 + 𝑅𝑓 , b) i 𝑓(𝑥, a) = (𝑢, a) для деякого a ∈ L.
Тодi a = b i 𝑥 + 𝑅𝑓 = 𝑦 + 𝑅𝑓 . Остання рiвнiсть означає, що 𝑦 = 𝑥 + 𝑧 для
деякого елемента 𝑧 ∈ 𝑅𝑓 . Одержуємо

𝑓(𝑦, a) = 𝑓(𝑥+ 𝑧, a) = 𝑓(𝑥, a) + 𝑓(𝑧, a).

Оскiльки 𝑧 ∈ 𝑅𝑓 , то за твердженням 3.6 (𝑧, a) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓). Лема 3.2
доводить, що 𝑓(𝑧, a) = (0𝑇 , a). Тепер одержуємо, що

𝑓(𝑦, a) = 𝑓(𝑥, a) + 𝑓(𝑧, a) = (𝑢, a) + (0𝑇 , a) = (𝑢, a) = 𝑓(𝑥, a).
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Вiдображення 𝑓 ↑ є гомоморфiзм. Дiйсно

𝑓 ↑(︀(𝑥+𝑅𝑓 , a) + (𝑦 +𝑅𝑓 , b)
)︀
= 𝑓 ↑(𝑥+ 𝑦 +𝑅𝑓 , a ∧ b) = 𝑓(𝑥+ 𝑦, a ∧ b),

𝑓 ↑(𝑥+𝑅𝑓 , a) + 𝑓 ↑(𝑦 +𝑅𝑓 , b) = 𝑓(𝑥, a) + 𝑓(𝑦, b) =

= 𝑓
(︀
(𝑥, a) + (𝑦, b)

)︀
= 𝑓(𝑥+ 𝑦, a ∧ b),

тодi

𝑓 ↑(︀(𝑥+𝑅𝑓 , a) + (𝑦 +𝑅𝑓 , b)
)︀
= 𝑓 ↑(𝑥+𝑅𝑓 , a) + 𝑓 ↑(𝑦 +𝑅𝑓 , b).

Аналогiчно

𝑓 ↑(︀(𝑥+𝑅𝑓 , a)(𝑦 +𝑅𝑓 , b)
)︀
= 𝑓 ↑(𝑥+𝑅𝑓 , a)𝑓

↑(𝑦 +𝑅𝑓 , b).

У результатi вибору 𝑓 ↑ маємо Im(𝑓 ↑) = Im(𝑓). За наслiдком 3.6: Im(𝑓 ↑)

є решiткове пiдкiльце Θ. Нехай (𝑧, c) ∈ Im(𝑓 ↑) i d 6 c. Рiвнiсть Im(𝑓 ↑) =

= Im(𝑓) i той факт, що 𝑓 є гомоморфiзм означають, що (𝑧, d) ∈ Im(𝑓 ↑).
Нарештi, припустимо, що 𝑓 ↑(𝑥+𝑅𝑓 , a) = 𝑓 ↑(𝑦 +𝑅𝑓 , b). Тодi

𝑓(𝑦, b) = 𝑓(𝑥, a) ∈ 𝑓(𝐾[a]),

iз цього випливає, що b = a. Далi

(0𝑇 , a) = 𝑓(𝑥, a)− 𝑓(𝑦, a) = 𝑓
(︀
(𝑥, a)− (𝑦, a)

)︀
= 𝑓(𝑥− 𝑦, a),

тодi (𝑥 − 𝑦, a) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓). Iз твердження 3.6: 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = 𝐾[𝑅𝑓 ]. Отже,
це означає, що 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑅𝑓 . Звiдси випливає, що 𝑥 + 𝑅𝑓 = 𝑦 + 𝑅𝑓 ,
отже, (𝑥 + 𝑅𝑓 , a) = (𝑦 + 𝑅𝑓 , b). Таким чином, 𝑓 ↑ – iн’єктивний епiморфiзм,
вiдображення 𝑓 ↑ : 𝐾𝑓 −→ Im(𝑓) – iзоморфiзм.

Теорема 3.1 доводить, що гомоморфiзм 𝑓 , який зберiгає шари, визначено
за простим iдеалом 𝑅𝑓 кiльця 𝑅, а 𝑅𝑓 означене за ядром 𝑓 , останнiй є
решiтковий iдеал 𝐾. Природно виникає питання про зворотнiй зв’язок. Тепер
розглянемо варiанти коли це вiдображення є гомоморфiзм.

Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L – решiткове кiльце, Λ – решiтковий iдеал 𝐾. Тодi
Λ[m↓] = {(𝑥,m↓) | (𝑥,m↓) ∈ Λ} = 𝐾[m↓] ∩ Λ є простий iдеал кiльця 𝐾[m↓].
Тодi HΛ(m↓) = pr𝑅(Λ[m↓]) – простий iдеал кiльця 𝑅, Λ[m↓] = HΛ(a) × {m↓}.
Таким чином, можемо тлумачити 𝑛 як просте фактор-кiльце 𝑅/HΛ(m↓).
Визначимо решiтковi кiльця 𝐾Λ ⊆ 𝑅/HΛ(m↓) × L за правилом: пара
(𝑥 + HΛ(m↓), a) ∈ 𝐾Λ тодi й тiльки тодi, коли (𝑥, a) ∈ 𝐾. Повторюючи
аргументи наведенi вище, легко продемонструвати, що 𝐾Λ є решiткове
пiдкiльце 𝑅/HΛ(m↓)×L, вiдображення ℎ : 𝐾 −→ 𝐾Λ, визначене за правилом
ℎ(𝑥, a) = (𝑥 + HΛ(m↓), a), 𝑥 ∈ 𝐾, є гомоморфiзм, який зберiгає шари.
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Нехай (𝑥, a) ∈ Ker(ℎ), тодi (𝑥+HΛ(m↓), a) = ℎ(𝑥, a) ∈ 𝑂(𝐾Λ) для кожного
a 6 e(𝐾) = e(𝐾Λ). Для елемента a ∈ L покладемо

Λ[a] = {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ Λ} = 𝐾[a] ∩ Λ.

Тодi (𝑥, a) ∈ Λ[a] для кожного a 6 e(𝐾). Беручи до уваги нерiвнiсть

𝐾 =
⋃︁

a6e(𝐾)

𝐾[a],

одержуємо, що
(𝑥, a) ∈

⋃︁
a6e(𝐾)

Λ[a] = Λ,

це доводить, що Ker(ℎ) = Λ.
Можемо розглянути решiтковi кiльця 𝐾Λ над L як решiтковi фактор-

кiльця 𝐾. Тут маємо вiдмiннiсть вiд простих кiлець. У випадку простого
фактор-кiльця – кiльце являє собою множину, елементи якої є деякими
пiдмножинами 𝐾, на якiй операцiї додавання та множення вводять
спецiальним способом. У нашому випадку є можливiсть одержати частину
решiткового кiльця, що можна розглядати як “внутрiшнiй” аналог фактор-
кiльця.

Покладемо HΛ(a) = pr𝑅(Λ[a]). Зазначимо, що Λ[a] = HΛ(a)×{a}. Як уже
бачили вище, 𝐾[a] замкнене за додаванням i множенням та є просте кiльце
за виключенням даних операцiй, Λ[a] є iдеал 𝐾[a]. Таким чином, можемо
розглянути (просте) фактор-кiльце 𝐾[a]/Λ[a]. Зробимо це для кожного a ∈ L

i розглянемо множину 𝐾/Λ, елементи якої – усi одержанi класи сумiжностi
(𝑥, a) + Λ[a].

Зауважимо, що виконується умова(︀
(𝑥, a) + Λ[a]

)︀
∩
(︀
(𝑦, b) + Λ[b]

)︀
= ∅

або

(𝑥, a) + Λ[a] = (𝑦, b) + Λ[b].

Дiйсно, якщо a ̸= b, тодi оскiльки

(𝑥, a) + Λ[a] ⊆ 𝐾[a], (𝑦, b) + Λ[b] ⊆ 𝐾[b].

та
𝐾[a] ∩𝐾[b] = ∅

Отже, робимо висновок, що(︀
(𝑥, a) + Λ[a]

)︀
∩
(︀
(𝑦, b) + Λ[𝑏]

)︀
= ∅.
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Припустимо, що a = b. Пiдмножина 𝐾[a] – просте кiльце за додаванням i
множенням, Λ[a] – простий iдеал 𝐾[a]. Тодi(︀

(𝑥, a) + Λ[a]
)︀
∩
(︀
(𝑦, b) + Λ[b]

)︀
= ∅

або
(𝑥, a) + Λ[a] = (𝑦, a) + Λ[a].

Ураховуючи рiвнiсть 𝐾 =
⋃︀
a∈L

𝐾[a], одержуємо, що сiмейство

{(𝑥, a) + Λ[a] | 𝑥 ∈ 𝑅, a ∈ L}
є частина 𝐾.

На множинi 𝐾/Λ визначаємо додавання i множення за таким правилом.
Нехай (𝑥, a) + Λ[a] та (𝑦, b) + Λ[b] – довiльнi сумiжнi класи. Тодi покладемо

(𝑥, a) + Λ[a] + (𝑦, b) + Λ[b] = (𝑥+ 𝑦, a ∧ b) + Λ[a ∧ b],(︀
(𝑥, a) + Λ[a]

)︀(︀
(𝑦, b) + Λ[b]

)︀
= (𝑥𝑦, a ∧ b) + Λ[a ∧ b].

Покажемо, що цi операцiї визначено коректно. Припустимо, що
(𝑥, a) + Λ[a] = (𝑢, a) + Λ[a],

(𝑦, b) + Λ[b] = (𝑣, b) + Λ[b].

Тодi
(𝑢, a) = (𝑥, a) + (𝑤, a)

i

(𝑣, b) = (𝑦, b) + (𝑧, b),

де (𝑤, a) ∈ Λ[a] та (𝑧, b) ∈ Λ[b].

Маємо
(𝑢, a) + (𝑣, b) = (𝑥, a) + (𝑤, a) + (𝑦, b) + (𝑧, b) =

= (𝑥+ 𝑦, a ∧ b) + (𝑤 + 𝑧, a ∧ b),

(𝑢, a)(𝑣, b) =
(︀
(𝑥, a) + (𝑤, a)

)︀(︀
(𝑦, b) + (𝑧, b)

)︀
=

= (𝑥𝑦, a ∧ b) + (𝑥𝑧 + 𝑤𝑦 + 𝑤𝑧, a ∧ b).

Оскiльки Λ є решiтковий iдеал, то (𝑤 + 𝑧, a ∧ b) = (𝑤, a) + (𝑧, b) ∈ Λ, бiльш
конкретно (𝑤 + 𝑧, a ∧ b) ∈ Λ[a ∧ b]. Iз цього випливає, що

(𝑢, a) + Λ[a] + (𝑣, b) + Λ[b] = (𝑢+ 𝑣, a ∧ b) + Λ[a ∧ b] =

= (𝑥+ 𝑦, a ∧ b) + (𝑤 + 𝑧, a ∧ b) + Λ[a ∧ b] =

= (𝑥+ 𝑦, a ∧ b) + Λ[a ∧ b] = (𝑥, a) + Λ[a] + (𝑦, b) + Λ[b].
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Аналогiчно
(𝑥𝑧 + 𝑤𝑦 + 𝑤𝑧, a ∧ b) =

= (𝑥, a)(𝑧, b) + (𝑤, a)(𝑦, b) + (𝑤, a)(𝑧, b) ∈ Λ,

це означає, що (𝑥𝑧 + 𝑤𝑦 + 𝑤𝑧, a ∧ b) ∈ Λ[a ∧ b].
Тодi одержуємо(︀

(𝑢, a) + Λ[a]
)︀(︀
(𝑣, b) + Λ[b]

)︀
= (𝑢𝑣, a ∧ b) + Λ[a ∧ b] =

= (𝑥𝑦, a ∧ b) + (𝑥𝑧 + 𝑤𝑦 + 𝑤𝑧, a ∧ b) + Λ[a ∧ b] =

= (𝑥𝑦, a ∧ b) + Λ[a ∧ b] =
(︀
(𝑥, a) + Λ[a]

)︀(︀
(𝑦, b) + Λ[b]

)︀
.

Розглянемо тепер вiдображення 𝜂 : 𝐾/Λ −→, 𝐾Λ визначене за правилом
𝜂((𝑥, a) + Λ[a]) = (𝑥 + HΛ(m↓), a) для кожної пари (𝑥, a) ∈ 𝐾. Дане
вiдображення визначено коректно. Дiйсно, нехай знову (𝑥, a)+Λ[a] = (𝑢, a)+

Λ[a]. Тодi (𝑢, a) = (𝑥, a) + (𝑤, a) = (𝑥 + 𝑤, a), де (𝑤, a) ∈ Λ[a]. Iз того, що
Λ[a] = HΛ(a) × {a} одержуємо, що 𝑤 ∈ HΛ(a). Включення 𝐻Λ(a) 6 HΛ(m↓)

доводить, що 𝑤 ∈ HΛ(m↓). Тодi(︀
𝑢+HΛ(m↓), a

)︀
=
(︀
𝑥+ 𝑤 +HΛ(m↓), a

)︀
=
(︀
𝑥+HΛ(m↓), a

)︀
.

Нехай (𝑥, a)+Λ[a] та (𝑦, b)+Λ[b] – довiльнi сумiжнi класи. Тодi покладемо
𝜂
(︀
(𝑥, a) + Λ[a]

)︀
+ 𝜂
(︀
(𝑦, b) + Λ[b]

)︀
=

=
(︀
𝑥+HΛ(m↓), a

)︀
+
(︀
𝑦 +HΛ(m↓), b

)︀
=
(︀
𝑥+ 𝑦 +HΛ(m↓), a ∧ b

)︀
,

та
𝜂
(︀
(𝑥, a) + Λ[a] + (𝑦, b) + Λ[b]

)︀
=

= 𝜂(𝑥+ 𝑦, a ∧ b) + Λ[a ∧ b] =
(︀
𝑥+ 𝑦 +HΛ(m↓), a ∧ b

)︀
,

так що

𝜂
(︀
(𝑥, a) + Λ[a] + (𝑦, b) + Λ[𝑏]

)︀
= 𝜂
(︀
(𝑥, a) + Λ[a]

)︀
+ 𝜂
(︀
(𝑦, b) + Λ[b]

)︀
.

Аналогiчно,

𝜂
(︁(︀

(𝑥, a) + Λ[a]
)︀(︀
(𝑦, b) + Λ[b]

)︀)︁
= 𝜂
(︀
(𝑥, a) + Λ[a]

)︀
𝜂
(︀
(𝑦, b) + Λ[b]

)︀
.

Вiдображення 𝜂 є сюр’єктивне. Дiйсно, якщо
(︀
𝑥 + HΛ(m↓), a

)︀
∈ 𝐾Λ,

тодi (𝑥, a) ∈ 𝐾 i тому можемо розглянути сумiжний клас (𝑥, a) + Λ[a]. Iз
визначення 𝜂 маємо 𝜂

(︀
(𝑥, a) + Λ[a]

)︀
=
(︀
𝑥+HΛ(m↓), a

)︀
.

Та нарештi: нехай 𝜂
(︀
(𝑥, a) + Λ[a]

)︀
= 𝜂
(︀
(𝑦, b) + Λ[b]

)︀
. Тодi(︀

𝑥+HΛ(m↓), a
)︀
=
(︀
𝑦 +HΛ(m↓), b

)︀
.

Це безпосередньо означає, що a = b i 𝑥 + HΛ(m↓) = 𝑦 + HΛ(m↓). Тодi
𝑦 = 𝑥+𝑢 для деякого елемента 𝑢 ∈ HΛ(m↓). Iз iншого боку: (𝑥, a), (𝑦, a) ∈ 𝐾,
одержуємо, що (𝑥, a), (𝑦, a) ∈ 𝐾[a], та отже 𝑥, 𝑦 ∈ H(a). Звiдси випливає, що
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𝑢 = 𝑦 − 𝑥 ∈ H(a), i, отже 𝑢 ∈ H(a) ∩ HΛ(m↓) = HΛ(a). Тодi (𝑢, a) ∈ Λ[a] та
маємо

(𝑦, a) + Λ[b] = (𝑥, a) + (𝑢, a) + Λ[a] = (𝑥, a) + Λ[a],

це доводить, що 𝜂 є iн’єктивне. Отже, 𝜂 є iзоморфiзм.

Висновки до роздiлу 3

Даний роздiл є природним продовженням попереднього. Але на
вiдмiну вiд роздiлу 2, тут вже встановлюються зв’язки мiж кiльцями
та решiтками. Спочатку було сформульовано та дослiджено властивостi
деяких специфiчних операцiй, визначених на множинi всiх вiдображень з
довiльного кiльця у скiнченну дистрибутивну решiтку. Далi було доведено
точковий критерiй для 𝐿-фазi кiлець. По аналогiї з решiтковими групами
було визначено ще один новий алгебраїчний об’єкт – решiтковi кiльця,
а також встановлено їх базовi властивостi. Далi було визначено поняття
гомоморфiзму решiткових кiлець та доведено низку їх властивостей.
Останнiм основним результатом цього роздiлу є аналог теореми про
гомоморфiзми для решiткових кiлець.

Результати цього роздiлу анонсовано в [52] та опублiковано в роботi [53].
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4 Алгебри Лейбнiца вимiрностi 3 над
скiнченними полями

4.1 Основнi означення i поняття

Нехай 𝐿 – алгебра над полем 𝐹 iз бiнарними операцiями + i [, ]. Тодi
𝐿 називають алгеброю Лейбнiца (точнiше, лiвою алгеброю Лейбнiца), якщо
вона задовольняє (лiвiй) тотожностi Лейбнiца:[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑐
]︀
=
[︀
𝑎, [𝑏, 𝑐]

]︀
−
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑐]

]︀
для всiх 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿.

Ми також будемо застосовувати iншу форму цiєї тотожностi:[︀
𝑎, [𝑏, 𝑐]

]︀
=
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑐

]︀
+
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑐]

]︀
.

Алгебри Лейбнiца – це узагальнення алгебр Лi. Дiйсно, алгебра Лейбнiца
𝐿 є алгебра Лi тодi й тiльки тодi, коли [𝑎, 𝑎] = 0 для кожного елемента
𝑎 ∈ 𝐿. Iз цiєї причини можемо розглядати алгебри Лейбнiца як “не
антикоммутативний” аналог алгебр Лi.

Алгебру 𝑅 над полем 𝐹 називають правою алгеброю Лейбнiца, якщо вона
задовольняє (праву) тотожнiсть Лейбнiца:[︀

𝑎, [𝑏, 𝑐]
]︀
=
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑐

]︀
−
[︀
[𝑎, 𝑐], 𝑏

]︀
для всiх 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅.

Зазначимо, що класи лiвих i правих алгебр Лейбнiца вiдрiзняються. Проте
якщо 𝑅 є права алгебра Лейбнiца, то покладемо 〚𝑎, 𝑏〛 = [𝑏, 𝑎]. Маємо

〚〚𝑎, 𝑏〛, 𝑐〛 =
[︀
𝑐, [𝑏, 𝑎]

]︀
=
[︀
[𝑐, 𝑏], 𝑎

]︀
−
[︀
[𝑐, 𝑎], 𝑏

]︀
= 〚𝑎, 〚𝑏, 𝑐〛〛 − 〚𝑏, 〚𝑎, 𝑐〛〛.

Ця пiдстановка “веде” нас до лiвої алгебри Лейбнiца. Подiбним чином
можна перетворити лiву алгебру Лейбнiца на праву.

Нам зручнiше працювати з лiвими алгебрами Лейбнiца. Так, далi термiн
“алгебра Лейбнiца” вживатимемо для лiвої алгебри Лейбнiца.

Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Пiдпростiр 𝐴 з 𝐿 називають
пiдалгеброю 𝐿, якщо [𝑥, 𝑦] ∈ 𝐴 для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. Той факт, що 𝐴 є
пiдалгебра 𝐿, позначатимемо 𝐴 6 𝐿.

Якщо 𝐴, 𝐵 є пiдпростори 𝐿, тодi через [𝐴,𝐵] позначатимемо пiдпростiр,
породжений усiма елементами вигляду [𝑎, 𝑏], де 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵. Зокрема, якщо
𝐴 є пiдалгебра 𝐿, тодi [𝐴,𝐴] 6 𝐴.
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Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Для непорожньої пiдмножини
𝑀 алгебри 𝐿 позначимо через ⟨𝑀⟩ пiдалгебру алгебри 𝐿, породжену
множиною 𝑀 .

Пiдалгебру 𝐴 називають лiвим (вiдповiдно правим) iдеалом 𝐿, якщо
[𝑦, 𝑥] ∈ 𝐴 (вiдповiдно [𝑥, 𝑦] ∈ 𝐴) для будь-яких 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐿. Iншими словами,
якщо 𝐴 є лiвий (вiдповiдно правий) iдеал, тодi [𝐿,𝐴] 6 𝐴 (вiдповiдно
[𝐴,𝐿] 6 𝐴).

Пiдалгебру 𝐴 з 𝐿 називають iдеалом 𝐿 (точнiше, двостороннiм iдеалом),
якщо вона є i лiвий, i правий iдеал, тобто [𝑥, 𝑦], [𝑦, 𝑥] ∈ 𝐴 для будь-яких
𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐿.

Якщо 𝐴 є iдеал 𝐿, можемо розглянути фактор-алгебру 𝐿/𝐴. Зрозумiло,
що ця фактор-алгебра є алгебра Лейбнiца.

Алгебра Лейбнiца 𝐿 має iдеал, який вiдiграє важливу роль в її будовi
Позначимо через Leib(𝐿) пiдпростiр, породжений елементами [𝑎, 𝑎], 𝑎 ∈ 𝐿.
Пiдпростiр Leib(𝐿) є iдеал 𝐿. Крiм того, 𝐿/Leib(𝐿) – алгебра Лi. I навпаки,
якщо 𝐻 є такий iдеал у 𝐿, що 𝐿/𝐻 – алгебра Лi, тодi Leib(𝐿) 6 𝐻. Iдеал
Leib(𝐿) називають ядром Лейбнiца алгебри 𝐿.

Наголосимо на ще однiй важливiй властивостi елементiв ядра Лейбнiца:[︀
[𝑎, 𝑎], 𝑥

]︀
=
[︀
𝑎, [𝑎, 𝑥]

]︀
−
[︀
𝑎, [𝑎, 𝑥]

]︀
= 0

для довiльних елементiв 𝑎, 𝑥 ∈ 𝐿. Вона доводить, що Leib(𝐿) є абелева
пiдалгебра 𝐿.

Пiдалгебру 𝐴 називають лiвим (вiдповiдно правим) субiдеалом 𝐿, якщо
iснує скiнченний ряд пiдалгебр

𝐴 = 𝐴0 6 𝐴1 6 . . . 6 𝐴𝑛 = 𝐿

такий, що 𝐴𝑗−1 є лiвий (вiдповiдно правий) iдеал 𝐴𝑗, де 1 6 𝑗 6 𝑛.
Аналогiчно, пiдалгебру 𝐴 називають субiдеалом 𝐿, якщо iснує скiнченний

ряд пiдалгебр
𝐴 = 𝐴0 6 𝐴1 6 . . . 6 𝐴𝑛 = 𝐿

такий, що 𝐴𝑗−1 є iдеал 𝐴𝑗, де 1 6 𝑗 6 𝑛.
Алгебру Лейбнiца 𝐿 називають 𝑇 -алгеброю, якщо вiдношення “бути

iдеалом” є транзитивне. Iншими словами, якщо 𝐴 є iдеал 𝐿 та 𝐵 є iдеал 𝐴,
тодi 𝐵 є iдеал 𝐿. Звiдси випливає, що в 𝑇 -алгебрах Лейбнiца кожен субiдеал
є iдеалом.
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Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца. Визначимо нижнiй центральний ряд для 𝐿

𝐿 = 𝛾1(𝐿) > 𝛾2(𝐿) > . . . 𝛾𝛼(𝐿) > 𝛾𝛼+1(𝐿) > . . . 𝛾𝛿(𝐿),

за таким правилом: 𝛾1(𝐿) = 𝐿, 𝛾2(𝐿) = [𝐿,𝐿], далi рекурсивно
𝛾𝛼+1(𝐿) = [𝐿, 𝛾𝛼(𝐿)] для усiх порядкових 𝛼 i 𝛾𝜆(𝐿) =

⋂︀
𝜇<𝜆

𝛾𝜇(𝐿) для граничних

𝜆. Можна показати, що кожен член цього ряду є iдеалом 𝐿. Останнiй член
𝛾𝛿(𝐿) називають нижнiм гiпоцентром 𝐿. Маємо 𝛾𝛿(𝐿) = [𝐿, 𝛾𝛿(𝐿)].

Якщо 𝛼 = 𝑘 – додатне цiле число, тодi 𝛾𝑘(𝐿) = [𝐿, [𝐿, . . . [𝐿,𝐿] . . .]] –
лiвонормований комутант 𝑘 екземплярiв 𝐿.

Aлгебру Лейбнiца 𝐿 називають нiльпотентною, якщо iснує додатне
цiле 𝑘 таке, що 𝛾𝑘(𝐿) = ⟨0⟩. Бiльш детально, алгебру 𝐿 називатимемо
нiльпотентною iз класом нiльпотентностi c, якщо 𝛾c+1(𝐿) = ⟨0⟩, але
𝛾c(𝐿) ̸= ⟨0⟩. Клас нiльпотентностi алгебри 𝐿 позначатимемо через ncl(𝐿).

Визначимо лiвий (вiдповiдно правий) центр 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) (вiдповiдно 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿))
алгебри Лейбнiца 𝐿 таким чином:

𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = {𝑥 ∈ 𝐿 | [𝑥, 𝑦] = 0 для усiх 𝑦 ∈ 𝐿}
(вiдповiдно

𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = {𝑥 ∈ 𝐿 | [𝑦, 𝑥] = 0 для усiх 𝑦 ∈ 𝐿}).
Зазначимо, що лiвий центр алгебри 𝐿 є iдеалом, проте, це не так для

правого центра. Бiльше того, Leib(𝐿) 6 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿), отже, 𝐿/𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) є алгебра
Лi. У загальному випадку лiвий i правий центри є рiзними; вони навiть
можуть мати рiзну вимiрнiсть. Бiльше того, лiвий центр є iдеалом на вiдмiну
вiд правого, який у загальному випадку не є iдеалом. Вiдповiдний приклад
можна знайти в працi [41].

Центр 𝜁(𝐿) алгебри Лейбнiца 𝐿 визначимо таким чином:

𝜁(𝐿) = {𝑥 ∈ 𝐿 | [𝑥, 𝑦] = 0 = [𝑦, 𝑥] для усiх 𝑦 ∈ 𝐿}.
Центр є iдеалом у 𝐿, що, зокрема, дозволяє розглядати фактор-алгебру

𝐿/𝜁(𝐿).
Алгебру Лейбнiца 𝐿 називають абелевою, якщо [𝑥, 𝑦] = 0 для будь-яких

елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿. Зазначимо, що лiвий i правий центри є абелевi пiдалгебри.
Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца. Що стосується алгебр Лi, то можна

визначити такi радикали [4]. Пiдалгебру Nil(𝐿), породжену всiма
нiльпотентними iдеалами 𝐿, називають нiль-радикалом 𝐿. Очевидно, що
Nil(𝐿) є iдеал 𝐿.
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Якщо 𝐿 = Nil(𝐿), тодi 𝐿 називатимемо нiль-алгеброю Лейбнiца.
Кожна нiльпотентна алгебра Лейбнiца є нiль-алгеброю, але навпаки,

це не є вiрним, навiть для алгебри Лi. Зауважимо також, що якщо 𝐿 є
скiнченновимiрною нiль-алгеброю, то 𝐿 є нiльпотентна.

Пiдалгебру Ba(𝐿), яка породжена всiма нильпотентними субiдеалами
з 𝐿, називають радiкалом Бера 𝐿. Зрозумiло, що Ba(𝐿) є iдеал 𝐿 та
Nil(𝐿) 6 Ba(𝐿). Якщо 𝐿 = Ba(𝐿), тодi алгебру Лейбнiца 𝐿 називають
алгебра Бера. Кожна нiль-алгебра є алгебра Бера, утiм це не є вiрним навiть
для алгебри Лi (див., наприклад, [4, Theorem 6.4.5]).

Алгебру Лейбнiца 𝐿 називають гiперабелевою, якщо вона має зростаючий
ряд

⟨0⟩ = 𝐿0 6 𝐿1 6 . . . 6 𝐿𝛼 6 𝐿𝛼+1 6 . . . 6 𝐿𝛾 = 𝐿

iдеалiв, фактори яких 𝐿𝛼+1/𝐿𝛼 абелевi для всiх 𝛼 < 𝛾. Якщо цей ряд
скiнченний, то 𝐿 називають розв’язною алгеброю Лейбнiца. Очевидно, що
кожна нiль-алгебра гiперабелева.

Алгебру Лейбнiца 𝐿 називають екстраспецiальною, якщо вона
задовольняє такi умови:

• 𝜁(𝐿) має вимiрнiсть 1;

• 𝐿/𝜁(𝐿) є абелева.

Визначимо верхнiй центральний ряд

⟨0⟩ = 𝜁0(𝐿) 6 𝜁1(𝐿) 6 𝜁2(𝐿) 6 . . . 6 𝜁𝛼(𝐿) 6 𝜁𝛼+1(𝐿) 6 . . . 6 𝜁𝛾(𝐿) = 𝜁∞(𝐿)

алгебри Лейбнiца 𝐿 за такими правилами: 𝜁1(𝐿) = 𝜁(𝐿) – центр
𝐿, i рекурсивно 𝜁𝛼+1(𝐿)/𝜁𝛼(𝐿) = 𝜁

(︀
𝐿/𝜁𝛼(𝐿)

)︀
для усiх порядкових 𝛼,

𝜁𝜆(𝐿) =
⋃︀
𝜇<𝜆

𝜁𝜇(𝐿) для граничних 𝜆. За побудовою кожен член цього ряду

є iдеал у 𝐿. Останнiй його член 𝜁∞(𝐿) називають верхнiм гiперцентром
алгебри 𝐿. Алгебру Лейбнiца 𝐿 називають гiперцентральною, якщо вона
збiгається з верхнiм гiперцентром.

Алгебру Лейбнiца 𝐿 називають скiнченновимiрна, якщо вимiрнiсть 𝐿 як
векторного простору над 𝐹 скiнченна.

Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца, 𝑀 – непорожня пiдмножина 𝐿 i 𝐻 –
пiдалгебра 𝐿.
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Покладемо
Annleft

𝐻 (𝑀) = {𝑎 ∈ 𝐻 | [𝑎,𝑀 ] = 0},

Annright
𝐻 (𝑀) = {𝑎 ∈ 𝐻 | [𝑀,𝑎] = 0}.

Пiдмножину Annleft
𝐻 (𝑀) називають лiвим анулятором або лiвим

централiзатором 𝑀 у пiдалгебрi 𝐻.
Пiдмножину Annright

𝐻 (𝑀) називають правим анулятором або правим
централiзатором 𝑀 у пiдалгебрi 𝐻.

Перетин

Ann𝐻(𝑀) = Annleft
𝐻 (𝑀) ∩Annright

𝐻 (𝑀) = {𝑎 ∈ 𝐻 | [𝑎,𝑀 ] = ⟨0⟩ = [𝑀,𝑎]}
називають анулятором або централiзатором 𝑀 у пiдалгебрi 𝐻.

Усi цi пiдмножини є пiдалгебри 𝐿. Бiльше того, якщо 𝑀 є лiвий iдеал 𝐿,
тодi Annleft

𝐿 (𝑀) є лiвий iдеал 𝐿. Якщо 𝑀 є правий iдеал 𝐿, тодi Annright
𝐿 (𝑀)

є правий iдеал. Тодi Ann𝐿(𝑀) є iдеал 𝐿 (для наочного прикладу див. [37]).
Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца. Перетин максимальних пiдалгебр 𝐿

називають пiдалгеброю Фраттiнi 𝐿. Позначатимемо через Frat(𝐿). Якщо
𝐿 не мiстить максимальних пiдалгебр, тодi 𝐿 = Frat(𝐿).

Iз кожною пiдалгеброю 𝐴 алгебри Лейбнiца 𝐿 природно пов’язанi два
iдеали: iдеал 𝐴𝐿 який є перетином усiх iдеалiв, включаючи 𝐴 (який є iдеалом,
породжений 𝐴), i iдеал Core𝐿(𝐴), який є сумою всiх iдеалiв, якi мiстяться в
𝐴.

Пiдалгебру 𝐴 алгебри 𝐿 називають контраiдеалом 𝐿, якщо 𝐴𝐿 = 𝐿.
Алгебру Лейбнiца 𝐿 називають квазiпростою, якщо центральна фактор-

алгебра 𝐿/𝜁(𝐿) проста i 𝐿 = [𝐿,𝐿].
Якщо dim𝐹 (𝐿) = 1, тодi 𝐿 абелева алгебра Лi, так 𝐿 = 𝐹𝑎 для деякого

елемента 𝑎 i [𝑎, 𝑎] = 0.
Якщо dim𝐹 (𝐿) = 2 та 𝐿 не є алгебра Лi, тодi є такi двi неiзоморфнi

алгебри Лейбнiца:

𝐿1 = 𝐹𝑎+ 𝐹𝑏, [𝑎, 𝑎] = 𝑏, [𝑏, 𝑎] = [𝑎, 𝑏] = [𝑏, 𝑏] = 0

та
𝐿2 = 𝐹𝑐+ 𝐹𝑑, [𝑐, 𝑐] = [𝑐, 𝑑] = 𝑑, [𝑑, 𝑐] = [𝑑, 𝑑] = 0

(див., наприклад [37]).
Алгебри Лейбнiца вимiрностi 3 є розв’язними, тому першим природним

кроком є розгляд нiльпотентних алгебр.
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4.2 Нiльпотентнi алгебри Лейбнiца вимiрностi 3

Припустимо, що 𝐿 нiльпотентна. Iз того що ncl(𝐿) 6 dim𝐹 (𝐿), випливає,
що ncl(𝐿) 6 3.

Нам буде потрiбна така важлива властивiсть пiдалгебр Фраттiнi.

Твердження 4.1. Нехай 𝐿 – скiнченновимiрна алгебра Лейбнiца над полем
𝐹 . Якщо 𝐿 є нiльпотентна, тодi [𝐿,𝐿] = Frat(𝐿).

Дiйсно, оскiльки 𝐿 є нiльпотентна, кожна максимальна пiдалгебра 𝐿 є
iдеалом [8, Лема 2.2], отже, можемо застосувати твердження 7 з роботи [37].

Теорема 4.1. Нехай 𝐿 – нiльпотентна алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо
𝐿 не є алгебра Лi та ncl(𝐿) = 3 = dim𝐹 (𝐿), тодi 𝐿 має базис {𝑎, 𝑏, 𝑐} такий,
що [𝑎, 𝑎] = 𝑏, [𝑎, 𝑏] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = [𝑏, 𝑏] = [𝑐, 𝑐] = 0. Бiльше
того, Leib(𝐿) = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝐹𝑏 ⊕ 𝐹𝑐, 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝛾3(𝐿) = 𝐹𝑐.
Зокрема, 𝐿 є нiльпотентна циклiчна алгебра Лейбнiца.

Доведення. Оскiльки 𝛾1(𝐿) = 𝐿 ̸= 𝛾2(𝐿) = [𝐿,𝐿] ̸= 𝛾3(𝐿) ̸= ⟨0⟩, випливає,
що dim𝐹

(︀
𝛾2(𝐿)

)︀
= 2, а dim𝐹

(︀
𝛾3(𝐿)

)︀
= 1 = dim𝐹

(︀
𝐿/𝛾2(𝐿)

)︀
. Нехай 𝑎 –

елемент iз 𝐿 такий, що 𝑎 /∈ 𝛾2(𝐿). Тодi згiдно iз твердженням 4.1 𝐿 є
циклiчна алгебра, яка породжена елементом 𝑎. Покладемо 𝑏 = [𝑎, 𝑎], тодi
𝑏 ∈ 𝛾2(𝐿) = [𝐿,𝐿] та 𝑏 ∈ Leib(𝐿). Звiдси випливає, що [𝑏, 𝑎] = 0. Якщо
припустимо, що [𝑎, 𝑏] = 0, тодi 𝑏 ∈ 𝜁(𝐿). Але у даному випадку 𝛾2(𝐿) 6 𝜁(𝐿)

i 𝛾3(𝐿) = ⟨0⟩, що суперечить нашому припущенню. Отже, [𝑎, 𝑏] = 𝑐 ̸= 0. Тодi
𝑐 ∈ 𝛾3(𝐿), це доводить, що 𝛾3(𝐿) = 𝐹𝑐 та [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = 0.

Випадок, коли ncl(𝐿) = 2 розглянемо як два пiдвипадки. Перший: iснує
елемент 𝑏 /∈ 𝛾2(𝐿) = [𝐿,𝐿] такий, що [𝑏, 𝑏] = 0. Другий: [𝑑, 𝑑] ̸= 0 для кожного
елемента 𝑑 /∈ 𝛾2(𝐿). У другому випадку [𝑑, 𝑑] є ненульовим елементом iз
𝜁(𝐿). Тодi 𝜁(𝐿) = 𝐹 [𝑑, 𝑑] 6 ⟨𝑑⟩. Iз того, що фактор-алгебра 𝐿/𝜁(𝐿) є
абелева, випливає, що циклiчна пiдалгебра ⟨𝑑⟩ є iдеал. Тодi й кожна ненульова
пiдалгебра 𝐿 є iдеал.

У наступних двох теоремах розглянемо обидва цi пiдвипадки окремо.
Далi пiд 𝐿 = 𝐴⊕𝐵 розумiтимемо, що 𝐿 є пряма сума пiдпросторiв 𝐴 та

𝐵 або пiдалгебр 𝐴 i 𝐵. Якщо 𝐿 = 𝐴 ⊕ 𝐵 й 𝐴 є iдеалом 𝐿, а 𝐵 є пiдалгебра
𝐿, говоритимемо, що 𝐿 є напiвпряма сума 𝐴 та 𝐵 i застосовуватимемо таке
позначення: 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵.

74



Теорема 4.2. Нехай 𝐿 – нiльпотентна алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є алгебра Лi, dim𝐹 (𝐿) = 3, ncl(𝐿) = 2 i 𝐿 має
елемент 𝑏 /∈ 𝛾2(𝐿) такий, що [𝑏, 𝑏] = 0. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких
типiв:

I. 𝐿 = 𝐴⊕𝐵, де 𝐴, 𝐵 – iдеали, 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎⊕𝐹𝑐 – циклiчна
нiльпотентна пiдалгебра, [𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = 0. Бiльше того,
Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝐹𝑐, 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑏⊕ 𝐹𝑐.

II. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 є циклiчна нiльпотентна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = 0, 𝐵 – абелева пiдалгебра, 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0

та [𝑎, 𝑏] = 𝑐, [𝑏, 𝑎] = 0 = [𝑏, 𝑐] = [𝑐, 𝑏]. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] =

= 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐 i 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑏⊕ 𝐹𝑐.

III. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 є циклiчна нiльпотентна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = 0, 𝐵 – абелева пiдалгебра, 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0

i [𝑎, 𝑏] = 𝑐, [𝑏, 𝑎] = 𝛾𝑐, 𝛾 ̸= 0, [𝑏, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] = 0. Бiльше того,
Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐.

Доведення. З того що 𝛾3(𝐿) = ⟨0⟩, випливає, що 𝛾2(𝐿) = [𝐿,𝐿] 6 𝜁(𝐿).
Включення Leib(𝐿) 6 𝛾2(𝐿) доводить, що dim𝐹

(︀
𝛾2(𝐿)

)︀
≥ 1. Якщо

припустимо, що dim𝐹

(︀
𝐿/𝛾2(𝐿)

)︀
= 1, тодi твердження 4.1 доводить, що

𝐿 є циклiчною алгеброю. Але у даному випадку маємо, що dim𝐹 (𝐿) = 2.
Отже, 𝐿/𝛾2(𝐿) не є циклiчна, таким чином, dim𝐹

(︀
𝐿/𝛾2(𝐿)

)︀
= 2. Покладемо

𝐾 = 𝛾2(𝐿). Iз того що 𝐿 не є алгебра Лi, iснує елемент 𝑎 такий, що
[𝑎, 𝑎] = 𝑐 ̸= 0. Включення 𝐾 6 𝜁(𝐿) доводить, що 𝑎 /∈ 𝐾. Оскiльки
dim𝐹

(︀
𝐿/𝛾2(𝐿)

)︀
= 2, то випливає, що 𝐾 = 𝐹𝑐. Оскiльки 𝐿/𝐾 є абелева,

то це означає, що [𝑎, 𝑥], [𝑥, 𝑎] ∈ 𝐾 = 𝐹𝑐 6 ⟨𝑎⟩ для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐿.
Це доводить, що пiдалгебра 𝐴 = ⟨𝑎⟩ = 𝐹𝑎⊕ 𝐹𝑐 є iдеал 𝐿.

У результатi вибору елемента 𝑎 одержуємо, що 𝑏 /∈ ⟨𝑎⟩, так що 𝐿 = 𝐴⊕𝐹𝑏.
Рiвнiсть [𝑏, 𝑏] = 0 доводить, що пiдалгебра ⟨𝑏⟩ абелева, отже, ⟨𝑏⟩ = 𝐹𝑏. Таким
чином, 𝐿 є напiвпряма сума iдеалiв ⟨𝑎⟩ i одновимiрної абелевої пiдалгебри
𝐹𝑏. Маємо такi можливостi для комутаторiв [𝑎, 𝑏] та [𝑏, 𝑎].

(i) [𝑎, 𝑏] = [𝑏, 𝑎] = 0, у цьому випадку пiдалгебра ⟨𝑏⟩ є iдеал, а 𝐿 – пряма сума
двох iдеалiв: 𝐿 = (𝐹𝑐⊕ 𝐹𝑎)⊕ 𝐹𝑏, так що 𝐿 є алгебра Лейбнiца типу I.
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(ii) [𝑎, 𝑏] = 𝛼𝑐, [𝑏, 𝑎] = 𝛽𝑐, де (𝛼, 𝛽) ̸= (0, 0). Якщо 𝛼 ̸= 0 (вiдповiдно 𝛽 ̸= 0),
тодi можемо замiнити елемент 𝑏 на 𝑏1 = 𝛼−1𝑏 (вiдповiдно на 𝑏1 = 𝛽−1𝑏).
Зрозумiло, що 𝐿 = ⟨𝑎⟩⊕𝐹𝑏1 та [𝑎, 𝑏1] = 𝑐, [𝑏1, 𝑏1] = 0 (вiдповiдно [𝑏1, 𝑎] = 𝑐,
[𝑏1, 𝑏1] = 0). Розглянемо зараз два випадки:

(𝑖𝑖𝑎)[𝑎, 𝑏] = 𝑐, [𝑏, 𝑎] = 0,

(𝑖𝑖𝑏)[𝑎, 𝑏] = 0, [𝑏, 𝑎] = 𝑐.

У другому випадку покладемо 𝑎1 = 𝑎, 𝑏1 = 𝑎− 𝑏, матимемо
[𝑏1, 𝑏1] = [𝑎− 𝑏, 𝑎− 𝑏] = [𝑎, 𝑎]− [𝑏, 𝑎]− [𝑎, 𝑏] + [𝑏, 𝑏] = 𝑐− 𝑐 = 0,

[𝑎1, 𝑏1] = [𝑎, 𝑎− 𝑏] = [𝑎, 𝑎]− [𝑎, 𝑏] = 𝑐− 0 = 𝑐,

[𝑏1, 𝑎1] = [𝑎− 𝑏, 𝑎] = [𝑎, 𝑎]− [𝑏, 𝑎] = 𝑐− 𝑐 = 0.

Це доводить, що в кожнiй ситуацiї (iia) та (iib) прийдемо до однiєї i тiєї
ж алгебри. Таким чином, одержуємо алгебру Лейбнiца типiв II i III.

У другому пiдвипадку розглянули ситуацiю, коли [𝑑, 𝑑] є ненульовий
елемент iз 𝜁(𝐿) для кожного елемента 𝑑 /∈ 𝜁(𝐿). Як зазначали ранiше, у
цьому випадку кожна ненульова пiдалгебра 𝐿 є iдеал.

Теорема 4.3. Нехай 𝐿 – нiльпотентна алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є алгебра Лi, dim𝐹 (𝐿) = 3, ncl(𝐿) = 2 i [𝑑, 𝑑] ̸= 0

для кожного елемента 𝑑 /∈ 𝛾2(𝐿) такий, що [𝑏, 𝑏] = 0. Тодi 𝐿 є алгеброю
одного з таких типiв:

I. 𝐿 = 𝐴 + 𝐵, де 𝐴, 𝐵 – нiльпотентнi iдеали, 𝐴 = ⟨𝑎⟩, 𝐵 = ⟨𝑏⟩,
𝐴∩𝐵 = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐, [𝑎, 𝑎] = [𝑏, 𝑏] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = [𝑎, 𝑏] =

= [𝑏, 𝑎] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) =

= 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐, char(𝐹 ) ̸= 2 i рiвнiсть 𝑋2 + 1 = 0 не має розв’язкiв у 𝐹 .

II. 𝐿 = 𝐴 + 𝐵, де 𝐴, 𝐵 – нiльпотентнi iдеали, 𝐴 = ⟨𝑎⟩, 𝐵 = ⟨𝑏⟩,
𝐴 ∩ 𝐵 = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐, [𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑏, 𝑏] = 𝜌𝑐, де 𝜌 – примiтивний корiнь
iз одиницi степенi |𝐹 |−1, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = [𝑎, 𝑏] = [𝑏, 𝑎] = 0.
Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐,
char(𝐹 ) ̸= 2.

III. 𝐿 = 𝐴 + 𝐵, де 𝐴, 𝐵 – нiльпотентнi iдеали, 𝐴 = ⟨𝑎⟩, 𝐵 = ⟨𝑏⟩,
𝐴 ∩ 𝐵 = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐, [𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑏], [𝑏, 𝑏] = 𝜂𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] =

= [𝑏, 𝑐] = [𝑏, 𝑎] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) =

= 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐 i полiном 𝑋2 +𝑋 + 𝜂 не має коренiв у полi 𝐹 .
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Доведення. Як i в теоремi 4.2 𝛾2(𝐿) = [𝐿,𝐿] 6 𝜁(𝐿), Leib(𝐿) 6 𝛾2(𝐿),
dim𝐹

(︀
𝛾2(𝐿)

)︀
= 1, отже, dim𝐹

(︀
𝐿/𝛾2(𝐿)

)︀
= 2. Покладемо 𝐾 = 𝛾2(𝐿). Нехай

𝑎 /∈ 𝐾, тодi [𝑎, 𝑎] = 𝑐 ̸= 0. Оскiльки dim𝐹

(︀
𝛾2(𝐿)

)︀
= 1, то 𝐾 = 𝐹𝑐. Так

як 𝐿/𝐾 є абелева випливає, що [𝑎, 𝑥], [𝑥, 𝑎] ∈ 𝐾 = 𝐹𝑐 6 ⟨𝑎⟩ для кожного
елемента 𝑥 ∈ 𝐿. Це доводить, що пiдалгебра 𝐴 = ⟨𝑎⟩ = 𝐹𝑎⊕ 𝐹𝑐 є iдеал 𝐿.

Виберемо елемент 𝑏 /∈ ⟨𝑎⟩. Тодi пiдмножина {𝑐, 𝑎, 𝑏} – базис 𝐿. За нашими
умовами [𝑏, 𝑏] = 𝜂𝑐 i 𝜂 ̸= 0. Розглянемо елементи [𝑎, 𝑏] та [𝑏, 𝑎]. Припустимо,
що [𝑎, 𝑏] = [𝑏, 𝑎] = 0. Оскiльки 𝐹 є скiнченний, то 𝐺 = 𝐹∖{0} є циклiчна
група вiдносно множення порядку 𝑞 = |𝐹 | − 1. Припустимо, що 𝜂 ∈ 𝐺2. Тодi
𝜂 = 𝜅2 для деяких елементiв 0 ̸= 𝜅 ∈ 𝐹 . Покладемо 𝑏1 = 𝜅−1𝑏, тодi

[𝑏1, 𝑏1] = [𝜅−1𝑏, 𝜅−1𝑏] = 𝜅−2[𝑏, 𝑏] = 𝜅−2𝜂𝑐 = 𝜅−2𝜅2𝑐 = 𝑐.

Зокрема, якщо char(𝐹 ) = 2, тодi 𝐺2 = 𝐺. Вiзьмемо довiльний елемент
𝑑 = 𝜆𝑎+ 𝜇𝑏1, де 𝜆 ̸= 0, 𝜇 ̸= 0, знайдемо [𝑑, 𝑑]. За такого вибору 𝑑 /∈ 𝜁(𝐿), так
що [𝑑, 𝑑] ̸= 0. Маємо

[𝑑, 𝑑] = [𝜆𝑎+ 𝜇𝑏1, 𝜆𝑎+ 𝜇𝑏1] =

= 𝜆2[𝑎, 𝑎] + 𝜆𝜇[𝑏1, 𝑎] + 𝜆𝜇[𝑎, 𝑏1] + 𝜇2[𝑏1, 𝑏1] = 𝜆2𝑐+ 𝜇2𝑐.

Припустимо, що 𝜆2 + 𝜇2 = 0. Оскiльки 𝜇 ̸= 0, одержуємо, що 𝑦2 + 1 = 0,
де 𝑦 = 𝜆𝜇−1. Таким чином, бачимо, що многочлен 𝑋2 + 1 не має коренiв у
полi 𝐹 . Оскiльки поле 𝐹 таке, що char(𝐹 ) = 2 многочлен 𝑋2+1 має корiнь 1,
характеристика поля 𝐹 не має дорiвнювати 2. Таким чином, одержуємо
алгебру Лейбнiца типу I.

Наприклад, якщо 𝐹 = F5, F13, рiвняння 𝑦2 + 1 = 0 має розв’язок, а якщо
𝐹 = F3, F7, F11, рiвняння 𝑦2 +1 = 0 не має розв’язкiв. Таким чином, бачимо,
що алгебри мають однаковi спiввiдношення, але рiзнi властивостi.

Розглянемо випадок, коли 𝜂 /∈ 𝐺2. Оскiльки 𝐺 є циклiчна, тодi 𝐺/𝐺2 –
циклiчна група порядку 2, така що 𝐺 = 𝐺2 ∪ 𝜌𝐺2, де 𝜌 є первiсний корiнь
степеня 𝑞. Тодi 𝜂 = 𝜌𝜅2 для деякого елемента 𝜅 ∈ 𝐹 . Покладемо 𝑏1 = 𝜅−1𝑏,
тодi

[𝑏1, 𝑏1] = [𝜅−1𝑏, 𝜅−1𝑏] = 𝜅−2[𝑏, 𝑏] = 𝜅−2𝜂𝑐 = 𝜅−2𝜌𝜅2𝑐 = 𝜌𝑐.

Як уже зазначали, у даному випадку char(𝐹 ) ̸= 2. Нехай 𝑑 = 𝜆𝑎 + 𝜇𝑏1,
де 𝜆 ̸= 0 та 𝜇 ̸= 0.
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Маємо
[𝑑, 𝑑] = [𝜆𝑎+ 𝜇𝑏1, 𝜆𝑎+ 𝜇𝑏1] =

= 𝜆2[𝑎, 𝑎] + 𝜇2[𝑏1, 𝑏1] =

= 𝜆2𝑐+ 𝜇2𝜌𝑐 = (𝜆2 + 𝜇2𝜌)𝑐.

Припустимо, що 𝜆2+𝜇2𝜌 = 0. Оскiльки 𝜇 ̸= 0, одержуємо, що 𝑦2+𝜌 = 0, де
𝑦 = 𝜆𝜇−1. З огляду на вибiр, 𝜌 є породжуючим елементом мультиплiкативної
циклiчної групи 𝐺 = 𝐹∖{0}, так що 𝜌 /∈ 𝐺2. Оскiльки ⟨𝜌⟩ 6 ⟨−𝜌⟩, −𝜌 /∈ 𝐺2.
Звiдси випливає, що рiвняння 𝑦2 +𝜌 = 0 не має розв’язкiв у 𝐹 . Тодi [𝑑, 𝑑] ̸= 0

для кожного елемента 𝑑 /∈ 𝐹𝑐. Як бачили вище, у даному випадку кожна
пiдалгебра 𝐿 є iдеалом. Таким чином, приходимо до алгебри Лейбнiца типу
II.

Припустимо, що [𝑏, 𝑎] = 𝛼𝑐 ̸= 0. Тодi 𝛼 ̸= 0. Покладемо 𝑏1 = 𝛼𝑎 − 𝑏, тодi
[𝑏1, 𝑎] = [𝛼𝑎− 𝑏, 𝑎] = 𝛼[𝑎, 𝑎]− [𝑏, 𝑎] = 𝛼𝑐− 𝛼𝑐 = 0. Тому далi припустимо, що
[𝑏, 𝑎] = 0.

Маємо [𝑎, 𝑏] = 𝛽𝑐 для деякого елемента 𝛽 ∈ 𝐹 . Випадок, коли 𝛽 = 0

уже розглянули. Нехай [𝑎, 𝑏] = 𝛽𝑐 ̸= 0. Покладемо 𝑏1 = 𝛽−1𝑏, тодi [𝑎, 𝑏1] =

= [𝑎, 𝛽−1𝑏] = 𝛽−1[𝑎, 𝑏] = 𝛽−1𝛽𝑐 = 𝑐. Нехай 𝑑 = 𝜆𝑎 + 𝜇𝑏, де 𝜆 ̸= 0 та 𝜇 ̸= 0.
Маємо

[𝑑, 𝑑] = [𝜆𝑎+ 𝜇𝑏1, 𝜆𝑎+ 𝜇𝑏1] =

= 𝜆2[𝑎, 𝑎] + 𝜆𝜇[𝑎, 𝑏1] + 𝜇2[𝑏1, 𝑏1] =

= 𝜆2𝑐+ 𝜆𝜇𝑐+ 𝜇2𝜂𝑐, де 𝜂 = [𝑏1, 𝑏1].

Припустимо, що 𝜆2 + 𝜆𝜇+ 𝜇2𝜂 = 0. Оскiльки 𝜇 ̸= 0, одержуємо рiвняння
𝑦2 + 𝑦 + 𝜂 = 0, де 𝑦 = 𝜆𝜇−1. Отже, бачимо, що многочлен 𝑋2 +𝑋 + 𝜂 не має
коренiв у полi 𝐹 . Таким чином, одержуємо алгебру Лейбнiца типу III.

Як бачимо, у цьому останньому випадку властивостi алгебри залежать
вiд того, чи має многочлен корiнь у полi 𝐹 , а також залежить вiд вибору
елемента 𝜂. Рiзниця з’являється навiть над полями однiєї характеристики.
Тому, якщо 𝐹 = F2, тодi для 𝜂 можливе лише одне значення 𝜂 = 1. Але це
рiвняння 𝑦2+𝑦+1 = 0 не має розв’язкiв у полi 𝐹 = F2. Отже, алгебра не має
елемента 𝑑 /∈ 𝐹𝑐 такого, що [𝑑, 𝑑] = 0. Звiдси випливає, що кожна пiдалгебра
𝐿 є iдеалом. Якщо 𝐹 = F4 i 𝜂1 = 1, тодi рiвняння 𝑦2 +𝑦+1 = 0 має розв’язок
у полi F4. У даному випадку алгебра 𝐿 має одновимiрну пiдалгебру, яка не є
iдеал.
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4.3 Алгебри Лейбнiца вимiрностi 3, якi не є

нiльпотентнi, iз одновимiрним ядром Лейбнiца

Наступним кроком є розгляд випадку, коли 𝐿 не є нiльпотентна.
Розглянемо алгебри Лейбнiца вимiрностi 3, якi не є алгебрами Лi. Звiдси
випливає, що Leib(𝐿) ̸= ⟨0⟩. Оскiльки Leib(𝐿) є абелевим iдеалом,
𝐿 ̸= Leib(𝐿). Отже, для Leib(𝐿) маємо лише два випадки:

1) dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 1,

2) dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 2.

У цьому пiдроздiлi розглянемо випадок, коли dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 1, так що

dim𝐹

(︀
𝐿/Leib(𝐿)

)︀
= 2.

Теорема 4.4. Нехай 𝐿 не є нiльпотентна алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є алгебра Лi, dim𝐹 (𝐿) = 3 та dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 1.

Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

I. 𝐿 = 𝐴⊕𝐵, де 𝐴, 𝐵 – iдеали, 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 – циклiчна пiдалгебра,
𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐, де [𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = [𝑎, 𝑏] =

= [𝑏, 𝑎] = [𝑐, 𝑐] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝐹𝑐, 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) =

= 𝐹𝑏⊕ 𝐹𝑐, 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑏.

II. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑎, 𝑏] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = [𝑏, 𝑎] = [𝑐, 𝑐] = 0. Бiльше
того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝐹𝑐, 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑏⊕ 𝐹𝑐, 𝜁(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = ⟨0⟩.

III. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑏, 𝑎] = [𝑏, 𝑐] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = [𝑐, 𝑐] = [𝑎, 𝑏] = 0. Бiльше
того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑐, 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝐹𝑏, 𝜁(𝐿) = ⟨0⟩.

IV. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑎, 𝑏] = 𝑎 = −[𝑏, 𝑎], [𝑏, 𝑐] = −2𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = [𝑐, 𝑐] = 0.
Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑐, 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = ⟨0⟩.

V. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑎, 𝑐] = 0, [𝑎, 𝑏] = 𝑎 + 𝛾𝑐, 𝛾 ∈ 𝐹 , [𝑏, 𝑎] = −𝑎 + 𝛾𝑐, [𝑏, 𝑐] = −2𝑐,
[𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = [𝑐, 𝑐] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑐,
𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = ⟨0⟩ як тiльки char(𝐹 ) ̸= 2 i 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐 як
тiльки char(𝐹 ) = 2.
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Доведення. Оскiльки 𝐿 не є алгебра Лi, тодi iснує елемент 𝑎 такий, що
[𝑎, 𝑎] = 𝑐 ̸= 0. Отже, 𝑐 ∈ 𝐾 = Leib(𝐿), так що 𝐾 = 𝐹𝑐. Iз включення
Leib(𝐿) 6 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) випливає, що [𝑐, 𝑦] = 0 для кожного елемента 𝑦 ∈ 𝐿,
зокрема [𝑐, 𝑎] = 0. 𝐴 пiдалгебра ⟨𝑎⟩ має вимiрнiсть 2, отже, [𝑎, 𝑐] = 0 або
[𝑎, 𝑐] = 𝑐 (наприклад, [37]). Припустимо, що алгебра Лi 𝐿/𝐾 є абелева та
нехай, по-перше [𝑎, 𝑐] = 0. Також припустимо, що є елемент 𝑏 /∈ ⟨𝑎⟩ такий,
що [𝑏, 𝑏] = 0. Iз того, що 𝐿/𝐾 є абелевий випливає, що [𝑎, 𝑏], [𝑏, 𝑎] ∈ 𝐹𝑐. Якщо
[𝑎, 𝑏] = 0 = [𝑏, 𝑎], тодi пiдалгебра ⟨𝑏⟩ = 𝐹𝑏 є iдеалом i 𝐿 – пряма сума двох
пiдалгебр: 𝐿 = (𝐹𝑎⊕ 𝐹𝑐)⊕ 𝐹𝑏. Оскiльки 𝐿 не є нiльпотентна, тодi для [𝑎, 𝑐]

залишається тiльки один варiант: [𝑎, 𝑐] = 𝑐. Таким чином, одержуємо алгебру
Лейбнiца типу I.

Нехай зараз [𝑎, 𝑏] = 𝛼𝑐, [𝑏, 𝑎] = 𝛽𝑐, де (𝛼, 𝛽) ̸= (0, 0). Якщо 𝛼 ̸= 0

(вiдповiдно 𝛽 ̸= 0), тодi можемо замiнити елемент 𝑏 на 𝑏1 = 𝛼−1𝑏 (вiдповiдно
𝑏1 = 𝛽−1𝑏). Очевидно 𝐿 = ⟨𝑎⟩ ⊕ 𝐹𝑏1 та [𝑎, 𝑏1] = 𝑐, [𝑏1, 𝑏1] = 0 (вiдповiдно
[𝑏1, 𝑎] = 𝑐, [𝑏1, 𝑏1] = 0). Розглянемо далi всi три ситуацiї.

(1) Припустимо, що [𝑎, 𝑏] = 𝑐, [𝑏, 𝑎] = 0. Тодi

[𝑏, 𝑐] =
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑎]

]︀
=
[︀
[𝑏, 𝑎], 𝑎

]︀
+
[︀
𝑎, [𝑏, 𝑎]

]︀
= 0.

Якщо припустимо, що [𝑎, 𝑐] = 0, тодi 𝐾 6 𝜁(𝐿), звiдси випливає, що
алгебра 𝐿 є нiльпотентна. Цю ситуацiю було розглянуто ранiше. Таким
чином, одержуємо алгебру Лейбнiца типу II.

(2) Припустимо, що [𝑎, 𝑏] = 0 та [𝑏, 𝑎] = 𝑐. Тодi

[𝑏, 𝑐] = [𝑏, [𝑎, 𝑎]
]︀
= [[𝑏, 𝑎], 𝑎] + [𝑎, [𝑏, 𝑎]

]︀
= [𝑐, 𝑎] + [𝑎, 𝑐] = [𝑎, 𝑐].

Якщо припустимо, що [𝑎, 𝑐] = 0, тодi 𝐾 6 𝜁(𝐿), тому знову приходимо
до нiльпотентного випадку. Таким чином, одержуємо алгебру Лейбнiца
типу III.

(3) Припустимо, що [𝑎, 𝑏] = 𝑐 та [𝑏, 𝑎] = 𝛽𝑐, де 𝛽 ̸= 0. Тодi

[𝑏, 𝑐] =
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑎]

]︀
=
[︀
[𝑏, 𝑎], 𝑎

]︀
+
[︀
𝑎, [𝑏, 𝑎]

]︀
= 𝛽[𝑐, 𝑎] + 𝛽[𝑎, 𝑐] = 𝛽[𝑎, 𝑐].

Водночас [𝑏, 𝑐] =
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑏]

]︀
=
[︀
[𝑏, 𝑎], 𝑏

]︀
+
[︀
𝑎, [𝑏, 𝑏]

]︀
= 𝛽[𝑐, 𝑏] + [𝑎, 0] = 0.

Якщо припустимо, що [𝑎, 𝑐] = 0, тодi 𝐾 6 𝜁(𝐿), тому знову приходимо
до нiльпотентного випадку. Тодi з рiвностi [𝑏, 𝑐] = 𝛽[𝑎, 𝑐] випливає, що
𝛽 = 0. Таким чином, одержуємо протирiччя, яке доводить, що останнiй
випадок неможливий.
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Припустимо тепер, що [𝑑, 𝑑] ̸= 0 для кожного елемента 𝑑 /∈ 𝐾. Звiдси
випливає, що [𝑑, 𝑑] є ненульовий елемент 𝐾. Тодi 𝐾 = 𝐹 [𝑑, 𝑑] 6 ⟨𝑑⟩. Оскiльки
фактор-алгебра 𝐿/𝐾 є абелева, тодi циклiчна пiдалгебра ⟨𝑑⟩ є iдеалом. Якщо
0 ̸= 𝑑 ∈ 𝐾, тодi ⟨𝑑⟩ = 𝐾, зокрема, ⟨𝑑⟩ є iдеалом. Тодi кожна
ненульова пiдалгебра 𝐿 є iдеалом. Але в даному випадку алгебра 𝐿 має бути
нiльпотентною ( [51, Theorem A]). Отже, цей випадок розглянуто ранiше.

Припустимо тепер, що dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 1 та алгебра Лi 𝐿/𝐾 не є

абелева. Отже, iснує елемент 𝑎 такий, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0. Оскiльки 𝐿/𝐾 –
алгебра Лi, [𝑎, 𝑎] ∈ 𝐾. Якщо припустимо, що 𝑎 + 𝐾 ∈ 𝜁(𝐿/𝐾),
тодi з рiвняння dim𝐹 (𝐿/𝐾) = 2 випливає, що 𝐿/𝐾 є абелева, отже,
одержуємо протирiччя. Таким чином, можемо знайти елемент 𝑦 такий, що
𝐾 ̸= [𝑎 + 𝐾, 𝑦 + 𝐾]. Оскiльки 𝐿/𝐾 – алгебра Лi вимiрностi 2, тодi
випливає, що 𝐿/𝐾 ̸= [𝐿/𝐾,𝐿/𝐾] (наприклад, [35, Chapter 1, Section 4]). Тодi
dim𝐹 ([𝐿/𝐾,𝐿/𝐾]) = 1. Покладемо 𝑑 = [𝑎, 𝑦], тодi [𝐿/𝐾,𝐿/𝐾] = ⟨𝑑 +𝐾⟩ =
= 𝐷/𝐾. Як зазначали ранiше 𝑑+𝐾 /∈ 𝜁(𝐿/𝐾). Маємо одну з двох ситуацiй:
⟨𝑑+𝐾⟩ = ⟨𝑎+𝐾⟩ або перетин ⟨𝑑+𝐾⟩ ∩ ⟨𝑎+𝐾⟩ є нульовий.

Розглянемо перший випадок, нехай ⟨𝑑 +𝐾⟩ = ⟨𝑎 +𝐾⟩. Припустимо, що
iснує елемент 𝑏 /∈ 𝐷 такий, що [𝑏, 𝑏] = 0. Тодi 𝐿 = 𝐷 ⊕ ⟨𝑏⟩, де пiдалгебра ⟨𝑏⟩
має вимiрнiсть 1, отже, ⟨𝑏⟩ = 𝐹𝑏. Оскiльки 𝑐 = [𝑎, 𝑎] ∈ 𝐾, то 𝐷 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐.
Так як 𝑎+𝐾 /∈ 𝜁(𝐿/𝐾), то [𝑎+𝐾, 𝑏+𝐾] ̸= 𝐾, отже, [𝑎+𝐾, 𝑏+𝐾] = 𝛿(𝑎+𝐾)

для деякого ненульового елемента 𝛿 ∈ 𝐹 . Покладемо 𝑏1 = 𝛿−1𝑏, тодi
[𝑎+𝐾, 𝑏1 +𝐾] = [𝑎+𝐾, 𝛿−1𝑏+𝐾] =

= 𝛿−1[𝑎+𝐾, 𝑏+𝐾] = 𝛿−1(𝑑+𝐾) =

= 𝛿−1𝛿(𝑎+𝐾) = 𝑎+𝐾.

Оскiльки [𝑏1, 𝑏1] = 𝛿−2[𝑏, 𝑏] = 0, припустимо, що [𝑎+𝐾, 𝑏+𝐾] = 𝑎+𝐾. Звiдси
випливає, що [𝑎, 𝑏] = 𝑎 + 𝛾𝑐 для деякого елемента 𝛾 ∈ 𝐹 . Оскiльки 𝐿/𝐾 –
алгебра Лi, [𝑏+𝐾, 𝑎+𝐾] = −[𝑎+𝐾, 𝑏+𝐾] = −𝑎+𝐾, так що [𝑏, 𝑎] = −𝑎+𝛾1𝑐

для деякого елемента 𝛾1 ∈ 𝐹 . Iз того, що 𝑐 ∈ Leib(𝐿) випливає, що [𝑐, 𝑥] = 0

для всiх 𝑥 ∈ 𝐿, зокрема [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = 0. Для елемента [𝑏, 𝑐] одержуємо
[𝑏, 𝑐] =

[︀
𝑏, [𝑎, 𝑎]

]︀
=
[︀
[𝑏, 𝑎], 𝑎

]︀
+
[︀
𝑎, [𝑏, 𝑎]

]︀
=

= [−𝑎+ 𝛾1𝑐, 𝑎] + [𝑎,−𝑎+ 𝛾1𝑐] =

= [−𝑎, 𝑎] + [𝑎,−𝑎] = −2𝑐.
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Далi [︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
=
[︀
𝑎, [𝑏, 𝑏]

]︀
−
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑏]

]︀
=

= −
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑏]

]︀
= −[𝑏, 𝑎+ 𝛾𝑐] =

= −[𝑏, 𝑎]− 𝛾[𝑏, 𝑐] = 𝑎− 𝛾1𝑐+ 2𝛾𝑐 =

= 𝑎+ (2𝛾 − 𝛾1)𝑐

та
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
= [𝑎+𝛾𝑐, 𝑏] = [𝑎, 𝑏] = 𝑎+𝛾𝑐, так що 𝑎+(2𝛾−𝛾1)𝑐 = 𝑎+𝛾𝑐, звiдси

випливає, що 𝛾1 = 𝛾.
Пiдалгебра ⟨𝑎⟩ має вимiрнiсть 2, тому у нас є два випадки:
(i) [𝑎, 𝑐] = 0

(ii) [𝑎, 𝑐] = 𝑐

(наприклад, див. [37]).
Якщо [𝑎, 𝑐] = 𝑐, тодi[︀

[𝑏, 𝑎], 𝑎
]︀
=
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑎]

]︀
−
[︀
𝑎, [𝑏, 𝑎]

]︀
=

= [𝑏, 𝑐]− [𝑎,−𝑎+ 𝛾1𝑐] =

= −2𝑐+ [𝑎, 𝑎]− 𝛾1[𝑎, 𝑐] =

= −2𝑐+ 𝑐− 𝛾1[𝑎, 𝑐]

та
[︀
[𝑏, 𝑎], 𝑎

]︀
= [−𝑎+ 𝛾1𝑐, 𝑎] = −𝑐, звiдси випливає, що −2𝑐+ 𝑐− 𝛾1[𝑎, 𝑐] = −𝑐,

так що 𝛾1 = 0. Отже, якщо [𝑎, 𝑐] = 𝑐, тодi одержуємо алгебру Лейбнiца
типу IV.

Якщо [𝑎, 𝑐] = 0, тодi одержуємо алгебру Лейбнiца типу V.
Припустимо тепер, що [𝑏, 𝑏] ̸= 0 для кожного елемента 𝑏 /∈ 𝐷. Як i ранiше,

можна вибрати елемент 𝑏 /∈ 𝐷 такий, що [𝑎 + 𝐾, 𝑏 + 𝐾] = 𝑎 + 𝐾. Звiдси
випливає, що [𝑎, 𝑏] = 𝑎 + 𝛾𝑐 для деякого елемента 𝛾 ∈ 𝐹 . Оскiльки 𝐿/𝐾 –
алгебра Лi, тодi

[𝑏+𝐾, 𝑎+𝐾] = −[𝑎+𝐾, 𝑏+𝐾] = −𝑎+𝐾,

так що [𝑏, 𝑎] = −𝑎 + 𝛾1𝑐 для деякого елемента 𝛾1 ∈ 𝐹 . Оскiльки [𝑏, 𝑏] ̸= 0, то
[𝑏, 𝑏] = 𝜂𝑐 для ненульового елемента 𝜂 ∈ 𝐹 . Iз того, що 𝑐 ∈ Leib(𝐿) випливає,
що [𝑐, 𝑥] = 0 для всiх 𝑥 ∈ 𝐿, зокрема [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = 0. Для елемента [𝑏, 𝑐]

одержуємо, що
[𝑏, 𝑐] =

[︀
𝑏, [𝑎, 𝑎]

]︀
=
[︀
[𝑏, 𝑎], 𝑎

]︀
+
[︀
𝑎, [𝑏, 𝑎]

]︀
=

= [−𝑎+ 𝛾1𝑐, 𝑎] + [𝑎,−𝑎+ 𝛾1𝑐] =

= [−𝑎, 𝑎] + [𝑎,−𝑎] = −2𝑐.
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Далi [︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
=
[︀
𝑎, [𝑏, 𝑏]

]︀
−
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑏]

]︀
=

= [𝑎, 𝜂𝑐]−
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑏]

]︀
= 𝜂[𝑎, 𝑐]− [𝑏, 𝑎+ 𝛾𝑐] =

= 𝜂[𝑎, 𝑐]− [𝑏, 𝑎]− 𝛾[𝑏, 𝑐] = 𝜂[𝑎, 𝑐] + 𝑎− 𝛾1𝑐+ 2𝛾𝑐 =

= 𝜂[𝑎, 𝑐] + 𝑎+ (2𝛾 − 𝛾1)𝑐.

Якщо [𝑎, 𝑐] = 0, тодi
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
= 𝑎 + (2𝛾 − 𝛾1)𝑐, якщо [𝑎, 𝑐] = 𝑐, тодi[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑏
]︀
= 𝑎+(𝜂+2𝛾− 𝛾1)𝑐. Водночас

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
= [𝑎+ 𝛾𝑐, 𝑏] = [𝑎, 𝑏] = 𝑎+ 𝛾𝑐,

так що 𝑎+ (2𝛾 − 𝛾1)𝑐 = 𝑎+ 𝛾𝑐 або 𝑎+ (𝜂 + 2𝛾 − 𝛾1)𝑐 = 𝑎+ 𝛾𝑐. Таким чином,
якщо [𝑎, 𝑐] = 0, тодi 𝛾1 = 𝛾, якщо [𝑎, 𝑐] = 𝑐, тодi 𝛾1 = 𝜂 + 𝛾.

Крiм того,[︀
[𝑏, 𝑎], 𝑎

]︀
=
[︀
𝑏, [𝑎, 𝑎]

]︀
−
[︀
𝑎, [𝑏, 𝑎]

]︀
= [𝑏, 𝑐]− [𝑎,−𝑎+ 𝛾1𝑐] =

= −2𝑐+ [𝑎, 𝑎]− 𝛾1[𝑎, 𝑐] = −2𝑐+ 𝑐− 𝛾1[𝑎, 𝑐] = −𝑐− 𝛾1[𝑎, 𝑐]

та
[︀
[𝑏, 𝑎], 𝑎

]︀
= [−𝑎 + 𝛾1𝑐, 𝑎] = −𝑐, звiдси випливає, що 𝛾1[𝑎, 𝑐] = 0. Зокрема,

якщо [𝑎, 𝑐] = 𝑐, тодi 𝛾1 = 0. Як бачили вище, у даному випадку 𝛾1 = 𝜂 + 𝛾,
тому 𝜂 = −𝛾. Припустимо, що [𝑎, 𝑐] = 𝑐 i розглянемо елемент 𝑎+𝑏+𝑐. Маємо

[𝑎+ 𝑏+ 𝑐, 𝑎+ 𝑏+ 𝑐] =

= [𝑎, 𝑎] + [𝑎, 𝑏] + [𝑎, 𝑐] + [𝑏, 𝑎] + [𝑏, 𝑏] + [𝑏, 𝑐] =

= 𝑐+ 𝑎+ 𝛾𝑐+ 𝑐− 𝑎− 𝛾𝑐− 2𝑐 = 0.

Оскiльки 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 /∈ 𝐷, то одержуємо протирiччя, яке доводить, що варiант,
коли [𝑎, 𝑐] = 𝑐 неможливий.

Отже, тодi [𝑎, 𝑐] = 0. Нехай 𝑥 = 𝜆𝑎+𝜇𝑏+𝜈𝑐 – довiльний елемент 𝐿 такий,
що 𝑥 /∈ 𝐷, де 𝜆, 𝜇, 𝜈 елементи з 𝐹 . Маємо

[𝜆𝑎+ 𝜇𝑏+ 𝜈𝑐, 𝜆𝑎+ 𝜇𝑏+ 𝜈𝑐] =

= 𝜆2[𝑎, 𝑎] + 𝜆𝜇[𝑎, 𝑏] + 𝜆𝜇[𝑏, 𝑎] + 𝜇2[𝑏, 𝑏] + 𝜇𝜈[𝑏, 𝑐] =

= 𝜆2𝑐+ 𝜆𝜇(𝑎+ 𝛾𝑐) + 𝜆𝜇(−𝑎+ 𝛾𝑐) + 𝜇2𝜂𝑐− 2𝜇𝜈𝑐 =

= (𝜆2 + 2𝜆𝜇𝛾 + 𝜇2𝜂 − 2𝜇𝜈)𝑐.

Розглянемо рiвняння 𝜆2 + 2𝜆𝜇𝛾 + 𝜇2𝜂 − 2𝜇𝜈 = 0. Якщо 𝐹 є скiнченне
поле характеристики 2, тодi одержуємо 𝜆2 + 𝜇2𝜂 = 0. Покладемо 𝜇 = 1, так
що 𝑥 /∈ 𝐷. Рiвняння 𝜆2 + 𝜂 = 0 має розв’язок у полi 𝐹 , тому що 𝐹 = F2.
Таким чином, якщо 𝐹 є скiнченне поле характеристики 2, тодi iснує елемент
𝑥 /∈ 𝐷 такий, що [𝑥, 𝑥] = 0, отже, одержуємо протирiччя. Припустимо тепер,
що char(𝐹 ) ̸= 2. Iз того, що char(𝐹 ) ̸= 2 випливає, що рiвняння 2𝑥 = 𝑎 має
розв’язок: 1

2𝑎 для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐹 . Покладемо 𝜆 = 𝜇 = 1, i тому
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приходимо до рiвняння 1 + 2𝛾 + 𝜂 − 2𝜈 = 0. Таким чином, якщо покладемо
𝜆 = 𝜇 = 1, тодi 𝜈 = 1

2(1 + 2𝛾 + 𝜂), а отже, 𝑥 /∈ 𝐷 та [𝑥, 𝑥] = 0, i знову
одержуємо протирiччя.

4.4 Циклiчна алгебра Лейбнiца вимiрностi 3, яка не є

нiльпотентна

Розглянемо випадок, коли 𝐿 не є нiльпотентна та dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 2.

Тут можливi два варiанти: 𝐿 є циклiчна алгебра Лейбнiца i 𝐿 не є циклiчна
алгебра Лейбнiца. Отже, розглянемо випадок, коли алгебра Лейбнiца
вимiрностi 3 – циклiчна.

Теорема 4.5. Нехай 𝐿 не є нiльпотентна циклiчна алгебра Лейбнiца
вимiрностi 3 над полем 𝐹 . Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

I. 𝐿 = 𝐷 ⊣ 𝐴, де 𝐷 = 𝐹𝑑, [𝑑, 𝑑] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна
нiльпотентна пiдалгебра, [𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑎, 𝑐] = 0, [𝑎, 𝑑] = 𝛿𝑑, 0 ̸= 𝛿 ∈ 𝐹 ,
[𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑑] = [𝑐, 𝑐] = [𝑑, 𝑐] = [𝑑, 𝑎] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] =

= 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑑⊕ 𝐹𝑐, 𝜁(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝐹𝑐.

II. 𝐿 = 𝐷 ⊣ 𝐵, де 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐷 = 𝐹𝑑 ⊕ 𝐹𝑐 – абелева пiдалгебра,
[𝑑, 𝑑] = [𝑑, 𝑐] = [𝑐, 𝑑] = [𝑐, 𝑐] = 0, [𝑏, 𝑐] = 𝑑, [𝑏, 𝑑] = 𝛾𝑑 + 𝛿𝑑, 0 ̸= 𝛾, 𝛿 ∈ 𝐹 ,
[𝑐, 𝑏] = [𝑑, 𝑏] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑑 ⊕ 𝐹𝑐,
𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝐹𝑏, 𝜁(𝐿) = ⟨0⟩.

Доведення. Оскiльки 𝐿 є циклiчна i має вимiрнiсть 3, отже, 𝐿 не може бути
алгеброю Лi. Нехай 𝑎 є елемент 𝐿 такий, що 𝐿 = ⟨𝑎⟩. Оскiльки 𝐿 не є алгебра
Лi, то [𝑎, 𝑎] = 𝑐 ̸= 0. Бiльше того, 𝑐 ∈ Leib(𝐿) 6 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿), це означає, що
[𝑐, 𝑥] = 0 для всiх 𝑥 ∈ 𝐿, зокрема [𝑐, 𝑎] = 0. Оскiльки 𝐿/Leib(𝐿) – це циклiчна
алгебра Лi, тобто dim𝐹

(︀
𝐿/Leib(𝐿)

)︀
= 1, так що dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 2. Якщо

припускаємо, що [𝑎, 𝑐] ∈ 𝐹𝑐, тодi ⟨𝑎⟩ = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐, так що dim𝐹 (𝐿) = 2,
отже, одержали протирiччя. Таким чином, 𝑑 = [𝑎, 𝑐] /∈ 𝐹𝑐, iз цього випливає,
що {𝑐, 𝑑} є базис 𝐾 = Leib(𝐿). Водночас [𝑑, 𝑎] = 0. Оскiльки 𝐾 є абелева
пiдалгера, то [𝑐, 𝑐] = [𝑐, 𝑑] = [𝑑, 𝑑] = [𝑑, 𝑐] = 0. Оскiльки 𝐾 є iдеал, [𝑎, 𝑑] ∈ 𝐾,
так що [𝑎, 𝑑] = 𝛾𝑐 + 𝛿𝑑. Якщо 𝛾 = 0 = 𝛿, тодi 𝐿 є циклiчна нiльпотентна
алгебра. Даний випадок було розглянуто ранiше. Припустимо тепер, що 𝛾 = 0
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i 𝛿 ̸= 0, тодi [𝑎, 𝑑] ∈ 𝐹𝑑, iз цього випливає, що 𝐷 = 𝐹𝑑 є iдеал 𝐿. Покладемо
𝑎1 = 𝑎− 𝛿−1𝑐, тодi

[𝑎1, 𝑎1] = [𝑎− 𝛿−1𝑐, 𝑎− 𝛿−1𝑐] = [𝑎, 𝑎]− 𝛿−1[𝑎, 𝑐] = 𝑐− 𝛿−1𝑑 = 𝑎2,

[𝑎1, 𝑎2] = [𝑎− 𝛿−11𝑐, 𝑐− 𝛿−1𝑑] = [𝑎, 𝑐]− 𝛿−1[𝑎, 𝑑] = 𝑑− 𝛿−1𝛿𝑑 = 0,

[𝑎1, 𝑑] = [𝑎− 𝛿−1𝑐, 𝑑] = [𝑎, 𝑑] = 𝛿𝑑.

Таким чином, можемо бачити, що ця пiдалгебра 𝐴 = ⟨𝑎1⟩ є нiльпотентою та
має вимiрнiсть 2, 𝐷∩𝐴 = ⟨0⟩, так що 𝐿 – напiвпряма сума iдеалу 𝐷 вимiрностi
1 i нiльпотентної пiдалгебри 𝐴 вимiрностi 2. Бiльше того, 𝐷 6 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿),
[𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = Leib(𝐿) = 𝐷 ⊕ [𝐴,𝐴]. Таким чином, одержуємо алгебру
Лейбнiца типу I.

Припустимо тепер, що якщо 𝛾 ̸= 0 та 𝛿 ̸= 0. Таким чином,
[𝑎, 𝑑] = 𝛾[𝑎, 𝑎] + 𝛿[𝑎, 𝑐] та 0 = [𝑎, 𝛾𝑎+ 𝛿𝑐− 𝑑]. Покладемо 𝑏 = 𝑎+ 𝛾−1𝛿𝑐− 𝛾−1𝑑,
тодi [𝑎, 𝑏] = 0. Далi

[𝑏, 𝑏] = [𝑎+ 𝛾−1𝛿𝑐− 𝛾−1𝑑, 𝑏] = [𝑎, 𝑏] + [𝛾−1𝛿𝑐− 𝛾−1𝑑, 𝑏] = 0,

так що ⟨𝑏⟩ = 𝐹𝑏. Оскiльки [𝑐, 𝑏] = [𝑑, 𝑏] = 0, 𝐹𝑏 = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿). Крiм того,
[𝑏, 𝑐] = [𝑎+ 𝛾−1𝛿𝑐− 𝛾−1𝑑, 𝑐] = [𝑎, 𝑐] = 𝑑,

[𝑏, 𝑑] = [𝑎+ 𝛾−1𝛿𝑐− 𝛾−1𝑑, 𝑑] = [𝑎, 𝑑] = 𝛾𝑐+ 𝛿𝑑.

Бачимо, що 𝐿 є напiвпряма сума абелевого iдеалу 𝐹𝑐 ⊕ 𝐹𝑑 вимiрностi 2 й
абелевої пiдалгебри 𝐹𝑏 вимiрностi 1. Бiльше того, 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑐 ⊕ 𝐹𝑑 =

= Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿], 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝐹𝑏. Таким чином, одержуємо алгебру
Лейбнiца типу II.

4.5 Алгебра Лейбнiца вимiрностi 3, яка не є

нiльпотентна, iз двовимiрним ядром Лейбнiца

Останнiм випадком нашого розгляду є той випадок, коли 𝐿 не є
нiльпотента i не є циклiчна, а також dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 2.

Тодi dim𝐹

(︀
𝐿/Leib(𝐿)

)︀
= 1. Зокрема, 𝐿/Leib(𝐿) є абелева.

Теорема 4.6. Нехай 𝐿 не є нiльпотентна i не є циклiчна алгебра Лейбнiца
вимiрностi 3 над полем 𝐹 . Припустимо, що 𝐿 не є алгебра Лi та
dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 2. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:
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I. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐷, де 𝐷 = 𝐹𝑑, [𝑑, 𝑑] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎⊕𝐹𝑐 – циклiчна нiльпотентна
пiдалгебра, [𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑎, 𝑑] = 𝑑, [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑐] = [𝑐, 𝑑] = [𝑑, 𝑐] =

= [𝑑, 𝑎] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑑 ⊕ 𝐹𝑐,
𝜁(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = ⟨0⟩.

II. Char(𝐹 ) ̸= 2, 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐷, де 𝐷 = 𝐹𝑑, [𝑑, 𝑑] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 –
циклiчна нiльпотентна пiдалгебра, [𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑎, 𝑑] = 𝑐 + 2𝑑,
[𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑑] = [𝑐, 𝑐] = [𝑑, 𝑐] = [𝑑, 𝑎] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] =

= 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑑⊕ 𝐹𝑐, 𝜁(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = ⟨0⟩.

Доведення. Покладемо 𝐾 = Leib(𝐿). Оскiльки 𝐿 не є алгебра Лi, iснує
елемент 𝑎 такий, що [𝑎, 𝑎] = 𝑐 ̸= 0. Тодi 𝑎 /∈ 𝐾, так що 𝐿 = 𝐾 ⊕ 𝐹𝑎. Iз
включення Leib(𝐿) 6 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) випливає, що [𝑐, 𝑦] = 0 для кожного елемента
𝑦 ∈ 𝐿, зокрема [𝑐, 𝑎] = 0. Для елемента [𝑎, 𝑐] маємо такi випадки:

1) [𝑎, 𝑐] = 0,
2) [𝑎, 𝑐] ∈ 𝐹𝑐,
3) [𝑎, 𝑐] /∈ 𝐹𝑐.
Переходимо до розгляду цих випадкiв. Виберемо елемент 𝑑 ∈ 𝐾 такий, що

𝐾 = 𝐹𝑐 ⊕ 𝐹𝑑. Оскiльки 𝐾 є абелева, отже, [𝑑, 𝑑] = 0 = [𝑐, 𝑑] = [𝑑, 𝑐]. Звiдси
випливає, що 𝑐 ∈ 𝜁(𝐿). Маємо [𝑑, 𝑎] = 0 та [𝑎, 𝑑] = 𝛾𝑐+ 𝛿𝑑. Якщо 𝛾 = 0, тодi
пiдалгебра ⟨𝑑⟩ = 𝐹𝑑 є iдеал. У даному випадку одержуємо, що 𝐿 = 𝐷⊕𝐴, де
𝐷 = 𝐹𝑑 є абелевий iдеал, 𝐷 6 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿), 𝐴 є нiльпотентна циклiчна пiдалгебра,
𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐, де [𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝐿,𝐿] = 𝐷 ⊕ [𝐴,𝐴] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) є абелевий iдеал.
Таким чином, одержали алгебру Лейбнiца типу I iз теореми 4.5.

Припустимо тепер, що 𝛾 ̸= 0. Покладемо 𝑑1 = 𝛾−1𝑑, тодi

[𝑎, 𝑑1] = 𝛾−1[𝑎, 𝑑] = 𝛾−1(𝛾𝑐+ 𝛿𝑑) = 𝑐+ 𝛿𝑑1.

Якщо припустимо, що 𝛿 = 0, тодi 𝐿/𝜁(𝐿) є абелова, 𝐿 – нiльпотентна. Цей
випадок розглянуто вище. Тому припускаємо, що 𝛿 ̸= 0. Маємо

[𝑎+ 𝑑1, 𝑎+ 𝑑1] = [𝑎, 𝑎] + [𝑎, 𝑑1] = 𝑐+ 𝑐+ 𝛿𝑑1 = 2𝑐+ 𝛿𝑑1.

Якщо char(𝐹 ) = 2, тодi 𝐹𝑑1 6 ⟨𝑎 + 𝑑1⟩, iз цього випливає, що 𝑎 ∈ ⟨𝑎 + 𝑑1⟩
та 𝑐 = [𝑎, 𝑎] ∈ ⟨𝑎 + 𝑑1⟩. Таким чином, бачимо, що в даному випадку
𝐿 є циклiчна алгебра. Припустимо, що char(𝐹 ) ̸= 2. Тодi з того, що
𝛿(𝑎 + 𝑑1) − [𝑎 + 𝑑1, 𝑎 + 𝑑1] ∈ ⟨𝑎 + 𝑑1⟩, одержуємо 𝛿𝑎 − 2𝑐 ∈ ⟨𝑎 + 𝑑1⟩. Звiдси
випливає, що 𝛿2𝑐 = [𝛿𝑎−2𝑐, 𝛿𝑎−2𝑐] ∈ ⟨𝑎+𝑑1⟩. Оскiльки 𝛿2 ̸= 0, 𝐹𝑐 6 ⟨𝑎+𝑑1⟩.
У свою чергу випливає, що 𝐹𝑑1 6 ⟨𝑎+ 𝑑1⟩, отже, 𝐿 є циклiчна.

86



Припустимо тепер, що 0 ̸= [𝑎, 𝑐] ∈ 𝐹𝑐. Тодi пiдалгебра ⟨𝑎⟩ має вимiрнiсть 2
та не є нiльпотентна. Тому можна припустити, що [𝑎, 𝑐] = 𝑐 (див., наприклад,
[37]). Виберемо елемент 𝑑 ∈ 𝐾 такий, що 𝐾 = 𝐹𝑐⊕𝐹𝑑. Оскiльки 𝐾 є абелева,
то [𝑑, 𝑑] = 0 = [𝑐, 𝑑] = [𝑑, 𝑐]. Маємо [𝑑, 𝑎] = 0 та [𝑎, 𝑑] = 𝛾𝑐 + 𝛿𝑑. Якщо
𝛾 = 0, тодi пiдалгебра ⟨𝑑⟩ = 𝐹𝑑 є iдеал. У даному випадку одержуємо, що
𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐴, де 𝐷 = 𝐹𝑑 є абелевий iдеал, 𝐷 6 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿), 𝐴 не є нiльпотентна
циклiчна пiдалгебра вимiрностi 2, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐, де [𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐],
[𝐿,𝐿] = 𝐷 ⊕ [𝐴,𝐴] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) є абелевий iдеал. Таким чином, одержуємо
алгебру Лейбнiца типу I.

Припустимо тепер, що 𝛾 ̸= 0. Покладемо 𝑑1 = 𝛾−1𝑑, тодi

[𝑎, 𝑑1] = 𝛾−1[𝑎, 𝑑] = 𝛾−1(𝛾𝑐+ 𝛿𝑑) = 𝑐+ 𝛿𝑑1.

Якщо припустимо, що 𝛿 = 0, тодi [𝑎, 𝑑1] ∈ 𝐹𝑐, звiдси випливає, що 𝐿/𝐹𝑐 є
абелева. У свою чергу випливає, що Leib(𝐿) 6 𝐹𝑐. Але в даному випадку
dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 1, одержуємо протирiччя. Воно доводить, що 𝛿 ̸= 0. Маємо

[𝑎+ 𝑑1, 𝑎+ 𝑑1] = [𝑎, 𝑎] + [𝑎, 𝑑1] = 𝑐+ 𝑐+ 𝛿𝑑1 = 2𝑐+ 𝛿𝑑1.

Якщо char(𝐹 ) = 2, тодi 𝐹𝑑1 6 ⟨𝑎 + 𝑑1⟩, iз цього випливає, що 𝑎 ∈ ⟨𝑎 + 𝑑1⟩
та 𝑐 = [𝑎, 𝑎] ∈ ⟨𝑎 + 𝑑1⟩. Таким чином, бачимо, що в даному випадку
𝐿 є циклiчна алгебра. Припустимо, що char(𝐹 ) ̸= 2. Тодi з того, що
𝛿(𝑎 + 𝑑1) − [𝑎 + 𝑑1, 𝑎 + 𝑑1] ∈ ⟨𝑎 + 𝑑1⟩, одержуємо 𝛿𝑎 − 2𝑐 ∈ ⟨𝑎 + 𝑑1⟩. Звiдси
випливає, що

(𝛿2 − 2𝛿)𝑐 = 𝛿2𝑐− 2𝛿𝑐 = [𝛿𝑎− 2𝑐, 𝛿𝑎− 2𝑐] ∈ ⟨𝑎+ 𝑑1⟩.
Вище продемонстровано, що 𝛿 ̸= 0. Якщо 𝛿 ̸= 2, тодi 𝐹𝑐 6 ⟨𝑎 + 𝑑1⟩. У

свою чергу випливає, що 𝐹𝑑1 6 ⟨𝑎+ 𝑑1⟩, знову одержуємо, що 𝐿 є циклiчна.
Припустимо, що 𝛿 = 2, iнакше кажучи [𝑎, 𝑑1] = 𝑐 + 2𝑑1. Отже, якщо 𝐿 не є
циклiчна, тодi 𝐿 є алгебра Лейбнiца типу II.

Припустимо тепер, що [𝑎, 𝑐] /∈ 𝐹𝑐. У даному випадку [𝑎, 𝑐] = 𝛼𝑐+𝛽𝑑, крiм
того 𝛽 ̸= 0. Отже, алгебра Лейбнiца 𝐿 циклiчна. Цей випадок розглянуто
вище.

Отже, теорему доведено.
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Висновки до роздiлу 4

Роздiл чотири присвячений опису алгебр Лейбнiца вимiрностi 3 над
скiнченними полями. Ця ситуацiя вкрай вiдрiзняється вiд описiв алгебр
Лейбнiца вимiрностi 3 над алгебраїчно замкненими полями, якi було
одержано до цього iншими алгебраїстами. Бiльш конкретно, було одержано
досить детальний опис алгебр Лейбнiца вимiрностi 3 над скiнченними полями
для наступних випадкiв: нiльпотентнi алгебри Лейбнiца, ненiльпотентнi
алгебри Лейбнiца iз одновимiрним ядром, ненiльпотентнi алгебри Лейбнiца
iз двовимiрним ядром, а також ненiльпотентнi циклiчнi алгебри Лейбнiца.
Тут також варто зауважити, що опис алгебр Лейбнiца вимiрностi 3 дуже
вiдрiзняється вiд опису алгебр Лi вимiрностi 3, що вказує на значну
вiдмiннiсть мiж цими типами алгебр.

Результати даного роздiлу анонсовано в [84, 85] та опублiковано у
працi [83].
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5 Про iдеали, субiдеали та контраiдеали в
алгебрах Лейбнiца

У цьому роздiлi розглянуто деякi узагальнено розв’язнi 𝑇 -алгебри
Лейбнiца й алгебри Лейбнiца, пiдалгебри яких є або iдеали, або контраiдеали.

5.1 Алгебри Лейбнiца, усi субiдеали яких є iдеали

Ситуацiя для алгебри Лейбнiца набагато складнiша i рiзноманiтнiша, нiж
для алгебр Лi. Наведемо кiлька простих прикладiв, якi це iлюструють. Нехай
𝐹 – довiльне поле, 𝐿 – векторний простiр над полем 𝐹 iз базисом {𝑎, 𝑐}.
Визначимо операцiю [,] на 𝐿 за таким правилом: [𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] =

= [𝑐, 𝑐] = 0. Тодi 𝐿 є циклiчна алгебра Лейбнiца, 𝐹𝑐 – ненульова пiдалгебра.
Крiм того, 𝐹𝑐 є центр 𝐿, зокрема 𝐹 є iдеал 𝐿. Таким чином, кожна пiдалгебра
𝐿 є iдеалом.

Розглянемо тепер 𝐹 = F2 i 𝐿 – алгебра Лейбнiца, яка побудована вище.
Покладемо 𝐴 = 𝐿⊕ 𝐹𝑣 i нехай [𝑣, 𝑣] = [𝑣, 𝑐] = [𝑐, 𝑣] = 0 та [𝑣, 𝑎] = [𝑎, 𝑣] = 𝑎.
Зауважимо, що 𝐴 – алгебра Лейбнiца, а 𝐿 – iдеал 𝐴. Бiльше того, якщо 𝐵

є ненульовий iдеал 𝐴 i 𝐿 не включає 𝐵, то 𝐵 = 𝐴. Як бачили вище, 𝐹𝑐 є
ненульовий iдеал 𝐿. Але 𝐹𝑐 = 𝜁(𝐿), таким чином, 𝐹𝑐 є iдеалом 𝐴. Отже, 𝐴
є 𝑇 -алгебра Лейбнiца.

Нехай знову 𝐹 = F2 та 𝐷 = 𝐿⊕ 𝐹𝑢. Покладемо [𝑢, 𝑢] = [𝑢, 𝑐] = [𝑐, 𝑢] = 0

та [𝑢, 𝑎] = [𝑎, 𝑢] = 𝑎+ 𝑐. Зауважимо, що 𝐷 – алгебра Лейбнiца, а 𝐿 – iдеал 𝐴.
Як зазначено вище, можна переконатися, що 𝐷 є 𝑇 -алгебра Лейбнiца.

5.1.1 Структура 𝑇 -алгебр Лейбнiца, якi є алгебрами Бера

Зазначимо, що в алгебрах Лейбнiца (як i в групах i алгебрах Лi) той
факт, що 𝛾c+1(𝐿) = ⟨0⟩, аналогiчний тому, що 𝜁c(𝐿) = 𝐿, тобто нижнiй i
верхнiй центральнi ряди в нiльпотентних алгебрах Лейбнiца мають однакову
довжину [41, Corollary 1 of Proposition 2].

Твердження 5.1. Нехай 𝐿 – нiльпотентна алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Тодi кожна пiдалгебра 𝐿 є субiдеал 𝐿.

Доведення. Нехай 𝐴 є пiдалгебра 𝐿, i нехай

⟨0⟩ = 𝜁0(𝐿) 6 𝜁1(𝐿) 6 𝜁2(𝐿) 6 . . . 6 𝜁𝑛(𝐿) = 𝐿
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є верхнiй центральний ряд 𝐿. Виберемо номер 𝑘 такий, що 𝜁𝑘−1(𝐿) 6 𝐴, але
𝐴 не включає 𝜁𝑘(𝐿). Оскiльки 𝐴 – пiдалгебра i 𝜁𝑘(𝐿) – iдеал 𝐿, сума
𝐴1 = 𝐴 + 𝜁𝑘(𝐿) є пiдалгебра. Звернемо увагу, що 𝐴 ̸= 𝐴1. Для довiльних
елементiв 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑧 ∈ 𝜁𝑘(𝐿) маємо [𝑎, 𝑧], [𝑧, 𝑎] ∈ 𝜁𝑘−1(𝐿) 6 𝐴. Кожен елемент
𝐴1 має вигляд 𝑑+ 𝑧, де 𝑑 ∈ 𝐴, 𝑧 ∈ 𝜁𝑘(𝐿). Тодi

[𝑎, 𝑑+ 𝑧] = [𝑎, 𝑧] + [𝑎, 𝑑] ∈ 𝐴.

Аналогiчно [𝑑 + 𝑧, 𝑎] ∈ 𝐴. Звiдси випливає, що 𝐴 є iдеал 𝐴1. За побудовою
𝜁𝑘(𝐿) 6 𝐴1. Застосовуючи аналогiчнi аргументи, i отже, пiсля скiнченного
числа крокiв, одержуємо, що 𝐴 є субiдеал 𝐿.

Наслiдок 5.1. Нехай 𝐿 є 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо 𝐿 є
нiльпотентна, тодi 𝐿 або абелева, або 𝐿 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де 𝑍 6 𝜁(𝐿) i
𝐸 є екстраспецiальна пiдалгебра, така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента
𝑎 /∈ 𝜁(𝐸).

Доведення. Дiйсно, згiдно iз твердженням 5.1 кожна пiдалгебра 𝐿 є
субiдеал, так що кожна пiдалгебра 𝐿 є iдеал. Результат випливає з
теореми А [51].

Теорема 5.1. Нехай 𝐿 є 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо 𝐿 – це
алгебра Бера, то кожна пiдалгебра 𝐿 є абелева або 𝐿 = 𝐸⊕𝑍, де 𝑍 6 𝜁(𝐿) i
𝐸 – екстраспецiальна пiдалгебра така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента
𝑎 /∈ 𝜁(𝐸).

Доведення. Алгебра 𝐿 породжена сiмейством {𝐴𝜆 | 𝜆 ∈ Λ}, де 𝐴𝜆 –
нiльпотентнi субiдеали 𝐿, 𝜆 ∈ Λ. Оскiльки 𝐿 є 𝑇 -алгебра, то кожен 𝐴𝜆 є
нiльпотентний iдеал 𝐿, 𝜆 ∈ Λ. Отже, 𝐿 породжують нiльпотентнi iдеали, так
що 𝐿 є нiль-алгебра.

Нехай 𝑑 – довiльний елемент [𝐿,𝐿], а 𝑥 – довiльний елемент 𝐿. Тодi
iснують нiльпотентнi iдеали 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 такi, що 𝑥 ∈ 𝐴1 + . . . + 𝐴𝑘 = 𝐵

i 𝑑 ∈ [𝐵,𝐵]. Зауважимо, що 𝐵 є iдеал 𝐿. Якщо 𝐵 є абелевий, то
[𝑑, 𝑥] = [𝑥, 𝑑] = 0. Якщо 𝐵 не є абелевий, тодi 𝐵 є нiльпотентний
[9, Lemma 1.5]. За наслiдком 5.1 𝐵 є нiльпотентний класу 2, так що [𝑑, 𝑥] =

[𝑥, 𝑑] = 0. Звiдси випливає, що [𝐿,𝐿] 6 𝜁(𝐿), зокрема 𝐿 є нiльпотентна.
Застосовуючи наслiдок 5.1, одержуємо, що 𝐷 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де 𝑍 6 𝜁(𝐷) i
𝐸 є екстраспецiальна пiдалгебра, така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента
𝑎 /∈ 𝜁(𝐸).
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5.1.2 Анулятори одновимiрних iдеалiв в алгебрах Лейбнiца

Лема 5.1. Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴 – iдеал 𝐿. Якщо
𝐴 = 𝐹𝑎 для деякого елемента 𝑎 ∈ 𝐴, тодi [𝑎, 𝑎] = 0,

[︀
𝑎, [𝑑, 𝑑]

]︀
=

= 0 для кожного елемента 𝑑 ∈ 𝐿 i codim𝐹

(︀
Annleft

𝐿 (𝐴)
)︀

= 1 =

= codim𝐹

(︀
Annright

𝐿 (𝐴)
)︀
.

Доведення. Нехай 𝑏 = [𝑎, 𝑎], тодi 𝑏 = 𝛽𝑎 для деякого елемента 𝛽 ∈ 𝐹 . Тодi

0 = [[𝑎, 𝑎], 𝑎] = [𝛽𝑎, 𝑎] = 𝛽[𝑎, 𝑎] = 𝛽2𝑎.

Звiдcи випливає, що 𝛽 = 0, так що [𝑎, 𝑎] = 0.
Оскiльки 𝐴 = 𝐹𝑎 = {𝜆𝑎 | 𝜆 ∈ 𝐹} – iдеал 𝐿, тодi [𝑑, 𝑎] = 𝛾(𝑑)𝑎 для деякого

𝛾(𝑑) ∈ 𝐹 . Маємо

[𝑑, 𝜆𝑎] = 𝜆[𝑑, 𝑎] = 𝜆(𝛾(𝑑)𝑎) =
(︀
𝜆𝛾(𝑑)

)︀
𝑎 = (𝛾(𝑑)𝜆)𝑎 = 𝛾(𝑑)(𝜆𝑎).

Розглянемо тепер вiдображення f : 𝐿 → 𝐹 , яке визначимо за таким правилом
f(𝑑) = 𝛾(𝑑) для кожного елемента 𝑑 ∈ 𝐿. Маємо

𝛾(𝑑1 + 𝑑2)𝑎 = [𝑑1 + 𝑑2, 𝑎] = [𝑑1, 𝑎] + [𝑑2, 𝑎] =

= 𝛾(𝑑1)𝑎+ 𝛾(𝑑2)𝑎 =
(︀
𝛾(𝑑1) + 𝛾(𝑑2)

)︀
𝑎.

Звiдси випливає, що f(𝑑1 + 𝑑2) = 𝛾(𝑑1 + 𝑑2) = 𝛾(𝑑1) + 𝛾(𝑑2) = f(𝑑1) + f(𝑑2).
Якщо 𝜆 ∈ 𝐹 , тодi

𝛾(𝜆𝑑)𝑎 = [𝜆𝑑, 𝑎] = 𝜆[𝑑, 𝑎] = 𝜆
(︀
𝛾(𝑑)𝑎

)︀
,

це означає, що f(𝜆𝑑) = 𝛾(𝜆𝑑) = 𝜆𝛾(𝑑) = 𝜆f(𝑑). Отже, вiдображення f –
лiнiйне. Зрештою, Ker(f) = {𝑑 ∈ 𝐿 | 𝛾(𝑑) = 0}. Це означає, що [𝑑, 𝑎] = 0 для
кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐴. Iншими словами, Ker(f) 6 Annleft

𝐿 (𝐴). Включення,
навпаки, очевидне, так що Ker(f) = Annleft

𝐿 (𝐴).
Застосовуючи тi ж аргументи, одержуємо, що Annright

𝐿 (𝐴) має
ковимiрнiсть 1.

Оскiльки 𝐴 = 𝐹𝑎 = {𝜆𝑎 | 𝜆 ∈ 𝐹} – iдеал 𝐿, тодi [𝑑, 𝑎] = 𝛾𝑎 i [𝑎, 𝑑] = 𝜆𝑎

для деяких елементiв 𝛾, 𝜆 ∈ 𝐹 . Маємо[︀
[𝑑, 𝑎], 𝑑

]︀
=
[︀
𝑑, [𝑎, 𝑑]

]︀
−
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑑]

]︀
.

Водночас [︀
[𝑑, 𝑎], 𝑑

]︀
= [𝛾𝑎, 𝑑] = 𝛾[𝑎, 𝑑] = 𝛾𝜆𝑎,[︀

𝑑, [𝑎, 𝑑]
]︀
= [𝑑, 𝜆𝑎] = 𝜆[𝑑, 𝑎] = 𝜆𝛾𝑎 = 𝛾𝜆𝑎.

Звiдси випливає, що
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑑]

]︀
= 0.
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Наслiдок 5.2. Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴 – iдеал 𝐿. Якщо
𝐴 = 𝐹𝑎 для деякого елемента 𝑎 ∈ 𝐴, тодi

Annright
𝐿 (𝐴) = Annleft

𝐿 (𝐴) = Ann𝐿(𝐴).

Доведення. Покладемо 𝐷 = Annright
𝐿 (𝐴). Iз леми 5.1 випливає включення

𝐾 = Leib(𝐿) 6 𝐷. Нехай 𝑑 ∈ 𝐷, 𝑥 є довiльний елемент 𝐿. Оскiльки 𝐿/𝐾 є
алгебра Лi, то

𝐾 = [𝑎, 𝑑] +𝐾 = [𝑎+𝐾, 𝑑+𝐾] = −[𝑑+𝐾, 𝑎+𝐾] = −[𝑑, 𝑎] +𝐾,

звiдси випливає, що [𝑑, 𝑎] ∈ 𝐾. Водночас iз того, що 𝐴 є iдеал 𝐿 випливає,
що [𝑑, 𝑎] ∈ 𝐴, тобто [𝑑, 𝑎] ∈ 𝐾 ∩ 𝐴. Оскiльки 𝐴 має вимiрнiсть 1, то вiн є
абелевим. Тодi [𝑎, 𝑎] = 0 i 𝐾 ∩ 𝐴 = ⟨0⟩. Звiдси випливає, що [𝑑, 𝑎] = 0 i
𝑑 ∈ Annleft

𝐿 (𝐴), так що Annright
𝐿 (𝐴) 6 Annleft

𝐿 (𝐴). Якщо 𝐿 = Annright
𝐿 (𝐴),

тодi 𝐿 = Annright
𝐿 (𝐴) = Annleft

𝐿 (𝐴) = Ann𝐿(𝐴). Припустимо, що
𝐿 ̸= Annright

𝐿 (𝐴). Тодi з леми 5.1 маємо, що або Annright
𝐿 (𝐴) = Annleft

𝐿 (𝐴),
або Annleft

𝐿 (𝐴) = 𝐿. У другому випадку iз застосуванням наведених вище
аргументiв одержуємо, що [𝑎, 𝑥] ∈ 𝐾 для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐿. Водночас,
оскiльки 𝐴 є iдеал 𝐿, маємо [𝑎, 𝑥] ∈ 𝐴, тодi [𝑎, 𝑥] ∈ 𝐾 ∩ 𝐴 = ⟨0⟩. Звiдси
випливає, що 𝐿 = Annright

𝐿 (𝐴), отже, одержуємо протирiччя, яке доводить
рiвнiсть

Annright
𝐿 (𝐴) = Annleft

𝐿 (𝐴) = Ann𝐿(𝐴).

Лема 5.2. Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴 – iдеал 𝐿. Якщо
𝐴 = 𝐹𝑎 для деякого елемента 𝑎 ∈ 𝐴 та 𝑑 /∈ Ann𝐿(𝐴), тодi [𝑎, 𝑑] = −[𝑑, 𝑎].

Доведення. Нехай [𝑑, 𝑎] = 𝛾𝑎 та [𝑎, 𝑑] = 𝜆𝑎, де 𝛾, 𝜆 ∈ 𝐹 . Iз наслiдку 5.2
маємо 𝑑 /∈ Annright

𝐿 (𝐴), звiдси випливає, що 𝜆 ̸= 0. Отже,[︀
[𝑎, 𝑑], 𝑑

]︀
=
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑑]

]︀
−
[︀
𝑑, [𝑎, 𝑑]

]︀
.

За лемою 5.1,
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑑]

]︀
= 0. Крiм того,

[︀
[𝑎, 𝑑], 𝑑

]︀
= [𝜆𝑎, 𝑑] = 𝜆[𝑎, 𝑑] = 𝜆2𝑎

i
[︀
𝑑, [𝑎, 𝑑]

]︀
= [𝑑, 𝜆𝑎] = 𝜆[𝑑, 𝑎] = 𝜆𝛾𝑎. Таким чином, 𝜆2𝑎 = −𝜆𝛾𝑎. Оскiльки

𝜆 ̸= 0, 𝜆𝑎 = −𝛾𝑎, звiдси випливає, що 𝜆 = −𝛾.

Лема 5.3. Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴, 𝐵 є iдеали 𝐿.
Припустимо, що 𝐴 = 𝐹𝑎, 𝐵 = 𝐹𝑏 для деяких елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 i елементи
𝑎, 𝑏 є лiнiйно незалежнi. Якщо Ann𝐿(𝐴) ̸= Ann𝐿(𝐵), тодi 𝐴⊕𝐵 мiстить
пiдалгебру, яка не є iдеал.
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Доведення. Оскiльки 𝑎, 𝑏 є лiнiйно незалежнi, тодi 𝐴 ∩ 𝐵 = ⟨0⟩. Звiдси
випливає, що iдеал 𝐴 + 𝐵 абелевий, оскiльки iдеали 𝐴 i 𝐵 абелевi за
лемою 5.1. Тодi кожен пiдпростiр 𝐴+𝐵 є пiдалгебра.

Оскiльки Ann𝐿(𝐴) ̸= Ann𝐿(𝐵), тодi Ann𝐿(𝐴) мiстиме такий елемент 𝑑,
що 𝑑 /∈ Ann𝐿(𝐵), або Ann𝐿(𝐵) такий елемент 𝑐, що 𝑐 /∈ Ann𝐿(𝐴).

Розглянемо перший випадок. Тодi [𝑑, 𝑏] = 𝜆𝑏 для деякого елемента 𝜆 ∈ 𝐹 ,
𝜆 ̸= 0. Маємо [𝑑, 𝑎+ 𝑏] = [𝑑, 𝑎] + [𝑑, 𝑏] = 𝜆𝑏. Оскiльки 𝑎, 𝑏 є лiнiйно незалежнi,
тобто 𝜆𝑏 /∈ 𝐹 (𝑎+ 𝑏). Звiдси випливає, що 𝐹 (𝑎+ 𝑏) не є iдеал 𝐿.

Другий випадок розглядається аналогiчно.

Наслiдок 5.3. Нехай 𝐿 є 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴 – абелевий
iдеал 𝐿. Тодi Annright

𝐿 (𝐴) = Annleft
𝐿 (𝐴) = Ann𝐿(𝐴) i Ann𝐿(𝐴) має ковимiр-

нiсть 1.

Доведення. Нехай 𝐵 = {𝑏𝜆 | 𝜆 ∈ Λ} – базис 𝐴. Оскiльки 𝐴 є абелевий, то
кожен пiдпростiр 𝐴 є пiдалгебра й iдеал 𝐴. Тодi кожен пiдпростiр 𝐴 є iдеал
𝐿. Зокрема, 𝐹𝑏𝜆 є iдеал 𝐿 для всiх 𝜆 ∈ Λ. Лема 5.3 доводить, що

Annright
𝐿 (𝐹𝑏𝜆) = Annleft

𝐿 (𝐹𝑏𝜆) = Ann𝐿(𝐹𝑏𝜆) =

= Annright
𝐿 (𝐹𝑏𝜇) = Annleft

𝐿 (𝐹𝑏𝜇) = Ann𝐿(𝐹𝑏𝜇)

для всiх 𝜆, 𝜇 ∈ Λ. Звiдси випливає, що
Annright

𝐿 (𝐴) = Annleft
𝐿 (𝐴) = Ann𝐿(𝐴) =

= Annright
𝐿 (𝐹𝑏𝜆) = Annleft

𝐿 (𝐹𝑏𝜆) = Ann𝐿(𝐹𝑏𝜆)

для кожного 𝜆 ∈ Λ, що й доводить результат.

Лема 5.4. Нехай 𝐿 є 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴 – абелевий iдеал
𝐿. Тодi для кожного елемента 𝑑 ∈ 𝐿 iснує елемент 𝛿 ∈ 𝐹 такий, що
[𝑑, 𝑎] = 𝛿𝑎 = −[𝑎, 𝑑] для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐴.

Доведення. Оскiльки 𝐴 є абелевий, кожен пiдпростiр 𝐴 є пiдалгебра
та iдеал 𝐴. Таким чином, для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐴 пiдпростiр
𝐹𝑎 = {𝜆𝑎 | 𝜆 ∈ 𝐹} є iдеал 𝐿. Тодi [𝑑, 𝑎] = 𝛿𝑎𝑎 для деякого 𝛿𝑎 ∈ 𝐹 .

Нехай 𝑏 /∈ 𝐹𝑎. Тодi

[𝑑, 𝑎+ 𝑏] = [𝑑, 𝑎] + [𝑑, 𝑏] = 𝛿𝑎𝑎+ 𝛿𝑏𝑏.

Водночас

[𝑑, 𝑎+ 𝑏] = [𝑑, 𝑎] + [𝑑, 𝑏] = 𝛿𝑎+𝑏(𝑎+ 𝑏) = 𝛿𝑎+𝑏𝑎+ 𝛿𝑎+𝑏𝑏.

Оскiльки елементи 𝑎, 𝑏 є лiнiйно незалежнi, тодi 𝛿𝑎 = 𝛿𝑎+𝑏 = 𝛿𝑏.
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Нехай 𝐵 = {𝑏𝜆 | 𝜆 ∈ Λ} – базис 𝐴. Вiдповiдно до доведеного вище, iснує
такий елемент 𝛿 ∈ 𝐹 , що [𝑑, 𝑏𝜆] = 𝛿𝑏𝜆 для кожного iндексу 𝜆 ∈ Λ. Якщо 𝑐 –
довiльний елемент 𝐴, тодi iснує скiнченна пiдмножина {𝜆1, . . . , 𝜆𝑛} ⊆ Λ й
елементи 𝛾1, . . . , 𝛾𝑛 ∈ 𝐹 такi, що 𝑐 = 𝛾1𝑏𝜆1

+ . . .+ 𝛾𝑛𝑏𝜆𝑛
. Тодi

[𝑑, 𝑐] = [𝑑, 𝛾1𝑏𝜆1
+ . . .+ 𝛾𝑛𝑏𝜆𝑛

] = 𝛾1[𝑑, 𝑏𝜆1
] + . . .+ 𝛾𝑛[𝑑, 𝑏𝜆𝑛

] =

= 𝛿𝛾1𝑏𝜆1
+ . . .+ 𝛿𝛾𝑛𝑏𝜆𝑛

= 𝛿𝑐.

Нарештi, якщо [𝑑, 𝑎] = 0, тодi з наслiдку 5.2 маємо, що 𝑑 ∈ Annright
𝐿 (𝐹𝑎),

так що [𝑎, 𝑑] = 0. Припустимо, що [𝑑, 𝑎] ̸= 0. Застосовуючи знову наслiдок
5.2, маємо 𝑑 /∈ Annright

𝐿 (𝐹𝑎), а з леми 5.2 випливає, що [𝑎, 𝑑] = −[𝑑, 𝑎].

5.1.3 Структура гiперабелевих 𝑇 -алгебр Лейбнiца

Твердження 5.2. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем
𝐹 . Якщо Nil(𝐿) є абелевий, то вiн має ковимiрнiсть 1. Якщо Nil(𝐿) не
є абелевий, то вiн має ковимiрнiсть не бiльше 2 i Nil(𝐿) = 𝐸 ⊕ 𝑍, де
𝑍 6 𝜁

(︀
Nil(𝐿)

)︀
, 𝐸 – це екстраспецiальна пiдалгебра, така що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для

кожного елемента 𝑎 /∈ 𝜁(𝐸).

Доведення. Покладемо 𝐷 = Nil(𝐿). Кожен субiдеал 𝑆 iз 𝐷 є субiдеал 𝐿.
Оскiльки 𝐿 є 𝑇 -алгебра, 𝑆 є iдеалом 𝐿, тодi 𝑆 є iдеал 𝐷. Отже, 𝐷 є
𝑇 -алгебра. Теорема 5.1 мiстить опис структури 𝐷.

Якщо 𝐷 є абелевий, тодi з наслiдку 5.3 випливає, що Ann𝐿(𝐷) має
ковимiрнiсть 1. Оскiльки 𝐷 є абелевим, то 𝐷 6 Ann𝐿(𝐷). Припустимо, що
𝐷 ̸= Ann𝐿(𝐷). Оскiльки 𝐿 є гiперабелева, нетривiальний фактор
Ann𝐿(𝐷)/𝐷 мiстить нетривiальний абелевий iдеал 𝐵/𝐷 iз 𝐿/𝐷. Iз
включення 𝐵 6 Ann𝐿(𝐷) випливає, що 𝐷 6 𝜁(𝐵). Але в даному випадку
𝐵 є нiльпотентний, це означає, що 𝐵 6 𝐷, отже, приходимо до протирiччя.
Воно доводить рiвнiсть 𝐷 = Ann𝐿(𝐷).

Припустимо тепер, що 𝐷 не є абелевий. Застосовуючи теорему 5.1,
одержуємо, що 𝐷 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де 𝑍 6 𝜁(𝐷) i 𝐸 є екстраспецiальна
пiдалгебра, така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента 𝑎 /∈ 𝜁(𝐸). Маємо, що
𝜁(𝐷) = 𝑍⊕ 𝜁(𝐸), де 𝜁(𝐷) – абелевий iдеал 𝐿. Тодi з наслiдку 5.3 випливає,
що Ann𝐿

(︀
𝜁(𝐷)

)︀
має ковимiрнiсть 1. Крiм того, 𝐷/𝜁(𝐷) є абелевий iдеал

𝐿/𝜁(𝐷), i, застосовуючи наслiдок 5.3, одержуємо, що 𝐿/Ann𝐿

(︀
𝐿/𝜁(𝐷)

)︀
має вимiрнiсть 1. Покладемо 𝐶 = Ann𝐿

(︀
𝐿/𝜁(𝐷)

)︀
∩ Ann𝐿

(︀
𝜁(𝐷)

)︀
, тодi 𝐶
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має ковимiрнiсть не бiльше двох, 𝐷 6 𝐶. Бiльше того, 𝜁(𝐷) 6 𝜁(𝐶) i
𝐷/𝜁(𝐷) 6 𝜁

(︀
𝐶/𝜁(𝐷)

)︀
. Якщо припустити, що 𝐷 ̸= 𝐶, тодi 𝐶/𝐷 включає

ненульовий абелевий iдеал 𝐾/𝐷. Тодi 𝐾 є нiльпотентнq, так що 𝐾 6 𝐷, а
отже, прийшли до протирiччя. Воно доводить рiвнiсть 𝐷 = 𝐶, що i доводить
результат.

Структура 𝑇 -алгебри Лейбнiца суттєво залежить вiд структури її нiль-
радикала.

Теорема 5.2. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо
𝐿 не є нiльпотентна, а Nil(𝐿) = 𝐷 є абелева, то 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝑉 , де 𝑉 = 𝐹𝑣,
[𝑣, 𝑣] = 0, [𝑣, 𝑑] = 𝑑 = −[𝑑, 𝑣] для кожного елемента 𝑑 ∈ Nil(𝐿). Зокрема, 𝐿
є алгебра Лi.

Доведення. За твердженням 5.2 dim𝐹 (𝐿/𝐷) = 1. Нехай 𝑢 ∈ 𝐿 ∖ 𝐷.

Оскiльки 𝐿/𝐷 абелева, то [𝑢, 𝑢] ∈ 𝐷. Припустимо, що 𝑏 = [𝑢, 𝑢] ̸= 0. Маємо
[𝑏, 𝑢] =

[︀
[𝑢, 𝑢], 𝑢

]︀
= 0. Тодi з леми 5.4 випливає, що [𝑑, 𝑢] = [𝑢, 𝑑] = 0 для

кожного елемента 𝑑 ∈ 𝐷. Звiдси випливає, що 𝐷 6 𝜁(𝐿). Оскiльки 𝐴/𝐷 є
абелева, 𝐿 – нiльпотентна, отже, прийшли до протирiччя. Воно доводить, що
[𝑢, 𝑢] = 0. Звiдси випливає, що пiдпростiр 𝑉 = 𝐹𝑢 – пiдалгебра 𝐿. Маємо
𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝑉 . За лемою 5.4 iснує елемент 𝛾 ∈ 𝐹 такий, що [𝑢, 𝑑] = 𝛾𝑑 для
кожного елемента 𝑑 ∈ 𝐷. Якщо припустити, що 𝛾 = 0, тодi з леми 5.4
випливає, що [𝑑, 𝑢] = [𝑢, 𝑑] = 0 для кожного елемента 𝑑 ∈ 𝐷. Звiдси 𝐷 6 𝜁(𝐿),
отже, знову приходимо до протирiччя. Воно доводить, що 𝛾 ̸= 0.

Покладемо 𝑣 = 𝛾−1𝑢, тодi

[𝑣, 𝑑] = [𝛾−1𝑢, 𝑑] = 𝛾−1[𝑢, 𝑑] = 𝛾−1𝛾𝑑 = 𝑑.

Нарештi, оскiльки [𝑑, 𝑑] = 0 для кожного 𝑑 ∈ 𝐷 та [𝑣, 𝑣] = 0, для
кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐿 маємо [𝑥, 𝑥] = 0. Отже, Leib(𝐿) = ⟨0⟩, так що 𝐿 є
алгебра Лi.

Лема 5.5. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Якщо 𝐿 не є нiльпотентна, а радикал Nil(𝐿) не є абелевий, тодi
codim𝐹

(︀
Nil(𝐿)

)︀
= 1.

Доведення. Нехай 𝐷 = Nil(𝐿). За твердженням 5.2 𝐷 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де
𝑍 6 𝜁(𝐷) та 𝐸 є екстраспецiальна пiдалгебра, така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного
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елемента 𝑎 /∈ 𝜁(𝐸). Фактор 𝐷/𝜁(𝐸) – абелевий. Застосовуючи наслiдок 5.3,
одержуємо, що Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐸)

)︀
має ковимiрнiсть 1. Припустимо, що

𝐷 ̸= Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐸)

)︀
. Тодi Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐸)

)︀
/𝐷 включає ненульовий абелевий

iдеал 𝐴/𝐷. Оскiльки 𝐷 не є абелева, то 𝐸 ̸= ⟨0⟩. Тодi 0 ̸= [𝑎, 𝑎] ∈ 𝜁(𝐸) для
кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐸 ∖ 𝜁(𝐸). Нехай 𝑐 = [𝑎, 𝑎], тодi 𝜁(𝐸) = 𝐹𝑐. Виберемо
елемент 𝑢 ∈ 𝐴 ∖ 𝐷. Згiдно з вибором, маємо [𝑢, 𝑎], [𝑎, 𝑢] ∈ 𝜁(𝐸). Оскiльки
𝑐 ∈ Leib(𝐿), то [𝑐, 𝑢] = 0. Застосовуючи той факт, що 𝜁(𝐸) – одновимiрний
iдеал 𝐿 i лему 5.2, одержуємо, що [𝑢, 𝑐] = 0. Звiдси випливає, що
𝜁(𝐸) 6 𝜁(𝐴). Оскiльки 𝐷/𝜁(𝐸) 6 𝜁

(︀
𝐴/𝜁(𝐸)

)︀
, тобто iдеал 𝐴 є нiльпотентний.

Але в даному випадку 𝐴 6 Nil(𝐿), отже, приходимо до протирiччя.
Воно доводить рiвнiсть 𝐷 = Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐸)

)︀
, звiдси випливає, що

dim𝐹 (𝐿/𝐷) = 1.

Лема 5.6. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є нiльпотентна, а Nil(𝐿) не є абелевий, тодi Nil(𝐿)
є екстраспецiальна пiдалгебра, така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента
𝑎 /∈ 𝜁(𝐸). Бiльше того, 𝜁

(︀
Nil(𝐿)

)︀
6 𝜁(𝐿).

Доведення. Нехай 𝐷 = Nil(𝐿). За твердженням 5.2 𝐷 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де
𝑍 6 𝜁(𝐷) i 𝐸 є екстраспецiальна пiдалгебра, така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного
елемента 𝑎 /∈ 𝜁(𝐸). Оскiльки 𝐷 не є абелева, то 𝐸 ̸= ⟨0⟩. Отже, [𝐸,𝐸] = 𝜁(𝐸)

має вимiрнiсть 1. Нехай 𝑎 ∈ 𝐸 ∖ 𝜁(𝐸), тодi 𝑐 = [𝑎, 𝑎] ̸= 0, а отже, 𝜁(𝐸) = 𝐹𝑐.
Оскiльки 𝑐 ∈ Leib(𝐿), 0 = [𝑐, 𝑥] для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐿. Те, що 𝜁(𝐸) –
iдеал i разом iз наслiдком 5.2 означає, що [𝑥, 𝑐] = 0 для кожного елемента
𝑥 ∈ 𝐿.

Припустимо протилежне: нехай 𝑍 ̸= ⟨0⟩. Застосовуючи лему 5.5,
одержуємо, що 𝐷 має ковимiрнiсть 1. Виберемо елемент 𝑢 ∈ 𝐴 ∖ 𝐷.
Iз леми 5.5 можна побачити, що 𝐷 = Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐸)

)︀
. Звiдси випливає,

що 𝑢 /∈ Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐸)

)︀
. Водночас 𝑍 ⊕ 𝜁(𝐸) – абелевий iдеал 𝐿.

Застосовуючи рiвнiсть [𝑢, 𝑐] = [𝑐, 𝑢] = 0 та лему 5.4 одержуємо
[𝑢, 𝑧] = [𝑧, 𝑢] = 0 для кожного елемента 𝑧 ∈ 𝑍.

Розглянемо тепер фактор 𝐷/𝜁(𝐸), що є абелевий iдеал 𝐿/𝜁(𝐸).
Послуговуючись знову лемою 5.4, одержуємо, що [𝑥, 𝑢], [𝑢, 𝑥] ∈ 𝜁(𝐸) для
кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐷. Iншими словами, 𝑢 ∈ Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐸)

)︀
, отже,

прийшли до протирiччя, що й доводить результат.
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Теорема 5.3. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо
char(𝐹 ) ̸= 2, то радикал Nil(𝐿) є абелевий.

Доведення. Припустимо протилежне: нехай char(𝐹 ) ̸= 2. Покладемо
𝐷 = Nil(𝐿). За лемою 5.6 𝐷 є екстраспецiальна пiдалгебра, така, що
[𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента 𝑎 /∈ 𝜁(𝐷). Застосовуючи лему 5.5,
одержуємо, що 𝐷 має ковимiрнiсть 1. Виберемо елемент 𝑢 ∈ 𝐴 ∖ 𝐷.
Iз леми 5.5 можна побачити, що 𝐷 = Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐸)

)︀
. Звiдси випливає,

що 𝑢 /∈ Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐸)

)︀
. Iз леми 5.4 випливає, що [𝑢, 𝑎] = 𝛼𝑎 + 𝛽𝑐,

[𝑎, 𝑢] = −𝛼𝑎+ 𝛽1𝑐 для деяких елементiв 𝛼, 𝛽, 𝛽1 ∈ 𝐹 . Маємо, що[︀
[𝑢, 𝑎], 𝑎

]︀
=
[︀
𝑢, [𝑎, 𝑎]

]︀
−
[︀
𝑎, [𝑢, 𝑎]

]︀
.

Далi [︀
[𝑢, 𝑎], 𝑎

]︀
= [𝛼𝑎+ 𝛽𝑐, 𝑎] = 𝛼[𝑎, 𝑎] = 𝛼𝑐,[︀
𝑢, [𝑎, 𝑎]

]︀
= [𝑢, 𝑐] = 0,[︀

𝑎, [𝑢, 𝑎]
]︀
= [𝑎, 𝛼𝑎+ 𝛽𝑐] = [𝑎, 𝛼𝑎+ 𝛽𝑐] = 𝛼[𝑎, 𝑎] = 𝛼𝑐

Звiдси випливає, що 𝛼𝑐 = −𝛼𝑐 або 2𝛼𝑐 = 0. Оскiльки char(𝐹 ) ̸= 2, то
𝛼 = 0. Але в даному випадку 𝑢 ∈ Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐸)

)︀
, отже, приходимо до

протирiччя.

Лема 5.7. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що char(𝐹 ) = 2. Якщо 𝐿 не є нiльпотентна, а Nil(𝐿) не
є абелевий, тодi [𝑎, 𝑑] = [𝑑, 𝑎] для всiх 𝑎, 𝑑 ∈ Nil(𝐿).

Доведення. Нехай 𝐷 = Nil(𝐿). За лемою 5.6 𝐷 є екстраспецiальна
пiдалгебра, така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента 𝑎 /∈ 𝜁(𝐷). Нехай
0 ̸= 𝑐 ∈ 𝜁(𝐷), тодi 𝜁(𝐷) = 𝐹𝑐. Застосовуючи лему 5.5, одержуємо, що
𝐷 має ковимiрнiсть 1. Виберемо елемент 𝑢 ∈ 𝐿 ∖ 𝐷. Iз леми 5.5 маємо
𝐷 = Ann𝐿(𝐷/𝜁(𝐷)

)︀
. Звiдси випливає, що 𝑢 /∈ Ann𝐿(𝐷/𝜁(𝐷)

)︀
. Припустимо,

що 𝑤 = [𝑢, 𝑢] ̸= 0. Якщо 𝑤 /∈ 𝜁(𝐷), то, застосовуючи рiвнiсть
[𝑤, 𝑢] =

[︀
[𝑢, 𝑢], 𝑢

]︀
= 0 i лему 5.4, одержуємо, що 𝑢 ∈ Ann𝐿(𝐷/𝜁(𝐷)

)︀
, а

це неможливо. Отже, 𝑤 ∈ 𝜁(𝐷), так що 𝑤 = 𝜂𝑐 для деякого елемента 𝜂 ∈ 𝐹 .
Зокрема, 𝜁(𝐷) 6 𝜁(𝐿).

Застосування леми 5.4 дає наступне: [𝑢, 𝑑] = [𝑑, 𝑢] ∈ 𝛼𝑑 + 𝜁(𝐷) для
кожного елемента 𝑑 ∈ 𝐷 ∖ 𝜁(𝐷), де 𝛼 – фiксований ненульовий елемент 𝐹 .
Покладемо 𝑦 = 𝛼−1𝑢. Тодi [𝑢, 𝑑] = [𝑑, 𝑢] ∈ 𝑑 + 𝜁(𝐷) для кожного елемента

97



𝑑 ∈ 𝐷 ∖ 𝜁(𝐷). Бiльш конкретно: [𝑦, 𝑑] = 𝑑 + 𝛽𝑐 i [𝑑, 𝑦] = 𝑑 + 𝛾𝑐 для деяких
елементiв 𝛽, 𝛾 ∈ 𝐹 . Отже,[︀

𝑑, [𝑦, 𝑦]
]︀
=
[︀
[𝑑, 𝑦], 𝑦

]︀
+
[︀
𝑦, [𝑑, 𝑦]

]︀
.

Оскiльки [𝑦, 𝑦] ∈ 𝜁(𝐿), то
[︀
𝑑, [𝑦, 𝑦]

]︀
= 0. Бiльше того,[︀

[𝑑, 𝑦], 𝑦
]︀
= [𝑑+ 𝛾𝑐, 𝑦] = [𝑑, 𝑦] = 𝑑+ 𝛾𝑐,[︀

𝑦, [𝑑, 𝑦]
]︀
= [𝑦, 𝑑+ 𝛾𝑐] = [𝑦, 𝑑] = 𝑑+ 𝛽𝑐.

Таким чином, 0 = 𝑑+𝛾𝑐+𝑑+𝛽𝑐 = 2𝑑+(𝛾+𝛽)𝑐 = (𝛾+𝛽)𝑐. Звiдси випливає,
що 𝛽 = 𝛾. Тому [𝑦, 𝑑] = [𝑑, 𝑦].

Нехай 𝑎 – iнший елемент 𝐷. Тодi 𝑦 + 𝑎 /∈ 𝐷 i
[𝑦 + 𝑎, 𝑑] = [𝑦, 𝑑] + [𝑎, 𝑑] = 𝑑+ 𝛽𝑐+ [𝑎, 𝑑] = 𝑑+ 𝛽1𝑐,

[𝑑, 𝑦 + 𝑎] = [𝑑, 𝑦] + [𝑑, 𝑎] = 𝑑+ 𝛾𝑐+ [𝑑, 𝑎] = 𝑑+ 𝛾1𝑐.

Повторюючи викладенi вище аргументи, одержуємо, що 𝛽1 = 𝛾1. Разом iз
𝛽 = 𝛾 маємо, що [𝑎, 𝑑] = [𝑑, 𝑎].

Нехай 𝐸 – екстраспецiальна алгебра над полем 𝐹 характеристики 2 така,
що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента 𝑎 /∈ 𝜁(𝐸) i [𝑎, 𝑏] = [𝑏, 𝑎] для будь-яких
елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐸. Можемо пов’язати бiлiнiйну форму з екстраспецiальною
алгеброю 𝐸 таким чином. Нехай 𝑍 = 𝜁(𝐸), 𝑉 = 𝐸/𝑍 i 𝑐 є фiксований
ненульовий елемент 𝑍. Визначимо вiдображення Φ : 𝑉 × 𝑉 → 𝐹 за таким
правилом: якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, тодi [𝑥, 𝑦] ∈ 𝑍, так що [𝑥, 𝑦] = 𝛼𝑐 для деякого
елемента 𝛼 ∈ 𝐹 . Покладемо Φ(𝑥+𝑍, 𝑦+𝑍) = 𝛼. Це вiдображення визначено
коректно. Дiйсно, нехай 𝑥1, 𝑦1 є елементи 𝐿 такi, що 𝑥1 + 𝑍 = 𝑥 + 𝑍,
𝑦1 + 𝑍 = 𝑦 + 𝑍. Тодi 𝑥1 = 𝑥 + 𝑐1, 𝑦1 = 𝑦 + 𝑐2 для деяких елементiв 𝑐1,
𝑐2 /∈ 𝑍. Тодi

[𝑥1, 𝑦1] = [𝑥+ 𝑐1, 𝑦 + 𝑐2] = [𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑐2] + [𝑐1, 𝑦] + [𝑐1, 𝑐2] = [𝑥, 𝑦].

Вiдображення Φ є бiлiнiйним. Тобто, нехай 𝑥, 𝑦, 𝑢 /∈ 𝐿, [𝑥, 𝑢] = 𝜆𝑐, [𝑦, 𝑢] = 𝜇𝑐.
Тодi:

[𝑥+ 𝑦, 𝑢] = [𝑥, 𝑢] + [𝑦, 𝑢] = 𝜆𝑐+ 𝜇𝑐 = (𝜆+ 𝜇)𝑐,

так що
Φ(𝑥+ 𝑍 + 𝑦 + 𝑍, 𝑢+ 𝑍) = Φ(𝑥+ 𝑦 + 𝑍, 𝑢+ 𝑍) =

= (𝜆+ 𝜇)𝑐 = 𝜆𝑐+ 𝜇𝑐 = Φ(𝑥+ 𝑍, 𝑢+ 𝑍) + Φ(𝑦 + 𝑍, 𝑢+ 𝑍).

Аналогiчним чином можна довести, що

Φ(𝑥+ 𝑍, 𝑦 + 𝑍 + 𝑢+ 𝑍) = Φ(𝑥+ 𝑍, 𝑢+ 𝑍) + Φ(𝑥+ 𝑍, 𝑦 + 𝑍).
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Нехай 𝛽 ∈ 𝐹 , тодi [𝛽𝑥, 𝑦] = 𝛽[𝑥, 𝑦] = 𝛽(𝛼𝑐) = (𝛽𝛼)𝑐. Звiдси випливає, що
Φ
(︀
𝛽(𝑥+ 𝑍), 𝑦 + 𝑍

)︀
= Φ(𝛽𝑥+ 𝑍, 𝑦 + 𝑍) =

= (𝛽𝛼)𝑐 = 𝛽(𝛼𝑐) = 𝛽Φ(𝑥+ 𝑍, 𝑦 + 𝑍).

Аналогiчно

Φ
(︀
𝑥+ 𝑍, 𝛽(𝑦 + 𝑍)

)︀
= 𝛽Φ(𝑥+ 𝑍, 𝑦 + 𝑍).

Умова [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного 𝑎 /∈ 𝜁(𝐸) випливає з того, що Φ(𝑥, 𝑥) ̸= 0

для кожного ненульового елемента 𝑥 ∈ 𝑉 . Звiдси випливає, що бiлiнiйна
форма Φ є невироджена. Крiм того, випливає, що обмеження Φ на довiльний
пiдпростiр є невиродженим.

Умова [𝑎, 𝑏] = [𝑏, 𝑎] для будь-яких елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐸 випливає з того,
що Φ(𝑥, 𝑦) = Φ(𝑦, 𝑥) для будь-яких елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . Iншими словами,
бiлiнiйна форма Φ є симетричною. Застосовуючи звичайнi методи лiнiйної
алгебри, можна довести, що якщо 𝑈 – скiнченнопорожденний пiдпростiр 𝑉 ,
то векторний простiр 𝑉 є пряма сума 𝑈 i його ортогонального доповнення.
Застосовуючи цей результат, можемо довести, що 𝑉 має ортогональний базис
{𝑣𝜆 | 𝜆 ∈ Λ}, тобто Φ(𝑣𝜆, 𝑣𝜇) = 0, коли 𝜆 ̸= 𝜇.

Говоритимемо, що поле 𝐹 є 2-замкнене, якщо рiвняння 𝑥2 = 𝑎 має
розв’язок у полi 𝐹 для кожного елемента 𝑎 ̸= 0. Зазначимо, що кожне
локально скiнченне (зокрема, скiнченне) поле характеристики 2 є 2-замкнене.

Розглянемо тепер випадок, коли поле 𝐹 є 2-замкнене. Припустимо, що
|Λ| > 1. Нехай 𝜆, 𝜇 ∈ Λ, та 𝜆 ̸= 𝜇. Тодi [𝑣𝜆, 𝑣𝜆] = 𝛼 ̸= 0, [𝑣𝜇, 𝑣𝜇] = 𝛽 ̸= 0.
Рiвняння 𝑥2 = 𝛽−1𝛼 має розв’язок у полi 𝐹 ; нехай 𝛾 – розв’язок даного
рiвняння. Покладемо 𝑤 = 𝑣𝜆 + 𝛾𝑣𝜇, тодi

[𝑤,𝑤] = [𝑣𝜆, 𝑣𝜆] + 𝛾[𝑣𝜇, 𝑣𝜆] + 𝛾[𝑣𝜆, 𝑣𝜇] + 𝛾2[𝑣𝜇, 𝑣𝜇] =

= 𝛼 + 𝛾2𝛽 = 2𝛼 = 0.

Iз лiнiйної незалежностi маємо, що 𝑤 ̸= 0. Але в той же час [𝑤,𝑤] = 0, отже,
одержуємо протирiччя. Воно доводить, що dim𝐹 (𝑉 ) = 1.

Повернувшись до екстраспецiальної алгебри 𝐸, одержуємо, що
dim𝐹

(︀
𝐸/𝜁(𝐸)

)︀
= 1.

Лема 5.8. Нехай 𝐿 – гiперабелева Т-алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що char(𝐹 ) = 2 i поле 𝐹 є 2-замкненим. Якщо 𝐿 не є
нiльпотентна i Nil(𝐿) не абелевий, тодi dim𝐹

(︀
Nil(𝐿)

)︀
= 2.
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Теорема 5.4. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є нiльпотентна, а радикал Nil(𝐿) не є абелевий.
Якщо поле 𝐹 є 2-замкнене та i 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹 ) = 2, тодi 𝐿 = (𝐹𝑒 ⊕ 𝐹𝑐) ⊕ 𝐹𝑣,
де

[𝑒, 𝑒] = 𝑐, [𝑐, 𝑒] = [𝑒, 𝑐] = [𝑐, 𝑣] = [𝑣, 𝑐] = 0,

[𝑣, 𝑣] = 0, [𝑣, 𝑒] = 𝑒+ 𝛾𝑐 = [𝑒, 𝑣], 𝛾 ⊕ 𝐹.

Доведення. Нехай 𝐷 = Nil(𝐿). За лемою 5.6 𝐷 є екстраспецiальна
пiдалгебра, така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента 𝑎 /∈ 𝜁(𝐷). Виберемо
елемент 𝑒 ∈ 𝐿 ∖ 𝐷 i нехай 𝑐 = [𝑒, 𝑒]. Тодi 0 ̸= 𝑐 ∈ 𝜁(𝐷) i 𝜁(𝐷) = 𝐹𝑐. За
лемою 5.8 маємо 𝐷 = 𝐹𝑒 + 𝐹𝑐. Застосовуючи лему 5.5, можна побачити,
що 𝐷 має ковимiрнiсть 1. Виберемо елемент 𝑢 ∈ 𝐿 ∖ 𝐷. Iз леми 5.5 можна
побачити, що 𝐷 = Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐷)

)︀
. Звiдси випливає, що 𝑢 /∈ Ann𝐿

(︀
𝐷/𝜁(𝐷)

)︀
.

Припустимо, що 𝑤 = [𝑢, 𝑢] ̸= 0. Застосовуючи аргументи з леми 5.7,
одержуємо, що 𝑤 ∈ 𝜁(𝐷), так що 𝑤 = 𝜂𝑐 для деякого елемента 𝜂 ∈ 𝐹 .

Застосування леми 5.4 дає [𝑢, 𝑒] = [𝑒, 𝑢] ∈ 𝛼𝑒+𝜁(𝐷), де 𝛼 – це фiксований
ненульовий елемент 𝐹 . Покладемо 𝑦 = 𝛼−1𝑢. Тодi [𝑢, 𝑒] = [𝑒, 𝑢] ∈ 𝑒 + 𝜁(𝐷).
Бiльш конкретно, [𝑦, 𝑒] = 𝑒+𝛽𝑐 i [𝑒, 𝑦] = 𝑒+𝛾𝑐 для деяких елементiв 𝛽, 𝛾 ∈ 𝐹 .
Таким чином,

[︀
𝑒, [𝑦, 𝑦]

]︀
=
[︀
[𝑒, 𝑦], 𝑦

]︀
+
[︀
𝑦, [𝑒, 𝑦]

]︀
. Оскiльки [𝑦, 𝑦] ∈ 𝜁(𝐿), то[︀

𝑒, [𝑦, 𝑦]
]︀
= 0. Тодi [︀

[𝑒, 𝑦], 𝑦
]︀
= [𝑒+ 𝛾𝑐, 𝑦] = [𝑒, 𝑦] = 𝑒+ 𝛾𝑐,[︀

𝑦, [𝑒, 𝑦]
]︀
= [𝑦, 𝑒+ 𝛾𝑐] = [𝑦, 𝑒] = 𝑒+ 𝛽𝑐.

Таким чином, 0 = 𝑒+ 𝛾𝑐+ 𝑒+𝛽𝑐 = 2𝑒+(𝛾+𝛽)𝑐 = (𝛾+𝛽)𝑐. Звiдси випливає,
що 𝛽 = 𝛾. Отже, [𝑦, 𝑒] = [𝑒, 𝑦].

Якщо [𝑦, 𝑦] = 0, тодi ⟨𝑦⟩ = 𝐹𝑦, так що 𝐿 = 𝐷 ⊕ ⟨𝑦⟩. Припустимо, що
[𝑦, 𝑦] ̸= 0. Тодi, як бачили ранiше, [𝑦, 𝑦] = 𝜈𝑐 для деякого 0 ̸= 𝜈 ∈ 𝐹 . Якщо
𝐹 = F2, тодi [𝑒, 𝑒] = 𝑐 = [𝑦, 𝑦]. У даному випадку покладемо 𝑣 = 𝑒+ 𝑦. Якщо
𝐹 ̸= F2, тодi рiвняння 𝑥2 = 𝜈 має розв’язок 𝜆 у полi 𝐹 . Покладемо 𝑏 = 𝜆𝑒,
тодi

[𝑏, 𝑏] = [𝜆𝑒, 𝜆𝑒] = 𝜆2[𝑒, 𝑒] = 𝜈𝑐 = [𝑦, 𝑦].

Покладемо 𝑣 = 𝑏+ 𝑦. Тодi
[𝑣, 𝑣] = [𝑏+ 𝑦, 𝑏+ 𝑦] = [𝑏, 𝑏] + [𝑏, 𝑦] + [𝑦, 𝑏] + [𝑦, 𝑦] =

= 2[𝑏, 𝑏] + 2[𝑏, 𝑦] = 0.

Якщо [𝑦, 𝑦] = 0, тодi покладемо 𝑣 = 𝑦, так що 𝐿 = 𝐷 ⊕ ⟨𝑣⟩, де [𝑣, 𝑣] = 0.
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5.2 Про iдеали й контраiдеали в алгебрах Лейбнiца

Одним iз досить ефективних пiдходiв до вивчення алгебр Лейбнiца
(особливо для алгебр Лейбнiца, що мають нескiнченну вимiрнiсть) полягає
у розглядi алгебр Лейбнiца, усi пiдалгебри яких мають деякi природнi
властивостi. Вiн виявився досить результативним для алгебр Лi, у алгебрах
Лейбнiца його починають застосовувати тiльки зараз. Так у працi [15] було
дослiджено алгебри Лейбнiца, у яких пiдалгебри є алгебри Лi; i алгебри
Лейбнiца, пiдалгебри яких є абелевi. У [51] розглянуто алгебри Лейбнiца,
пiдалгебри яких є iдеали.

Iз кожною пiдалгеброю 𝐴 алгебри Лейбнiца 𝐿 природно пов’язанi два
iдеали: iдеал 𝐴𝐿, який є перетином усiх iдеалiв, включаючи 𝐴 (який є iдеалом,
породжений 𝐴); i iдеал Core𝐿(𝐴), який є сумою всiх iдеалiв, якi мiстяться в
𝐴.

Пiдалгебру 𝐴 алгебри Лейбнiца 𝐿 називають контраiдеалом, якщо iдеал,
породжений 𝐴, збiгається з 𝐿.

Розглянемо алгебри Лейбнiца, пiдалгебри яких є або iдеали, або
контраiдеали.

Лема 5.9. Нехай 𝐿 є алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої є або iдеали, або
контраiдеали. Якщо 𝐾 – iдеал 𝐿, тодi кожна пiдалгебра 𝐿/𝐾 є iдеалом або
контраiдеалом 𝐿/𝐿.

Доведення. Дiйсно, нехай 𝐴/𝐾 – довiльна пiдалгебра𝐿/𝐾. Тодi 𝐴 або iдеал,
або контраiдеал 𝐿. Якщо 𝐴 є iдеал 𝐿, тодi 𝐴/𝐾 – iдеал 𝐿/𝐾. Якщо 𝐴𝐿 = 𝐿,
тодi (𝐴/𝐾)𝐿/𝐾 = 𝐴𝐿/𝐾 = 𝐿/𝐾, тобто 𝐴/𝐾 є контраiдеал 𝐿/𝐾.

Лема 5.10. Нехай 𝐿 є алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої є або iдеали,
або контраiдеали. Якщо 𝐴 є власний нетривiальний iдеал 𝐿, тодi кожна
пiдалгебра 𝐴 є 𝐿-iнварiантна. Зокрема, кожна пiдалгебра 𝐴 є iдеал.

Доведення. Припустимо, що 𝐾 є нетривiальна пiдалгебра 𝐴, тодi
𝐾𝐿 6 𝐴 ̸= 𝐿. Це доводить, що 𝐾 не може бути контраiдеалом. Таким чином,
𝐾𝐿 = 𝐾. Отже, кожна пiдалгебра 𝐴 є 𝐿-iнварiантна.
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Нагадаємо означення. Нехай 𝐿 є алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 та 𝑀 є
непорожня множина 𝐿, а 𝐻 є пiдалгебра 𝐿. Покладемо

Ann𝑙𝑒𝑓𝑡
𝐻 (𝑀) = {𝑎 ∈ 𝐻 | [𝑎,𝑀 ] = ⟨0⟩},

Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡
𝐻 (𝑀) = {𝑎 ∈ 𝐻 | [𝑀,𝑎] = ⟨0⟩}.

Пiдмножину Annleft
𝐻 (𝑀) називають лiвим анулятором або лiвим

централiзатором 𝑀 у пiдалгебрi 𝐻.
Пiдмножину Annright

𝐻 (𝑀) називають правим анулятором або правим
централiзатором 𝑀 у пiдалгебрi 𝐻.

Перетин
Ann𝐻(𝑀) = Annleft

𝐻 (𝑀) ∩Annright
𝐻 (𝑀) =

= {𝑎 ∈ 𝐻 | [𝑎,𝑀 ] = ⟨0⟩ = [𝑀,𝑎]}

називають анулятором або централiзатором 𝑀 в пiдалгебрi 𝐻.
Неважко бачити, що всi цi пiдмножини є пiдалгебри 𝐿. Крiм того, можна

довести, що якщо 𝑀 є лiвий iдеал 𝐿, то Ann𝑙𝑒𝑓𝑡
𝐿 (𝑀) є лiвий iдеал 𝐿, якщо

𝑀 є iдеал 𝐿, то Ann𝐿(𝑀) є iдеал 𝐿 (див., наприклад, [37]).
Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца. Лiнiйне перетворення 𝑓 iз 𝐿 називають

деривацiєю, якщо 𝑓([𝑎, 𝑏]) = [𝑓(𝑎), 𝑏] + [𝑎, 𝑓(𝑏)] для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿.
Позначимо через End𝐹 (𝐿) множину всiх лiнiйних перетворень 𝐿. Тодi
End𝐹 (𝐿) є асоцiативна алгебра з операцiями + та ∘. Зазначимо, що End𝐹 (𝐿)

є алгебра Лi з операцiями + та [,], де [𝑓, 𝑔] = 𝑓 ∘ 𝑔 − 𝑔 ∘ 𝑓 для будь-яких
𝑓, 𝑔 ∈ End𝐹 (𝐿). Зауважимо, що множина всiх деривацiй Der(𝐿) є пiдалгебра
алгебри Лi End𝐹 (𝐿) [37].

Лема 5.11. Нехай 𝐿 є алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 , 𝐾 – абелевий iдеал 𝐿.
Припустимо, що кожна пiдалгебра 𝐾 є iдеал 𝐿. Тодi 𝐿/Annleft

𝐿 (𝐾) – абелева
алгебра вимiрностi 6 1. Бiльше того, для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐿 iснує
однозначно визначений елемент 𝛼𝑥 ∈ 𝐹 такий, що [𝑥, 𝑢] = 𝛼𝑥𝑢 для всiх
𝑢 ∈ 𝐾.

Доведення. Оскiльки 𝐾 є абелева, тодi 𝐾 = ⊕𝜆∈Λ𝐾𝜆, де 𝐾𝜆 – абелевi
пiдалгебри вимiрностi 1, такi що 𝐾𝜆

∼=𝐹 𝐹 , де 𝜆 ∈ Λ. Нехай 𝑥 ∈ 𝐿, визначимо
вiдображення l𝑥 : 𝐾 → 𝐾 за правилом: l𝑥(𝑢) = [𝑥, 𝑢], 𝑢 ∈ 𝐾. Очевидно, що
l𝑥 є лiнiйне вiдображення, тодi з того, що dim𝐹 (𝐾𝜆) = 1, одержуємо, що
iснують елементи 𝛼𝑥𝜆

∈ 𝐹 такi, що l𝑥(𝑢) = 𝛼𝑥𝜆
𝑢 для кожного 𝑢 ∈ 𝐾𝜆. Нехай

𝜆, 𝜇 ∈ Λ такi, що 𝜆 ̸= 𝜇 i 𝛼𝑥𝜆
̸= 𝛼𝑥𝜇

. Виберемо ненульовий елемент 𝑢 ∈ 𝐾𝜆,
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𝑣 ∈ 𝐾𝜇. Оскiльки пiдалгебра 𝐹 (𝑢 + 𝑣) є 𝐿-iнварiантна, то, застосовуючи
наведенi вище аргументи, одержуємо, що l𝑥(𝑢+ 𝑣) = 𝛽(𝑢+ 𝑣) = 𝛽𝑢+ 𝛽𝑣 для
деяких 𝛽 ∈ 𝐹 . Водночас l𝑥(𝑢+𝑣) = l𝑥(𝑢)+ l𝑥(𝑣) = 𝛼𝑥𝜆

𝑢+𝛼𝑥𝜇
𝑣. Таким чином,

одержали, що 𝛼𝑥𝜆
𝑢 = 𝛽𝑢, 𝛼𝑥𝜇

𝑣 = 𝛽𝑣. Оскiльки елементи 𝑢, 𝑣 ненульовi,
випливає, що 𝛼𝑥𝜆

= 𝛽 = 𝛼𝑥𝜇
, отже, одержали протирiччя. Воно доводить, що

iснує елемент 𝛼𝑥 ∈ 𝐹 такий, що l𝑥(𝑢) = 𝛼𝑥𝑢 для будь-якого 𝑢 ∈ 𝐾. Оскiльки
множина S = {l𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐿} є пiдалгебра алгебри Лi: Der(𝐾). Зауважимо, що
l𝑥 + l𝑦 = l𝑥+𝑦, 𝑙𝛼𝑥 = 𝛼l𝑥, де 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 i 𝛼 ∈ 𝐹 (наприклад, див. [37]). Бiльше
того,

l[𝑥,𝑦](𝑢) =
[︀
[𝑥, 𝑦], 𝑢

]︀
=
[︀
𝑥, [𝑦, 𝑢]

]︀
−
[︀
𝑦, [𝑥, 𝑢]

]︀
= [𝑥, 𝛼𝑦𝑢]− [𝑦, 𝛼𝑥𝑢] =

= 𝛼𝑦[𝑥, 𝑢]− 𝛼𝑥[𝑦, 𝑢] = 𝛼𝑦𝛼𝑥𝑢− 𝛼𝑥𝛼𝑦𝑢 = 0;

[l𝑥, l𝑦](𝑢) = l𝑥
(︀
l𝑦(𝑢)

)︀
− l𝑦

(︀
l𝑥(𝑢)

)︀
= l𝑥(𝛼𝑦𝑢)− l𝑦(𝛼𝑥𝑢) =

= 𝛼𝑦l𝑥(𝑢)− 𝛼𝑥l𝑦(𝑢) = 𝛼𝑦𝛼𝑥𝑢− 𝛼𝑥𝛼𝑦𝑢 = 0,

так, що[l𝑥, l𝑦] = l[𝑥,𝑦] = 0 = l0.

Розглянемо вiдображення Θ: S → 𝐹 , визначене за правилом: Θ(l𝑥) = 𝛼𝑥,
де l𝑥 ∈ S. Матимемо

Θ(l𝑥 + l𝑦) = Θ(l𝑥+𝑦) = 𝛼𝑥+𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 = Θ(l𝑥) + Θ(l𝑦),

Θ(𝛾l𝑥) = Θ(l𝛾𝑥) = 𝛼𝛾𝑥 = 𝛾𝛼𝑥 = 𝛾Θ(l𝑥),

Θ
(︀
[l𝑥, l𝑦)]

)︀
= Θ(l0) = 0 = 𝛼𝑥𝛼𝑦 − 𝛼𝑦𝛼𝑥 =

[︀
Θ(l𝑥),Θ(l𝑦)

]︀
.

Це доводить, що Θ є гомоморфiзм абелевої алгебри Лi S над 𝐹 . Крiм того,
Ker(Θ) = {l0} = ⟨0⟩, отже, Θ є iзоморфiзм.

Природнi два випадки. Якщо пiдалгебра S – тривiальна, то лiвий центр
алгебри 𝐿 включає 𝐾, так що Ann𝑙𝑒𝑓𝑡

𝐿 (𝐾). Водночас алгебра Лi S iзоморфна
фактор-алгебрi 𝐿/Ann𝑙𝑒𝑓𝑡

𝐿 (𝐾) [41, Proposition 3.2]. Таким чином, ця фактор-
алгебра абелева i має вимiрнiсть 1.

Лема 5.12. Нехай 𝐿 є алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 , 𝐾 є абелевий iдеал
𝐿. Припустимо, що кожна пiдалгебра 𝐾 є iдеал 𝐿. Тодi для будь-якого
елемента 𝑥 ∈ 𝐿 iснує однозначно визначений елемент 𝛽𝑥 ∈ 𝐹 такий, що
[𝑢, 𝑥] = 𝛽𝑥𝑢 для всiх 𝑢 ∈ 𝐾.

Доведення. Оскiльки 𝐾 є абелева, тодi 𝐾 = ⊕𝜆∈Λ𝐾𝜆, де 𝐾𝜆 є абелевi
пiдалгебри вимiрностi 1, отже, 𝐾𝜆

∼=𝐹 𝐹 , де 𝜆 ∈ Λ. Нехай 𝑥 ∈ 𝐿, визначимо
вiдображення r𝑥 : 𝐾 → 𝐾 за правилом: r𝑥(𝑢) = [𝑢, 𝑥], 𝑢 ∈ 𝐾. Отже, r𝑥 є
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лiнiйне вiдображення. Тодi з того, що dim𝐹 (𝐾𝜆) = 1 одержуємо, що iснує
елемент 𝛽𝑥𝜆

∈ 𝐹 такий, що r𝑥(𝑢) = 𝛽𝑥𝜆
𝑢 для будь-якого 𝑢 ∈ 𝐾𝜆. Нехай

𝜆, 𝜇 ∈ Λ такi, що 𝜆 ̸= 𝜇 i 𝛽𝑥𝜆
̸= 𝛽𝑥𝜇

. Виберемо ненульовi елементи 𝑢 ∈ 𝐾𝜆 та
𝑣 ∈ 𝐾𝜇. Оскiльки пiдалгебра 𝐹 (𝑢+𝑣) є 𝐿-iнварiантна, застосовуючи наведенi
вище аргументи, маємо, що r𝑥(𝑢+ 𝑣) = 𝛾(𝑢+ 𝑣) = 𝛾𝑢+𝛾𝑣 для деяких 𝛾 ∈ 𝐹 .
Водночас r𝑥(𝑢 + 𝑣) = r𝑥(𝑢) + r𝑥(𝑣) = 𝛽𝑥𝜆

𝑢 + 𝛽𝑥𝜇
𝑣. Таким чином, одержуємо,

що 𝛽𝑥𝜆
𝑢 = 𝛾𝑢 та 𝛽𝑥𝜇

𝑣 = 𝛾𝑣. Оскiльки елементи 𝑢, 𝑣 – ненульовi, випливає, що
𝛽𝑥𝜆

= 𝛾 = 𝛽𝑥𝜇
, отже, одержуємо протирiччя. Воно доводить, що iснує елемент

𝛽𝑥 ∈ 𝐹 такий, що r𝑥(𝑢) = 𝛽𝑥𝑢 для будь-якого 𝑢 ∈ 𝐾.

Лема 5.13. Нехай 𝐿 є розв’язна алгебра Лейбнiца. Припустимо, що 𝐿

включає пiдалгебру, яка не є iдеал. Якщо кожна пiдалгебра 𝐿 є або iдеал,
або контраiдеалом, тодi dim𝐹

(︀
𝐿/[𝐿,𝐿]

)︀
= 1 та 𝐿 = 𝐴 + [𝐿,𝐿], де 𝐴 є

циклiчний контраiдеал i кожна пiдалгебра [𝐿,𝐿] є iдеал 𝐿.

Доведення. Нехай 𝐶 – пiдалгебра 𝐿, яка не є iдеал. Тодi 𝐶 є контраiдеал 𝐿.
Оскiльки 𝐿 є розв’язна, тодi 𝐷 = [𝐿,𝐿] ̸= 𝐿. Якщо припустимо, що 𝐶 +𝐷 є
власна пiдалгебра 𝐿, тодi з того факту, що 𝐶 +𝐷 є iдеалом 𝐿 i з огляду на
леми 5.10 одержимо, що кожна пiдалгебра 𝐶 +𝐷 є 𝐿-iнварiантна. Зокрема,
𝐶𝐿 = 𝐶, отже, одержуємо протирiччя. Воно доводить рiвнiсть 𝐿 = 𝐶 +𝐷.

Припустимо, що 𝐶 включає двi власнi пiдалгебри 𝑈 i 𝑉 такi, що 𝐶∩𝐷 6 𝑈

та 𝐶∩𝐷 6 𝑉 i 𝐶 = 𝑈+𝑉 . Тодi 𝐷+𝑈 i 𝐷+𝑉 є власнi iдеали 𝐿. Застосовуючи
лему 5.10, одержуємо, що кожна пiдалгебра 𝐷 + 𝑈 (вiдповiдно 𝐷 + 𝑉 ) є
𝐿-iнварiантна. Зокрема, пiдалгебри 𝑈 i 𝑉 – 𝐿-iнварiантнi. Тодi з рiвностi
𝐶 = 𝑈 + 𝑉 випливає, що 𝐶 є iдеал 𝐿, отже, одержуємо протирiччя. Воно
доводить, що 𝐶/(𝐶∩𝐷) не є сума двох власних пiдалгебр. Оскiльки 𝐶/(𝐶∩𝐷)

є абелева, це означає, що dim𝐹 (𝐶/(𝐶∩𝐷)
)︀
= 1. Нехай 𝑎 є елемент iз 𝐶 такий,

що 𝐶 = 𝐹𝑎+ (𝐶 ∩𝐷), i позначимо через 𝐴 циклiчну пiдалгебру, породжену
𝑎. Тодi 𝐿 = 𝐹𝑎 + 𝐷 = 𝐴 + 𝐷. Згiдно iз лемою 5.10 кожна пiдалгебра 𝐷 є
iдеал 𝐿. Зокрема, 𝐶 ∩𝐷 є iдеал 𝐿. Якщо припустимо, що 𝐴 не є контраiдеал
𝐿, тодi 𝐴 є iдеал. Iз рiвностi 𝐶 = 𝐴+(𝐶∩𝐷) випливає, що 𝐶 є iдеал 𝐿, отже,
одержуємо протирiччя. Воно доводить, що 𝐴 має бути контраiдеалом.

Лема 5.14. Нехай 𝐿 є алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 , 𝐾 є iдеал 𝐿.
Припустимо, що dim𝐹 (𝐾) = 1. Якщо 𝑥 є елемент iз 𝐿 такий, що
𝑥 /∈ Ann𝐿(𝐾), але [𝑥, 𝑥] ∈ Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝐿 (𝐾), тодi або [𝑥, 𝑢] = −[𝑢, 𝑥], або
[𝑢, 𝑥] = 0 для кожного елемента 𝑢 ∈ 𝐾.
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Доведення. Оскiльки 𝐾 є iдеал, для кожного елемента 𝑢 ∈ 𝐾, маємо
[𝑥, 𝑢] = 𝛼𝑢 i [𝑢, 𝑥] = 𝛽𝑢 для деяких елементiв 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 . Iз того, що
dim𝐹 (𝐾) = 1 випливає, що 𝐾 є абелева (див., наприклад, [37]). Оскiльки
[𝑥, 𝑥] ∈ Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝐿 (𝐾), тодi
[︀
𝑢, [𝑥, 𝑥]

]︀
= 0. Водночас[︀

𝑢, [𝑥, 𝑥]
]︀
=
[︀
[𝑢, 𝑥], 𝑥

]︀
+
[︀
𝑥, [𝑢, 𝑥]

]︀
= [𝛽𝑢, 𝑥] + [𝑥, 𝛽𝑢] =

= 𝛽
(︀
[𝑢, 𝑥] + [𝑥, 𝑢]

)︀
= 𝛽(𝛽𝑢+ 𝛼𝑢) = 𝛽(𝛽 + 𝛼)𝑢.

Звiдси випливає, що або 𝛽 = 0, або 𝛽 = −𝛼. В останньому випадку, якщо 𝛼 =

= 0, матимемо, що [𝑥, 𝑢] = [𝑢, 𝑥] = 0, отже, одержуємо протирiччя з вибором
елемента 𝑥. Отже, 𝛼 ̸= 0. Якщо 𝛽 ̸= 0, тодi маємо, що [𝑥, 𝑢] = −[𝑢, 𝑥].

Теорема 5.5. Нехай 𝐿 є алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої є або iдеали,
або контраiдеали. Якщо 𝐿 не є розв’язна, тодi 𝐿 є проста алгебра Лi або
квазiпроста алгебра Лейбнiца.

Доведення. Якщо 𝐿 не мiстить нетривiальних власних iдеалiв, тодi або
Leib(𝐿) = 𝐿, або Leib(𝐿) є тривiальний. Оскiльки Leib(𝐿) є абелевий,
перший випадок неможливий. У другому випадку 𝐿 – алгебра Лi, бiльше
того, 𝐿 є проста алгебра Лi.

Припустимо, що 𝐿 включає власний нетривiальний iдеал 𝐾. Це, зокрема,
завжди виконується, якщо 𝐿 не є алгебра Лi i 𝐿 не є розв’язна. Згiдно
iз лемою 5.10, кожна пiдалгебра 𝐾 є 𝐿-iнварiантна. Iз леми 5.11
випливає, що фактор-алгебра 𝐿/Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝐿 (𝐾) абелева. Якщо припустимо, що
𝐿 ̸= Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝐿 (𝐾), тодi вiдповiдно до доведеного вище кожна пiдалгебра
Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝐿 (𝐾) є 𝐿-iнварiантна, зокрема кожна пiдалгебра Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡
𝐿 (𝐾) є iдеал.

Звiдси випливає, що Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡
𝐿 (𝐾) є нiльпотентний [51, Theorem A], так що

𝐿 має бути розв’язною, отже, одержуємо протирiччя. Воно доводить, що
𝐿 = Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝐿 (𝐾). Iншими словами, правий центр 𝐿 включає 𝐾, зокрема
𝐾 є абелевий iдеал.

Нехай 𝑎 – довiльний елемент 𝐾, 𝑥 ∈ Ann𝑙𝑒𝑓𝑡
𝐿 (𝐾) i 𝑦 – довiльний елемент

𝐿. Маємо, що [︀
𝑎, [𝑥, 𝑦]

]︀
=
[︀
[𝑎, 𝑥], 𝑦

]︀
+
[︀
𝑥, [𝑎, 𝑦]

]︀
.

Iз того, що 𝐾 є iдеалом означає, що [𝑎, 𝑦] ∈ 𝐾, бiльше того, iз рiвностi
𝐿 = Ann𝑙𝑒𝑓𝑡

𝐿 (𝐾) випливає, що
[︀
𝑥, [𝑎, 𝑦]

]︀
= 0. Оскiльки [𝑎, 𝑥] = 0, тодi[︀

𝑎, [𝑥, 𝑦]
]︀
= 0. Далi [︀

𝑎, [𝑦, 𝑥]
]︀
=
[︀
[𝑎, 𝑦], 𝑥

]︀
+
[︀
𝑦, [𝑎, 𝑥]

]︀
.
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Оскiльки [𝑎, 𝑦] ∈ 𝐾, то
[︀
[𝑎, 𝑦], 𝑥

]︀
= 0. Водночас [𝑎, 𝑥] = 0 випливає, що[︀

𝑎, [𝑦, 𝑥]
]︀
= 0. Iншими словами, Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝐿 (𝐾) також є iдеал 𝐿.
Припустимо, що Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝐿 (𝐾) ̸= 𝐿. Тодi iснують елементи 𝑎 ∈ 𝐾 i 𝑥 ∈ 𝐿

такi, що [𝑎, 𝑥] ̸= 0. Оскiльки 𝐾 є абелева, то ⟨𝑎⟩ = 𝐹𝑎. Iз леми 5.14
випливає, що в даному випадку [𝑎, 𝑥] = −[𝑥, 𝑎]. Але рiвнiсть 𝐿 = Ann𝑙𝑒𝑓𝑡

𝐿 (𝐾)

означає, що [𝑥, 𝑎] = 0 i звiдси [𝑎, 𝑥] = 0, отже, одержуємо протирiччя. Воно
доводить, що 𝐿 = Ann𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝐿 (𝐾). Iншими словами, центр 𝐿 включає кожен
власний iдеал. Зокрема, iз цього випливає що, фактор-алгебра 𝐿/𝜁(𝐿) не
включає нетривiальнi власнi iдеали. Це означає, що 𝐿/𝜁(𝐿) є проста алгебра
Лi. Якщо припустимо, що 𝐿 ̸= [𝐿,𝐿], тодi згiдно iз доведеним вище матимемо
[𝐿,𝐿] 6 𝜁(𝐿). Отже, 𝐿 є розв’язна, а це неможливо. Дане протирiччя
доводить, що 𝐿 = [𝐿,𝐿]. Таким чином, 𝐿 є квазiпроста алгебра Лейбнiца.

Твердження 5.3. Нехай 𝐿 є розв’язна алгебра Лейбнiца. Припустимо
також, що 𝐿 включає пiдалгебру, яка не є iдеал. Якщо похiдний iдеал [𝐿,𝐿] є
абелевий i кожна пiдалгебра 𝐿 є або iдеал, або контраiдеал, тодi 𝐿 є алгеброю
одного з таких типiв:

(i) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏] та [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] для кожного
𝑦 ∈ 𝐷, зокрема 𝐿 є алгебра Лi;

(ii) 𝐿 = 𝐷⊕𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = [𝑦, 𝑏] = 0 = [𝑏, 𝑏] та [𝑏, 𝑦] = 𝑦 для кожного 𝑦 ∈ 𝐷,
зокрема 𝐷 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿);

(iii) 𝐿 = 𝐵 ⊕ 𝐴, де 𝐴 = 𝐹𝑎1 ⊕ 𝐹𝑐1, [𝑎1, 𝑎1] = 𝑐1, [𝑐1, 𝑎1] = 0, [𝑎1, 𝑐1] = 𝑐1 i
[𝑏, 𝑏] = [𝑏, 𝑎1] = [𝑏, 𝑐1] = [𝑐1, 𝑏] = 0, [𝑎1, 𝑏] = 𝑏 для кожного 𝑏 ∈ 𝐵, зокрема
𝐵 ⊕ 𝐹𝑐1 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿).

Доведення. За лемою 5.13 𝐿 = 𝐴 + 𝐷, де 𝐴 – циклiчна пiдалгебра,
𝐴 – контраiдеал i 𝐷 = [𝐿,𝐿], а кожна пiдалгебра 𝐷 є iдеал 𝐿. Нехай 𝑎 – це
елемент 𝐴, який є породжуючим елементом пiдалгебри 𝐴. Тодi [𝑎, 𝑎] = 𝑐 ∈ 𝐷.
Оскiльки лiвий центр включає ядро Лейбнiца 𝐿, то [𝑐, 𝑎] = 0.

Оскiльки iдеал 𝐷 абелевий, пiдалгебра ⟨𝑐⟩ спiвпадає iз 𝐹𝑐, так що
пiдпростiр 𝐹𝑐 є iдеал 𝐿. Тодi [𝑎, 𝑐] ∈ 𝐹𝑐, звiдси випливає, що 𝐴 6 𝐹𝑎 + 𝐹𝑐,
зокрема dim𝐹 (𝐴) 6 2.

Нехай 𝑑 – довiльний ненульовий елемент 𝐷. Оскiльки 𝐷 є абелевий,
то Ann𝐿(𝑑) > 𝐷, зокрема codim𝐹

(︀
Ann𝐿(𝑑)

)︀
6 1. Припустимо, що
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𝐿 = Ann𝐿(𝑑). Виберемо у векторному просторi 𝐷 пiдпростiр 𝐵 такий,
що 𝐷 = 𝐹𝑑 ⊕ 𝐵. Оскiльки 𝐷 є абелевий, то 𝐵 є пiдалгебра, тодi 𝐵 є
iдеал 𝐿. Розглянемо фактор-алгебру 𝐿/𝐵. Маємо 𝐿/𝐵 = 𝐹𝑎 + 𝐹𝑑. Рiвностi
[𝑎, 𝑑] = [𝑑, 𝑎] = 0 доводять, що фактор-алгебра 𝐿/𝐵 є абелева, тобто 𝐷 6 𝐵,
отже, одержуємо протирiччя з вибором 𝐵. Воно доводить, що Ann𝐿(𝑑) = 𝐷.
Оскiльки [𝑎, 𝑎] ∈ 𝐷, тодi лема 5.14 доводить, що або [𝑎, 𝑑] = −[𝑑, 𝑎], або
[𝑑, 𝑎] = 0.

Тут маємо два випадки: (I) 𝑐 = 0 або (II) 𝑐 ̸= 0.
Розглянемо перший випадок (I). 𝐴 = 𝐹𝑎. Тут можливi два пiдвипадки:
(Ia) [𝑎, 𝑑] = −[𝑑, 𝑎]

(Ib) [𝑑, 𝑎] = 0.
Розглянемо пiдвипадок (Ia). Застосовуючи леми 5.11 i 5.12, одержуємо,

що [𝑎, 𝑦] = −[𝑦, 𝑎] для всiх 𝑦 ∈ 𝐷. Нехай 𝑥 – довiльний елемент 𝐿. Тодi
𝑥 = 𝜆𝑎+ 𝑦 для деяких елементiв 𝜆 ∈ 𝐹 , 𝑦 ∈ 𝐷. Таким чином,

[𝑥, 𝑥] = [𝜆𝑎+ 𝑦, 𝜆𝑎+ 𝑦] =

= 𝜆2[𝑎, 𝑎] + 𝜆[𝑎, 𝑦] + 𝜆[𝑦, 𝑎] + [𝑦, 𝑦] =

= 𝜆
(︀
[𝑎, 𝑦] + [𝑦, 𝑎]

)︀
= 0.

Це доводить, що 𝐿 є алгебра Лi. Отже, одержуємо, що 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑎, де
[𝑎, 𝑎] = 0. Iз леми 5.11 випливає, що iснує елемент 𝛼 ∈ 𝐹 такий, що
[𝑎, 𝑦] = 𝛼𝑦 для всiх 𝑦 ∈ 𝐷. Бiльше того, як переконалися ранiше, 𝛼 ̸= 0.
Покладемо 𝑏 = 𝛼−1𝑎, тодi [𝑏, 𝑏] = 0 i [𝑏, 𝑦] = 𝑦 для кожного елемента 𝑦 ∈ 𝐷.
Таким чином, одержуємо, що 𝐿 є алгебра типу (i).

Розглянемо пiдвипадок (Ib). Застосовуючи лему 5.12, одержуємо, що
[𝑦, 𝑎] = 0 для всiх елементiв 𝑦 ∈ 𝐷. Лема 5.11 доводить, що iснує елемент
𝛼 ∈ 𝐹 такий, що [𝑎, 𝑦] = 𝛼𝑦 для всiх 𝑦 ∈ 𝐷. Покладемо 𝑏 = 𝛼−1𝑎, тодi
[𝑏, 𝑏] = 0, [𝑦, 𝑏] = 0 i [𝑏, 𝑦] = 𝑦 для кожного елемента 𝑦 ∈ 𝐷. Маємо

[𝑏+ 𝑦, 𝑏+ 𝑦] = [𝑏, 𝑏] + [𝑏, 𝑦] + [𝑦, 𝑏] + [𝑦, 𝑦] = [𝑏, 𝑦] = 𝑦.

Звiдси випливає, що в даному випадку [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿). Таким чином,
одержуємо, що 𝐿 є алгебра типу (ii).

Розглянемо випадок (II), у якому [𝑎, 𝑎] = 𝑐 ̸= 0. Як бачили ранiше, у цьому
разi пiдалгебра 𝐴 = ⟨𝑎⟩ має вимiрнiсть 2. Тодi 𝐴 має базис {𝑎1, 𝑐1} такий, що
[𝑎1, 𝑎1] = 𝑐1, [𝑐1, 𝑎1] = 0 та або [𝑎1, 𝑐1] = 0, або [𝑎1, 𝑐1] = 𝑐1 (див. [37]). Якщо
припустимо, що [𝑎1, 𝑐1] = 0, тодi, повторюючи вищезазначенi аргументи,
одержуємо протирiччя. Звiдси [𝑎1, 𝑐1] = 𝑐1. Iз леми 5.11 випливає, що у
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даному випадку [𝑎1, 𝑦] = 𝑦, а iз леми 5.12 випливає, що [𝑦, 𝑎1] = 0 для
всiх елементiв 𝑦 ∈ 𝐷. Як i ранiше, одержуємо, що [𝑎1 + 𝑦, 𝑎1 + 𝑦] = 𝑦,
це доводить, що в даному випадку Leib(𝐿) = 𝐷. Виберемо у векторному
просторi 𝐷 пiдпростiр 𝐵 такий, що 𝐷 = 𝐹𝑐1 ⊕𝐵. Оскiльки 𝐷 є абелевим, то
𝐵 є пiдалгебра. Тодi 𝐵 є iдеал 𝐿 i маємо 𝐿 = 𝐵⊕𝐴. Отже, одержуємо, що 𝐿

є алгебра типу (iii).

Твердження 5.4. Нехай 𝐿 є розв’язна алгебра Лейбнiца, похiдний iдеал
якої не є абелевий. Припустимо також, що 𝐿 включає пiдалгебру, яка не є
iдеал. Якщо кожна пiдалгебра 𝐿 є або iдеал, або контраiдеал, тодi [𝐿,𝐿] є
екстраспецiальна.

Доведення. Оскiльки 𝐷 не є абелевий, то кожна пiдалгебра 𝐷 є iдеал, тодi
𝐷 = 𝐸⊕𝑍, де 𝐸 – екстраспецiальна алгебра, така, що [𝑒, 𝑒] ̸= 0 для кожного
елемента 𝑒 /∈ 𝜁(𝐸) i центр 𝐷 включає 𝑍 [51, Theorem A].

Припустимо протилежне: нехай iдеал 𝑍 нетривiальний. Як i ранiше,
бачимо, що Ann𝐿(𝑑) = 𝐷 для кожного елемента 𝑑 ∈ 𝜁(𝐷). Оскiльки
[𝑎, 𝑎] ∈ 𝐷, [𝑎, 𝑎] ∈ Ann𝐿(𝑑) для кожного елемента 𝑑 ∈ 𝜁(𝐷). Нехай
𝑒 ∈ 𝐸 ∖ 𝜁(𝐸) i 𝑧 = [𝑒, 𝑒]. Тодi 𝑧 ̸= 0 i 𝑧 ∈ 𝜁(𝐷). Iз того, що 𝑧 ∈ Leib(𝐿)

одержуємо, що [𝑧, 𝑎] = 0. Лема 5.11 показує, що в кожному випадку iснує
елемент 𝛼 ∈ 𝐹 такий, що [𝑎, 𝑦] = 𝛼𝑦 для всiх 𝑦 ∈ 𝜁(𝐷). Зокрема, [𝑎, 𝑧] = 𝛼𝑧.
Iз леми 5.12 випливає, що iснує елемент 𝜇 ∈ 𝐹 такий, що [𝑦, 𝑎] = 𝜇𝑦 для всiх
𝑦 ∈ 𝜁(𝐷). Зокрема, [𝑧, 𝑎] = 𝜇𝑧. Водночас [𝑧, 𝑎] = 0, так що 𝜇 = 0 i [𝑦, 𝑎] = 0

для всiх 𝑦 ∈ 𝜁(𝐷). Якщо припустимо, що 𝛼 = 0, тодi 𝜁(𝐷) 6 𝜁(𝐿). Розглянемо
фактор-алгебру 𝐿/𝐸. Iз включення (𝑍+𝐸)/𝐸 6 𝜁(𝐿/𝐸) випливає, що 𝐿/𝐸 є
нiльпотентна класу нiльпотентностi не бiльше 2. Пiдалгебра ⟨𝑎+𝐸⟩ є власна.
Кожна власна пiдалгебра нiльпотентної алгебри є субiдеал (твердження
5.1) . Тодi iдеал ⟨𝑎 + 𝐿⟩𝐿 є власний, iз цього випливає, що ⟨𝑎⟩𝐿 ̸= 𝐿, отже,
одержуємо протирiччя. Воно доводить, що 𝛼 ̸= 0.

Покладемо 𝐶 = 𝜁(𝐸) i розглянемо фактор-алгебру 𝐿/𝐶. Лема 5.9
доводить, що кожна пiдалгебра 𝐿/𝐶 є або iдеалом, або контраiдеалом.
Виберемо елемент 0 ̸= 𝑑 ∈ 𝑍. Маємо

[𝑎+ 𝐶, 𝑑+ 𝐶] = [𝑎, 𝑑] + 𝐶 = 𝛼𝑑+ 𝐶 = 𝛼(𝑑+ 𝐶).

Iз леми 5.10 випливає, що кожна пiдалгебра 𝐷/𝐶 є iдеал. Тодi лема 5.11
доводить, що [𝑎, 𝑥] + 𝐶 = [𝑎 + 𝐶, 𝑥 + 𝐶] = 𝛼𝑥 + 𝐶 для кожного елемента
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𝑥 ∈ 𝐷. Зокрема, [𝑎, 𝑒] + 𝐶 = 𝛼𝑒 + 𝐶, iз цього випливає, що [𝑎, 𝑒] = 𝛼𝑒 + 𝑧1

для деякого елемента 𝑧1 ∈ 𝐶. Маємо
𝛼𝑧 = [𝑎, 𝑧] =

[︀
𝑎, [𝑒, 𝑒]

]︀
=
[︀
[𝑎, 𝑒], 𝑒

]︀
+
[︀
𝑒, [𝑎, 𝑒]

]︀
=

= [𝛼𝑒+ 𝑧1, 𝑒] + [𝑒, 𝛼𝑒+ 𝑧1] = 𝛼[𝑒, 𝑒] + 𝛼[𝑒, 𝑒] = 2𝛼𝑧,

це доводить, що 𝛼𝑧 = 0. Це означає, що 𝛼 = 0, оскiльки 𝑧 ̸= 0, отже,
одержуємо протирiччя. Воно пiдтверджує результат.

Твердження 5.5. Нехай 𝐿 є розв’язна алгебра Лейбнiца, похiдний iдеал
[𝐿,𝐿] не є абелевий. Припустимо також, що 𝜁(𝐿) є нетривiальний. Якщо
𝐿 включає пiдалгебру, яка не є iдеалом, i кожна пiдалгебра 𝐿 є або iдеал,
або контраiдеал. Маємо char(𝐹 ) = 2, 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑎, де 𝐷 має базис
{𝑧, 𝑏𝜆 | 𝜆 ∈ Λ} такий, що [𝑎, 𝑎] = 𝛼𝑧, [𝑎, 𝑏𝜆] = 𝑏𝜆 = [𝑏𝜆, 𝑎], [𝑎, 𝑧] = [𝑧, 𝑎] = 0,
[𝑧, 𝑏𝜆] = [𝑏𝜆, 𝑧] = 0 i 0 ̸= [𝑏𝜆, 𝑏𝜆] ∈ 𝐹𝑧, де 𝜆 ∈ Λ, [𝑏𝜆, 𝑏𝜇] = 0 для всiх 𝜆, 𝜇 ∈ Λ,
𝜆 ̸= 𝜇, зокрема 𝐷 = [𝐿,𝐿], 𝐹𝑧 = Leib(𝐿).

Доведення. За лемою 5.13 𝐿 = 𝐴 + 𝐷, де 𝐴 – циклiчна пiдалгебра, 𝐴 –
контраiдеал, тодi 𝐷 = [𝐿,𝐿] i кожна пiдалгебра 𝐷 є iдеал 𝐿. Нехай 𝑎 –
елемент 𝐴, який породжує пiдалгебру 𝐴. Тодi [𝑎, 𝑎] = 𝑐 ∈ 𝐷. Оскiльки лiвий
центр включає ядро Лейбнiца 𝐿, тодi [𝑐, 𝑎] = 0. Отже, 𝐷 не є абелевий,
тодi кожна пiдалгебра 𝐷 є iдеал. Тодi 𝐷 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де 𝐸 є екстраспецiальна
алгебра така, що [𝑒, 𝑒] ̸= 0 для кожного елемента 𝑒 /∈ 𝜁(𝐸) i центр 𝐷 включає
𝑍 [51, Theorem A]. Iз твердження 5.4 випливає, що 𝐷 = 𝐸.

Включення 𝜁(𝐿) 6 𝜁(𝐷) i те, що dim𝐹

(︀
𝜁(𝐷)

)︀
= 1 доводить, що

𝜁(𝐿) = 𝜁(𝐷). Покладемо 𝐶 = 𝜁(𝐷) i зафiксуємо деякий елемент 𝑑 ∈ 𝐷 ∖ 𝐶.
Тодi 𝑧 = [𝑑, 𝑑] ∈ 𝐶. Бiльше того, 𝑧 ̸= 0 i [𝑧, 𝑥] = 0 для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐿

[51]. У фактор-алгебрi 𝐿/𝐶 її похiдний iдеал 𝐷/𝐶 є абелевий. Оскiльки кожна
пiдалгебра 𝐷/𝐶 є iдеал, то ⟨𝑑 + 𝐶⟩ = 𝐹 (𝑑 + 𝐶). Застосовуючи лему 5.14,
одержуємо, що

або [𝑎+ 𝐶, 𝑑+ 𝐶] = 𝑑+ 𝐶 = −[𝑑+ 𝐶, 𝑎+ 𝐶],

або [𝑎+ 𝐶, 𝑑+ 𝐶] = 𝑑+ 𝐶 та [𝑑+ 𝐶, 𝑎+ 𝐶] = 𝐶.

Зараз можемо застосувати леми 5.11 i 5.12 одержуємо, що
або [𝑎+ 𝐶, 𝑦 + 𝐶] = 𝑦 + 𝐶 = −[𝑦 + 𝐶, 𝑎+ 𝐶],

або [𝑎+ 𝐶, 𝑦 + 𝐶] = 𝑦 + 𝐶 та [𝑦 + 𝐶, 𝑎+ 𝐶] = 𝐶

для кожного елемента 𝑦 ∈ 𝐷.
У першому випадку одержуємо, що [𝑎, 𝑦] = 𝑦 + 𝑧1 i [𝑦, 𝑎] = −𝑦 + 𝑧2 для

деяких елементiв 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐶.
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У другому випадку одержуємо, що [𝑎, 𝑦] = 𝑦 + 𝑧3 i [𝑦, 𝑎] = 𝑧4 для деяких
елементiв 𝑧3, 𝑧4 ∈ 𝐶.

Звiсно, елементи 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 залежать вiд 𝑦.
Припустимо, що char(𝐹 ) ̸= 2. Маємо

0 = [𝑎, 𝑧] =
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑑]

]︀
=
[︀
[𝑎, 𝑑], 𝑑

]︀
+
[︀
𝑑, [𝑎, 𝑑]

]︀
=

= [𝑑+ 𝜇𝑧, 𝑑] + [𝑑, 𝑑+ 𝜇𝑧] = [𝑑, 𝑑] + [𝑑, 𝑑] = 2𝑧.

I одержуємо протирiччя, яке доводить, що char(𝐹 ) = 2.
Тут можливi два випадки: (I) [𝑎, 𝑎] ∈ 𝜁(𝐿) або (II) [𝑎, 𝑎] /∈ 𝜁(𝐿).
Розглянемо (I). Тут, у свою чергу природно виникають два варiанти:
(Ia) [𝑎, 𝑦] = 𝑦 + 𝑧1, [𝑦, 𝑎] = −𝑦 + 𝑧2 для деяких елементiв 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐶;
(Ib) [𝑎, 𝑦] = 𝑦 + 𝑧3, [𝑦, 𝑎] = 𝑧4 для деяких елементiв 𝑧3, 𝑧4 ∈ 𝐶.
Розглянемо (Ia). Тодi для кожного елемента 𝑦 ∈ 𝐷 матимемо

0 =
[︀
𝑦, [𝑎, 𝑎]

]︀
=
[︀
[𝑦, 𝑎], 𝑎

]︀
+
[︀
𝑎, [𝑦, 𝑎]

]︀
=

= [−𝑦 + 𝑧2, 𝑎] + [𝑎,−𝑦 + 𝑧2] = [−𝑦, 𝑎] + [𝑎,−𝑦],

отже, [𝑎, 𝑦] = −[𝑦, 𝑎]. Iз того, що char(𝐹 ) = 2 одержуємо, що [𝑎, 𝑦] = [𝑦, 𝑎].
Нехай {𝑧, 𝑦𝜆 | 𝜆 ∈ Λ} є деякий базис 𝐷. Нехай 𝜆, 𝜇 ∈ Λ, де 𝜆 ̸= 𝜇. Оскiльки

𝐶 = [𝐷,𝐷], тодi
[︀
[𝑦𝜆, 𝑦𝜇], 𝑎

]︀
= 0. Водночас[︀

[𝑦𝜆, 𝑦𝜇], 𝑎
]︀
=
[︀
𝑦𝜆, [𝑦𝜇, 𝑎]

]︀
−
[︀
𝑦𝜇, [𝑦𝜆, 𝑎]

]︀
=

= [𝑦𝜆,−𝑦𝜇 + 𝑧2𝜇]− [𝑦𝜇,−𝑦𝜆 + 𝑧2𝜆] = −[𝑦𝜆, 𝑦𝜇] + [𝑦𝜇, 𝑦𝜆],

i одержуємо, що [𝑦𝜆, 𝑦𝜇] = [𝑦𝜇, 𝑦𝜆].
Нехай 𝑉 = 𝐷/𝐶. Визначимо вiдображення Φ: 𝑉 × 𝑉 → 𝐹 за таким

правилом: Φ(𝑦+𝐶, 𝑥+𝐶) = 𝜈𝑦𝑥, де 𝜈𝑦𝑥𝑧 = [𝑦, 𝑥], 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷. Можна бачити, що
Φ визначено коректно. Дiйсно, Φ є бiлiнiйним. Оскiльки Φ(𝑥+𝐶, 𝑥+𝐶) ̸= 0

для будь-якого 𝑥 /∈ 𝐶, звуження Φ на кожен пiдпростiр 𝑉 є невиродженим.
Рiвнiсть [𝑦𝜆, 𝑦𝜇] = [𝑦𝜇, 𝑦𝜆], де 𝜆, 𝜇 ∈ Λ, доводить, що Φ є симетрична
бiлiнiйна форма. Тепер, застосовуючи стандартнi аргументи лiнiйної алгебри,
зауважимо, що векторний простiр 𝑉 має ортогональний базис. Це означає,
що 𝐷 має базис {𝑧, 𝑒𝜆 | 𝜆 ∈ Λ} такий, що [𝑒𝜆, 𝑒𝜇] = [𝑒𝜇, 𝑒𝜆] для всiх 𝜆, 𝜇 ∈ Λ,
де [𝑒𝜆, 𝑒𝜆] ̸= 0.

Маємо [𝑎, 𝑒𝜆] = 𝑒𝜆 + 𝑧𝜆 для деяких елементiв 𝑧𝜆 ∈ 𝐶. Покладемо
𝑏𝜆 = 𝑒𝜆 + 𝑧𝜆, тодi [𝑎, 𝑏𝜆] = [𝑎, 𝑒𝜆 + 𝑧𝜆] = [𝑎, 𝑒𝜆] + [𝑎, 𝑧𝜆] = 𝑏𝜆, де 𝜆 ∈ Λ.

Згiдно iз доведеним вище [𝑏𝜆, 𝑎] = [𝑎, 𝑏𝜆] = 𝑏𝜆, 𝜆 ∈ Λ. Маємо
[𝑏𝜆, 𝑏𝜇] = [𝑒𝜆 + 𝑧𝜆, 𝑒𝜇 + 𝑧𝜇] = [𝑒𝜆, 𝑒𝜇] = 0, отже, прийшли до алгебри Лейбнiца
типу (i).
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Розглянемо (Ib). Маємо
[︀
𝑑, [𝑎, 𝑑]

]︀
= [𝑑, 𝑑+ 𝑧3] = [𝑑, 𝑑] = 𝑧 ̸= 0.

Водночас[︀
𝑑, [𝑎, 𝑑]

]︀
=
[︀
[𝑑, 𝑎], 𝑑

]︀
+
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑑]

]︀
= [𝑧4, 𝑑] + [𝑎, 𝑧] = 0,

отже, одержуємо протирiччя. Воно доводить, що випадок (Ib) неможливий.
Розглянемо випадок (II). Покладемо 𝑐 = [𝑎, 𝑎]. Оскiльки 𝑐 /∈ 𝜁(𝐿) = 𝜁(𝐷),

тодi [𝑐, 𝑐] ̸= 0 [51]. Утiм 𝑐 ∈ Leib(𝐿), iз цього випливає, що [𝑐, 𝑥] = 0 для всiх
𝑥 ∈ 𝐿. Зокрема, [𝑐, 𝑐] = 0, отже, одержуємо протирiччя. Воно доводить, що
випадок (II) є неможливий.

Твердження 5.6. Нехай 𝐿 є розв’язна алгебра Лейбнiца, похiдний iдеал
[𝐿,𝐿] не є абелевий. Припустимо, що 𝐿 включає пiдалгебру, яка не
є iдеал. Якщо кожна пiдалгебра 𝐿 є або iдеал, або контраiдеал, тодi
𝜁(𝐿) є нетривiальним.

Доведення. Припустимо протилежне: нехай 𝜁(𝐿) = ⟨0⟩. Згiдно iз леми 5.13
𝐿 = 𝐴 + 𝐷, де 𝐴 – циклiчна пiдалгебра, 𝐴 – контраiдеал, тодi 𝐷 = [𝐿,𝐿]

i кожна пiдалгебра 𝐷 є iдеал 𝐿. Нехай 𝑎 – елемент 𝐴, який породжує
пiдалгебру 𝐴. Тодi [𝑎, 𝑎] = 𝑐 ∈ 𝐷. Оскiльки лiвий центр включає ядро
Лейбнiца 𝐿, тодi [𝑐, 𝑎] = 0. Тобто, 𝐷 не є абелевий, тодi кожна пiдалгебра
𝐷 є iдеал. Отже, 𝐷 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де 𝐸 - це екстраспецiальна алгебра така, що
[𝑒, 𝑒] ̸= 0 для кожного елемента 𝑒 /∈ 𝜁(𝐸) i центр 𝐷 включає 𝑍 [51, Theorem A].
Iз твердження 5.4 випливає, що 𝐷 = 𝐸.

Покладемо 𝐶 = 𝜁(𝐷) i зафiксуємо деякий елемент 𝑑 ∈ 𝐷 ∖ 𝐶. Тодi
𝑧 = [𝑑, 𝑑] ∈ 𝐶. Бiльше того, 𝑧 ̸= 0 i [𝑧, 𝑥] = 0 для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐿 [51].
Iз того, що 𝑧 ∈ 𝜁(𝐷) i codim𝐹 (𝐷) = 1, одержуємо, що 𝑎 /∈ Ann𝐿(𝑧). Водночас
[𝑧, 𝑎] = 0 випливає, що [𝑎, 𝑧] ̸= 0.

Природним чином виникають два випадки: (I) [𝑎, 𝑎] ∈ 𝐶 або (II) [𝑎, 𝑎] /∈ 𝐶.
Розглянемо випадок (I). У фактор-алгебрi 𝐿/𝐶 її похiдний iдеал 𝐷/𝐶 є

абелевий. Оскiльки кожна пiдалгебра 𝐷/𝐶 є iдеал, тодi ⟨𝑑+ 𝐶⟩ = 𝐹 (𝑑+ 𝐶).
Якщо припустимо, що [𝑎+𝐶, 𝑑+𝐶] = 𝐶 = [𝑑+𝐶, 𝑎+𝐶], тодi, застосовуючи
вищезазначенi аргументи, одержуємо що пiдалгебра ⟨𝑎⟩ не є контраiдеал. Це
доводить, що 𝑎+𝐶 /∈ Ann𝐿/𝐶(𝑑+𝐶). Застосовуючи лему 5.14, одержуємо,
що

або [𝑎+ 𝐶, 𝑑+ 𝐶] = 𝑑+ 𝐶 = −[𝑑+ 𝐶, 𝑎+ 𝐶],

або [𝑎+ 𝐶, 𝑑+ 𝐶] = 𝑑+ 𝐶 та [𝑑+ 𝐶, 𝑎+ 𝐶] = 𝐶.
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Зараз можемо застосувати леми 5.11 та 5.12 i з’ясувати, що
або [𝑎+ 𝐶, 𝑦 + 𝐶] = 𝑦 + 𝐶 = −[𝑦 + 𝐶, 𝑎+ 𝐶],

або [𝑎+ 𝐶, 𝑦 + 𝐶] = 𝑦 + 𝐶 та [𝑦 + 𝐶, 𝑎+ 𝐶] = 𝐶

для кожного елемента 𝑦 ∈ 𝐷.
У першому випадку одержуємо, що [𝑎, 𝑦] = 𝑦 + 𝑧1𝑦 i [𝑦, 𝑎] = −𝑦 + 𝑧2𝑦 для

деяких елементiв 𝑧1𝑦, 𝑧2𝑦 ∈ 𝐶.
У другому випадку одержуємо, що [𝑎, 𝑦] = 𝑦+ 𝑧3𝑦 i [𝑦, 𝑎] = 𝑧4𝑦 для деяких

елементiв 𝑧3𝑦, 𝑧4𝑦 ∈ 𝐶.
Дiйсно, елементи 𝑧1𝑦, 𝑧2𝑦, 𝑧3𝑦, 𝑧4𝑦 залежать вiд 𝑦.
Таким чином, природно одержуємо такi два пiдвипадки:
(Ia) [𝑎, 𝑦] = 𝑦 + 𝑧1𝑦, [𝑦, 𝑎] = −𝑦 + 𝑧2𝑦 для деяких елементiв 𝑧1𝑦, 𝑧2𝑦 ∈ 𝐶;
(Ib) [𝑎, 𝑦] = 𝑦 + 𝑧3𝑦, [𝑦, 𝑎] = 𝑧4𝑦 для деяких елементiв 𝑧3𝑦, 𝑧4𝑦 ∈ 𝐶.
Розглянемо (Ia). Тодi одержуємо:

[𝑎, 𝑧] =
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑑]

]︀
=
[︀
[𝑎, 𝑑], 𝑑

]︀
+
[︀
𝑑, [𝑎, 𝑑]

]︀
=

= [𝑑+ 𝑧1𝑑, 𝑑] + [𝑑, 𝑑+ 𝑧1𝑑] = [𝑑, 𝑑] + [𝑑, 𝑑] = 2𝑧.

Оскiльки [𝑎, 𝑧] ̸= 0, одержуємо, що char(𝐹 ) ̸= 2.
Якщо 𝑥 ∈ 𝐶, тодi 𝑥 = 𝜂𝑧 для деякого 𝜂 ∈ 𝐹 . Звiдси випливає, що

[𝑎, 𝑥] = [𝑎, 𝜂𝑧] = 𝜂[𝑎, 𝑧] = 2𝜂𝑧 = 2𝑥.

Далi маємо
0 =

[︀
𝑑, [𝑎, 𝑎]

]︀
=
[︀
[𝑑, 𝑎], 𝑎

]︀
+
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑎]

]︀
=

= [−𝑑+ 𝑧2𝑑, 𝑎] + [𝑎,−𝑑+ 𝑧2𝑑] =

= [−𝑑, 𝑎] + [𝑎,−𝑑] + [𝑎, 𝑧2𝑑] =

= −𝑑+ 𝑧2𝑑 − 𝑑− 𝑧1𝑑 + 2𝑧2𝑑 = −2𝑑− 𝑧1𝑑 + 3𝑧2𝑑.

Звiдси випливає, що 2𝑑 ∈ 𝐶. Беручи до уваги ту обставину, що
char(𝐹 ) ̸= 2, одержуємо, що 𝑑 ∈ 𝐶. Це протирiччя доводить, що випадок
(Ia) неможливий.

Розглянемо (Ib). Застосовуючи зазначенi ранiше аргументи, знову
одержуємо, що [𝑎, 𝑧] = 2𝑧, а звiдси [𝑎, 𝑥] = 2𝑥 для будь-якого 𝑥 ∈ 𝐶. Також
одержуємо, що char(𝐹 ) ̸= 2.

Далi

0 =
[︀
𝑑, [𝑎, 𝑎]

]︀
=
[︀
[𝑑, 𝑎], 𝑎

]︀
+
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑎]

]︀
= [𝑧4𝑑, 𝑎] + [𝑎, 𝑧4𝑑] = 2𝑧4𝑑.

Оскiльки char(𝐹 ) ̸= 2, то одержуємо, що 𝑧4𝑑 = 0, тобто [𝑑, 𝑎] = 0. Зараз для
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елемента
[︀
𝑑, [𝑎, 𝑑]

]︀
одержуємо з одного боку[︀

𝑑, [𝑎, 𝑑]
]︀
= [𝑑, 𝑑+ 𝑧3𝑑] = [𝑑, 𝑑] = 𝑧,

а з iншого боку[︀
𝑑, [𝑎, 𝑑]

]︀
=
[︀
[𝑑, 𝑎], 𝑑

]︀
+
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑑]

]︀
= [0, 𝑑] + [𝑎, 𝑧] = 2𝑧.

Iз цього випливає, що 𝑧 = 0, отже, одержуємо протирiччя. Воно доводить,
що випадок (Ib) є неможливим.

Розглянемо випадок (II). Покладемо 𝑐 = [𝑎, 𝑎]. Оскiльки 𝑐 /∈ 𝜁(𝐷) та
[𝑐, 𝑐] ̸= 0. Але водночас 𝑐 ∈ Leib(𝐿), iз цього випливає, що [𝑐, 𝑥] = 0 для всiх
𝑥 ∈ 𝐿. Зокрема, [𝑐, 𝑐] = 0, отже, одержуємо протирiччя. Воно доводить, що
випадок (II) – неможливий. Це останнє протирiччя i доводить результат.

Теорема 5.6. Нехай 𝐿 є розв’язна алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої є або
iдеали, або контраiдеали. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

(i) 𝐿 – абелева;

(ii) 𝐿 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де 𝐸 – екстраспецiальна пiдалгебра така, що [𝑒, 𝑒] ̸= 0 для
кожного елемента 𝑒 /∈ 𝜁(𝐸) i 𝑍 6 𝜁(𝐿);

(iii) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] для будь-якого
елемента 𝑦 ∈ 𝐷, зокрема 𝐿 є алгебра Лi;

(iv) 𝐿 = 𝐷⊕𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = [𝑦, 𝑏] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 для кожного елемента
𝑦 ∈ 𝐷, зокрема 𝐷 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿);

(v) 𝐿 = 𝐵 ⊕ 𝐴, де 𝐴 = 𝐹𝑎1 ⊕ 𝐹𝑐1, [𝑎1, 𝑎1] = 𝑐1, [𝑐1, 𝑎1] = 0, [𝑎1, 𝑐1] = 𝑐1 i
[𝑏, 𝑏] = [𝑏, 𝑎1] = [𝑏, 𝑐1] = [𝑐1, 𝑏] = 0, [𝑎1, 𝑏] = 𝑏 для кожного елемента
𝑏 ∈ 𝐵, зокрема 𝐵 ⊕ 𝐹𝑐1 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿);

(vi) char(𝐹 ) = 2, 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑎, де 𝐷 має базис {𝑧, 𝑏𝜆 | 𝜆 ∈ Λ} такий, що
[𝑎, 𝑎] = 𝛼𝑧, [𝑎, 𝑏𝜆] = 𝑏𝜆 = [𝑏𝜆, 𝑎], [𝑎, 𝑧] = [𝑧, 𝑎] = 0, [𝑧, 𝑏𝜆] = [𝑏𝜆, 𝑧] = 0 i
0 ̸= [𝑏𝜆, 𝑏𝜆] ∈ 𝐹𝑧, 𝜆 ∈ Λ, [𝑏𝜆, 𝑏𝜇] = 0 для всiх 𝜆, 𝜇 ∈ Λ, де 𝜆 ̸= 𝜇, зокрема
𝐷 = [𝐿,𝐿], 𝐹𝑧 = Leib(𝐿).

Доведення. Якщо 𝐿 не включає нетривiальнi контраiдеали, тодi кожна
пiдалгебра 𝐿 є iдеал. Отже, 𝐿 є алгебра Лейбнiца типу (i) або (ii)
[51, Theorem A]. Tому припускаємо, що 𝐿 включає власний контраiдеал.
Згiдно iз лемою 5.13 𝐿 = 𝐴 + 𝐷, де 𝐴 – циклiчна пiдалгебра, 𝐴 –
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контраiдеал, тодi 𝐷 = [𝐿,𝐿] i кожна пiдалгебра 𝐷 є iдеал 𝐿. Якщо
𝐷 є абелева, тодi твердження 5.3 доводить, що 𝐿 є алгебра Лейбнiца
типiв (iii)-(v). Припустимо, що 𝐷 не є абелевий. Оскiльки кожна пiдалгебра
𝐷 є iдеал, тодi 𝐷 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де 𝐸 є екстраспецiальна алгебра така,
що [𝑒, 𝑒] ̸= 0 для кожного елемента 𝑒 /∈ 𝜁(𝐸), i центр 𝐷 включає 𝑍

[51, Theorem A]. Iз твердження 5.4 випливає, що 𝐷 = 𝐸. Iз
твердження 5.6 випливає, що 𝜁(𝐿) не є тривiальний, i твердження 5.5
доводить, що 𝐿 є алгебра Лейбнiца типу (vi).

Наслiдок 5.4. Нехай 𝐿 є алгебрf Лi, пiдалгебри якої є або iдеали, або
контраiдеали. Тодi 𝐿 є алгебрf одного з таких типiв:

(i) 𝐿 є простою;

(ii) 𝐿 є квазiпростою;

(iii) 𝐿 є абелевою;

(iv) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] для кожного 𝑦 ∈ 𝐷.

Висновки до роздiлу 5

Останнiй роздiл дисертацiйної роботи присвячений вивченню впливу
деяких природних типiв пiдалгебр на будову алгебр Лейбнiца. Перша
частина цього роздiлу мiстить досить детальний опис деяких класiв Т-
алгебр Лейбнiца. Друга частина присвячена дещо iншому питанню. Для
iдеалiв алгебри Лейбнiца досить часто можна вказати такi пiдалгебри, якi
у певному розумiннi протилежнi до перших. Одними з таких виявились так
званi контраiдеали, якi було визначено автором дисертацiї. Цiлком логiчним
питанням є дослiдження будови алгебр Лейбнiца, в яких всi пiдалгебри є або
iдеали, або контраiдеали. Останнi результати дисертацiйного дослiдження
присвяченi саме цьому питанню. Було одержано досить детальний опис таких
алгебр Лейбнiца.

Результати цього роздiлу анонсовано в [55,81,82] та опублiковано у працi
[56].
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Висновки

У дисертацiйнiй роботi було одержано новi результати, пов’язанi з
решiтковими групами, решiтковими кiльцями й алгебрами Лейбнiца.

Перший роздiл присвячено огляду лiтератури, пов’язаною з тематикою
дисертацiї.

У другому роздiлi визначено функцiю 𝜒(𝑌, a) таким чином:

𝜒(𝑌, a)(𝑥) =

⎧⎨⎩a, якщо 𝑥 ∈ 𝑌

0, якщо 𝑥 /∈ 𝑌 .

Ввели добуток ⊙:

(𝜇⊙ 𝜈)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝐺, 𝑦𝑧=𝑥

(︀
𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
.

Сформульовано та доведено його основнi властивостi:

(i) операцiя ⊙ є асоцiативна;

(ii) функцiя 𝜒(𝑒,m) – одиничний елемент вiдносно операцiї ⊙;

(iii) 𝜆⊙ (𝜇 ∨ 𝜈) = (𝜆⊙ 𝜇) ∨ (𝜆⊙ 𝜈) i (𝜇 ∨ 𝜈)⊙ 𝜆 = (𝜇⊙ 𝜆) ∨ (𝜈 ⊙ 𝜆) для всiх
функцiй 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ L𝐺;

(iv) якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, a ∈ L, тодi
(︀
𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜆

)︀
(𝑥) = a ∧ 𝜆(𝑦−1𝑥), зокрема, якщо

a =
⋁︀
𝑥∈𝐺

𝜆(𝑥), тодi
(︀
𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜆

)︀
(𝑥) = 𝜆(𝑦−1𝑥);

(v)
(︀
𝜆 ⊙ 𝜒(𝑦, a)

)︀
(𝑥) = a ∧ 𝜆(𝑥𝑦−1), зокрема, якщо a =

⋁︀
𝑥∈𝐺

𝜆(𝑥), тодi(︀
𝜆⊙ 𝜒(𝑦, a)

)︀
(𝑥) = 𝜆(𝑥𝑦−1) ;

(vi) якщо 𝑥, 𝑦, 𝑢 ∈ 𝐺, a, b ∈ L, тодi
(︀
𝜒(𝑦, a) ⊙ 𝜒(𝑢, b)

)︀
(𝑦𝑢) = a ∧ b i(︀

𝜒(𝑦, a) ⊙ 𝜒(𝑢, b)
)︀
(𝑥) = 0, якщо 𝑥 ̸= 𝑦𝑢. Iншими словами, 𝜒(𝑦, a) ⊙

𝜒(𝑢, b) = 𝜒(𝑦𝑢, a ∧ b), зокрема, 𝜒(𝑦, a)⊙ 𝜒(𝑢, a) = 𝜒(𝑦𝑢, a);

(vii)
(︀
𝜒(𝑥, a)⊙ 𝜆⊙ 𝜒(𝑥−1, a)

)︀
(𝑦) = a ∧ 𝜆(𝑥−1𝑦𝑥).

Наведено означення групової функцiї, розглянуто основнi властивостi
групової функцiї та доведено її критерiй, який полягає в такому: нехай 𝐺

– група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка i 𝛾 ∈ L𝐺. Тодi 𝛾 – це групова
функцiя на 𝐺 тодi й тiльки тодi, коли мають мiсце такi твердження:
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(1) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝛾(𝑦)

)︀
⊆ 𝛾 для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.

(2) 𝜒
(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⊆ 𝛾 для кожного 𝑥 ∈ 𝐺.

Визначено нове означення: нехай 𝐺 – група i L – скiнченна дистрибутивна
решiтка, тодi непорожню пiдмножину Λ iз 𝐺 × L називають решiтковою
групою над L, якщо вона задовольняє такi умови:

• якщо (𝑥, a) ∈ Λ i b ≤ a, тодi (𝑥, b) ∈ Λ;

• якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ Λ, тодi (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ Λ;

• якщо (𝑥, a) ∈ Λ, тодi (𝑥−1, a) ∈ Λ.

У даному роздiлi розглянуто деякi властивостi решiткових груп, а саме:

Властивiсть 1. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка i
S – сiмейство решiткових пiдгруп над L. Тодi перетин ∩S є решiткова
пiдгрупа.

Властивiсть 2. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка i
Λ – решiткова група. Тодi prL(Λ) є напiвгрупа вiдносно операцiї ∧ з
одиницею e(Λ) =

⋁︀
CΛ(1) i нулем 0. Крiм того, prL(Λ) є головним нижнiй

сегмент L, породжений e(Λ);

Властивiсть 3. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка i
Λ – решiткова група. Тодi pr𝐺(Λ) є пiдгрупа групи 𝐺. Навпаки, для
кожної пiдгрупи 𝐻 iз pr𝐺(Λ) пiдмножина {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ Λ i 𝑥 ∈ 𝐻} =

= pr−1
𝐺 (𝐻) є решiткова пiдгрупа Λ;

Властивiсть 4. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка i
Λ – решiткова група. Тодi якщо M нижнiй сегмент L, то {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈
Λ i a ∈ M} є решiткова пiдгрупа Λ. Зокрема, pr−1

L (M) є решiткова група.

Обґрунтовано, чому саме так визначають добуток решiткових груп:

ΛΓ = {(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b) | (𝑥, a) ∈ Λ, (𝑦, b) ∈ Γ}.
Останнiй пiдроздiл другого роздiлу присвячено нормальнiй фазi пiдгрупi

й доведено критерiй нормальностi: нехай 𝐺 – група, L – скiнченна
дистрибутивна решiтка i 𝜆, 𝜅 : 𝐺 → L – груповi функцiї такi, що 𝜅 ⪯ 𝛾.
Тодi нижченаведенi твердження еквiвалентнi:
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(i) 𝜅 – нормальна пiдгрупа функцiї 𝛾;

(ii) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⪯ 𝜅 для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐺;

(iii) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⊆ 𝜅 для будь-яких елементiв

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺;

(iv) 𝜒(𝑥, a) ⊙ 𝜒(𝑦, b) ⊙ 𝜒(𝑥−1, a) ⊆ 𝜅 для будь-яких елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, де
a 6 𝛾(𝑥), b 6 𝜅(𝑦).

Одержано опис загальної структури фазi групи 𝛾 для випадку, коли Im(𝛾)

є скiнченний.
У третьому роздiлi визначено функцiю 𝜒(𝑌, a) так:

𝜒(𝑌, a)(𝑥) =

⎧⎨⎩a, якщо 𝑥 ∈ 𝑌,

m↓, якщо 𝑥 /∈ 𝑌,

де m↓ – найменший елемент L.
Означення 𝐿-фазi кiльця визначено таким чином: нехай 𝑅 – кiльце,

L – скiнченна дистрибутивна решiтка i 𝜅 ∈ L𝑅. Тодi функцiю, якщо вона
задовольняє такi умови:

(RF 1) 𝜅(𝑥− 𝑦) > 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦) для всiх (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅,
(RF 2) 𝜅(𝑥𝑦) > 𝜅(𝑥) ∧ 𝜅(𝑦) для всiх (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅

називають 𝐿-фазi кiльцем на 𝑅.
Ввели добуток ⊕:

(𝜇⊕ 𝜈)(𝑥) =
⋁︁

𝑦,𝑧∈𝑅, 𝑦+𝑧=𝑥

(︀
𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)

)︀
.

Сформульовано й доведено основнi властивостi цього добутку:

(i) операцiя ⊕ асоцiативна;

(ii) операцiя ⊕ комутативна;

(iii) функцiя 𝜒(0,m↓) є нульовий елемент вiдносно операцiї ⊕;

(iv) 𝜆⊕ (𝜇 ∨ 𝜈) = (𝜆⊕ 𝜇) ∨ (𝜆⊕ 𝜈) для всiх функцiй 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ L𝑅;

(v) якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 та a ∈ L, тодi
(︀
𝜒(𝑦, a) ⊕ 𝜆

)︀
(𝑥) = a ∧ 𝜆(𝑥 − 𝑦). Зокрема,

якщо a =
⋁︀
𝑥∈𝑅

𝜆(𝑥), тодi
(︀
𝜒(𝑦, a)⊕ 𝜆

)︀
(𝑥) = 𝜆(𝑥− 𝑦);

117



(vi) якщо 𝑥, 𝑦, 𝑢 ∈ 𝑅 та a, b ∈ L, тодi
(︀
𝜒(𝑦, a) ⊕ 𝜒(𝑢, b)

)︀
(𝑦 + 𝑢) = a ∧ b

i
(︀
𝜒(𝑦, a) ⊕ 𝜒(𝑢, b)

)︀
(𝑥) = m↓, якщо 𝑥 ̸= 𝑦 + 𝑢. Iншими словами,

𝜒(𝑦, a)⊕𝜒(𝑢, b) = 𝜒(𝑦+ 𝑢, a∧ b). Зокрема, 𝜒(𝑦, a)⊕𝜒(𝑢, a) = 𝜒(𝑦+ 𝑢, a);

(vii) якщо 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ L𝑅 i 𝜆 6 𝜇, тодi 𝜆⊕ 𝜈 6 𝜇⊕ 𝜈.

Доведено точковий критерiй: нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна
дистрибутивна решiтка i 𝜅 ∈ L𝑅. Тодi 𝜅 є 𝐿-фазi кiльце на 𝑅 тодi й тiльки
тодi, коли виконуються такi умови:

(1) 𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊕ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
≤ 𝜅 для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅;

(2) 𝜒
(︀
−𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
≤ 𝜅 для кожного 𝑥 ∈ 𝑅;

(3) 𝜒
(︀
𝑥, 𝜅(𝑥)

)︀
⊙ 𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
≤ 𝜅 для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅.

Визначено нове означення: нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка, тодi непорожню пiдмножину 𝐾 iз 𝑅 × L називають решiтковим
кiльцем над L, якщо вона задовольняє такi умови:

• якщо (𝑥, a) ∈ 𝐾 i b 6 a, тодi (𝑥, b) ∈ 𝐾;

• якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, тодi (𝑥, a)− (𝑦, b) ∈ 𝐾;

• якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, тодi (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ 𝐾.

Розглянуто та доведено деякi властивостi решiткових кiлець.

Властивiсть 1. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка та
𝐾 – решiткове кiльце. Тодi prL(𝐾) – це напiвгрупа вiдносно операцiї ∧
з одиничним елементом e(𝐾) =

⋁︀
C𝐾(0) i нульовим m↓. Бiльше того,

prL(𝐾) – головний нижнiй сегмент L, породжений e(𝐾).

Властивiсть 2. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
а 𝐾 – решiткове кiльце. Тодi pr𝑅(𝐾) – пiдкiльце 𝑅. I навпаки, для
кожного пiдкiльця 𝑆 iз pr𝑅(𝐾) пiдмножина {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾 i 𝑥 ∈ 𝑆}
є решiткове пiдкiльце 𝐾.
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Властивiсть 3. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
а 𝐾 – решiткове кiльце. Якщо M ⊆ L i M є нижнiй сегмент L, тодi
пiдмножина {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾 i a ∈ M} – решiткове пiдкiльце 𝐾.
Зокрема, пiдмножина {(𝑥, b) | (𝑥, b) ∈ 𝐾 i b 6 a} є решiткове пiдкiльце
𝐾 для кожного елемента a ∈ L.

Властивiсть 4. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
а 𝐾 – решiткове кiльце. Припустимо, що 𝑆 є пiдкiльце pr𝑅(𝐾) i M –
нижнiй сегмент L. Тодi пiдмножина {(𝑥, a) | (𝑥, a) ∈ 𝐾, 𝑥 ∈ 𝑆 i a ∈ M} є
решiткове пiдкiльце 𝐾.

Властивiсть 5. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка, а
𝐾 – решiткове кiльце. Тодi для кожного елемента a ∈ L пiдмножина 𝐾[a]

є замкнена вiдносно операцiй додавання i множення пар та є кiльце за
виключенням цих операцiй. Зокрема, пiдмножина H(a) є пiдкiльце 𝑅 й
iзоморфна до 𝐾[a].

Властивiсть 6. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка, а
𝐾 – решiткове кiльце. Тодi якщо a, b ∈ L та a 6 b, то H(b) 6 H(a).

Властивiсть 7. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
а 𝐾 – решiткове кiльце. Тодi замкнена вiдносно додавання i множення
пiдмножина 𝑀 iз 𝐾 є просте кiльце за обмеженням додавання та
множення тодi й тiльки тодi, коли 𝑀 6 𝐾[a] для деякого елемента
a ∈ L (отже, 𝑀 є просте пiдкiльце 𝐾[a]). Крiм того, 𝐾 – просте кiльце
за додаванням i множенням тодi й тiльки тодi, коли 𝐾 = 𝐾[m↓].

Детально розглянуто поняття гомоморфiзму для решiткових кiлець.
Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка, та нехай 𝐾 ⊆

𝑅 × L (вiдповiдно Θ ⊆ 𝑇 × L) – решiтковi кiльця над L. Тодi вiдображення
𝑓 : 𝐾 −→ Θ називають гомоморфiзмом, якщо воно задовольняє такi умови:

𝑓(𝑢, a) + 𝑓(𝑣, b) = 𝑓
(︀
(𝑢, a) + (𝑣, b)

)︀
i

𝑓(𝑢, a)𝑓(𝑣, b) = 𝑓
(︀
(𝑢, a)(𝑣, b)

)︀
для всiх (𝑢, a), (𝑣, b) ∈ 𝐾;

якщо (𝑧, c) ∈ Im(𝑓) i d 6 c, тодi (𝑧, d) ∈ Im(𝑓).
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Властивостi гомоморфiзму:

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L, вiдповiдно Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Тодi 𝑓

(︀
𝑂(𝐾)

)︀
6 𝑂(Θ). Бiльше того, якщо

𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , b) i 𝑓(0𝑅, c) = (0𝑇 , d) i a 6 c, тодi b 6 d. Зокрема,
𝑓(0𝑅,m↓) = (0𝑇 ,m↓);

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L, вiдповiдно Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм. Якщо a ∈ L, i 𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , b),
тодi вiдображення 𝑓𝐿 : L −→ L, визначене за правилом 𝑓𝐿(a) = b,
задовольняє такi умови:

(i) 𝑓𝐿(a∧b) = 𝑓𝐿(a)∧𝑓𝐿(b), зокрема, якщо a 6 b, тодi 𝑓𝐿(a) 6 𝑓𝐿(b);

(ii) якщо b ∈ Im(𝑓𝐿) та a 6 b, тодi a ∈ Im(𝑓𝐿);

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ

є гомоморфiзм. Якщо a, b – елементи L такi, що a 6 b, 𝑥 ∈ 𝑅 i
𝑓(𝑥, a) = (𝑢, c) i 𝑓(𝑥, b) = (𝑣, d), тодi c 6 d. Зокрема, 𝑓(𝑥,m↓) ∈ 𝑇 [m↓];

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ

є гомоморфiзм. Якщо 𝑥 ∈ 𝑅 i 𝑓(𝑥,m↓) = (𝑢,m↓), де 𝑢 ∈ 𝑇 , тодi
вiдображення 𝑓𝑅 : 𝑅 −→ 𝑇 визначене за правилом 𝑓𝑅(𝑥) = 𝑢, є простий
кiльцевий гомоморфiзм;

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ є
гомоморфiзм. Нехай 𝑥 ∈ 𝑅, a ∈ L та припустимо, що 𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , c),
де c ∈ L. Тодi 𝑓(𝑥, a) = (𝑣, c) для деякого елемента 𝑣 ∈ 𝑇 ;

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ є гомоморфiзм. Тодi 𝑓(𝑥, a) − 𝑓(𝑦, b) = 𝑓

(︀
(𝑥, a) − (𝑦, b)

)︀
для всiх (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾;
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• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ є
гомоморфiзм. Тодi Im(𝑓) є решiткове пiдкiльце Θ;

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ є
гомоморфiзм. Тодi Ker(𝑓) є решiтковий iдеал 𝐾;

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ є
гомоморфiзм. Тодi Ker(𝑓) = 𝐾[𝑅𝑓 ];

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ є
гомоморфiзм. Нехай 𝑥 ∈ 𝑅 та a, b ∈ L, a 6 b i припустимо, що
𝑓(𝑥, b) = (𝑦, c) для деяких 𝑦 ∈ 𝑇, c ∈ L. Тодi 𝑓(𝑥, a) = (𝑦, d), де
𝑓(0𝑅, a) = (0𝑇 , d);

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ є
гомоморфiзм. Якщо (𝑥, a) ∈ 𝐾, тодi 𝑓(𝑥, a) =

(︀
𝑓𝑅(𝑥), 𝑓𝐿(a)

)︀
;

• нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка. Нехай
𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 × L – решiтковi кiльця над L i 𝑓 : 𝐾 −→ Θ є
гомоморфiзм. Тодi 𝑓 = p(𝑓𝐿) ∘ s(𝑓𝑅).

Для гомоморфiзму, який зберiгає шари, доведено такий безпосереднiй
аналог теореми про гомоморфiзми для кiлець.

Теорема. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка.
Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 ∈ L – решiтковi кiльця над L i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм, який зберiгає шари. Визначимо решiтковi
кiльця 𝐾𝑓 ⊆ 𝑅/𝑅𝑓×L за правилом: пара (𝑥+𝑅𝑓 , a) ∈ 𝐾𝑓 тодi й тiльки тодi,
коли (𝑥, a) ∈ 𝐾. Тодi Im(𝑓) є решiткове пiдкiльце Θ i Im(𝑓) є iзоморфний
до 𝐾𝑓 .

Ця теорема доводить, що гомоморфiзм 𝑓 , який зберiгає шари визначено за
простим iдеалом 𝑅𝑓 кiльця 𝑅, а 𝑅𝑓 знайдено за ядром 𝑓 , який є решiтковий
iдеал 𝐾.
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У четвертому роздiлi одержано опис алгебр Лейбнiца вимiрностi 3 над
скiнченними полями.

Алгебри Лейбнiца вимiрностi 3 розв’язнi, тому першим кроком розглянуто
нiльпотентнi алгебри.

Нiльпотентнi алгебри Лейбнiца вимiрностi 3

Теорема. Нехай 𝐿 – нiльпотентна алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо
𝐿 не є алгебра Лi та ncl(𝐿) = 3 = dim𝐹 (𝐿), тодi 𝐿 має базис {𝑎, 𝑏, 𝑐} такий,
що [𝑎, 𝑎] = 𝑏, [𝑎, 𝑏] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = [𝑏, 𝑏] = [𝑐, 𝑐] = 0. Бiльше
того, Leib(𝐿) = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝐹𝑏 ⊕ 𝐹𝑐, 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝛾3(𝐿) = 𝐹𝑐.
Зокрема, 𝐿 є нiльпотентна циклiчна алгебра Лейбнiца.

Теорема. Нехай 𝐿 – нiльпотентна алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є алгебра Лi, dim𝐹 (𝐿) = 3, ncl(𝐿) = 2 i 𝐿 має
елемент 𝑏 /∈ 𝛾2(𝐿) такий, що [𝑏, 𝑏] = 0. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких
типiв:

I. 𝐿 = 𝐴 ⊕ 𝐵, де 𝐴, 𝐵 – iдеали, 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 –
циклiчна нiльпотентна пiдалгебра, [𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = 0. Бiльше
того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝐹𝑐, 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑏⊕ 𝐹𝑐.

II. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 є циклiчна нiльпотентна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = 0, 𝐵 – абелева пiдалгебра, 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0

та [𝑎, 𝑏] = 𝑐, [𝑏, 𝑎] = 0 = [𝑏, 𝑐] = [𝑐, 𝑏]. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] =

= 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐 i 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑏⊕ 𝐹𝑐.

III. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐴 = 𝐹𝑎⊕𝐹𝑐 є циклiчна нiльпотентна пiдалгебра, [𝑎, 𝑎] = 𝑐,
[𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = 0, 𝐵 – абелева пiдалгебра, 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0 i [𝑎, 𝑏] = 𝑐,
[𝑏, 𝑎] = 𝛾𝑐, 𝛾 ̸= 0, [𝑏, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] =

= 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐.

Теорема. Нехай 𝐿 – нiльпотентна алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є алгебра Лi, dim𝐹 (𝐿) = 3, ncl(𝐿) = 2 i [𝑑, 𝑑] ̸= 0

для кожного елемента 𝑑 /∈ 𝛾2(𝐿) такий, що [𝑏, 𝑏] = 0. Тодi 𝐿 є алгеброю
одного з таких типiв:
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I. 𝐿 = 𝐴 + 𝐵, де 𝐴, 𝐵 – нiльпотентнi iдеали, 𝐴 = ⟨𝑎⟩, 𝐵 = ⟨𝑏⟩, 𝐴 ∩ 𝐵 =

= 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐, [𝑎, 𝑎] = [𝑏, 𝑏] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = [𝑎, 𝑏] =

= [𝑏, 𝑎] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) =

= 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐, char(𝐹 ) ̸= 2 i рiвнiсть 𝑋2 + 1 = 0 не має розв’язкiв у 𝐹 .

II. 𝐿 = 𝐴 + 𝐵, де 𝐴, 𝐵 – нiльпотентнi iдеали, 𝐴 = ⟨𝑎⟩, 𝐵 = ⟨𝑏⟩, 𝐴 ∩ 𝐵 =

= 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐, [𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑏, 𝑏] = 𝜌𝑐, де 𝜌 – примiтивний корiнь iз одиницi
степенi |𝐹 | − 1, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = [𝑎, 𝑏] = [𝑏, 𝑎] = 0. Бiльше
того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐, char(𝐹 ) ̸= 2.

III. 𝐿 = 𝐴 + 𝐵, де 𝐴, 𝐵 – нiльпотентнi iдеали, 𝐴 = ⟨𝑎⟩, 𝐵 = ⟨𝑏⟩,
𝐴 ∩ 𝐵 = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐, [𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑏], [𝑏, 𝑏] = 𝜂𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑎, 𝑐] = [𝑐, 𝑏] =

= [𝑏, 𝑐] = [𝑏, 𝑎] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) =

= 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐 i полiном 𝑋2 +𝑋 + 𝜂 не має коренiв у полi 𝐹 .

Наступним кроком був розгляд випадку, коли 𝐿 не є нiльпотентна.
Було розглянуто алгебри Лейбнiца вимiрностi 3, якi не є алгебрами Лi.
Звiдси випливає, що Leib(𝐿) ̸= ⟨0⟩. Оскiльки Leib(𝐿) є абелевий iдеал,
𝐿 ̸= Leib(𝐿). Отже, для Leib(𝐿) одержуємо лише два випадки:

• dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 1,

• dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 2.

Розглянуто першу ситуацiю, i одержано такий результат.

Алгебри Лейбнiца вимiрностi 3,
якi не є нiльпотентними, iз одновимiрним ядром Лейбнiца

Теорема. Нехай 𝐿 не є нiльпотентна алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є алгебра Лi, dim𝐹 (𝐿) = 3 та dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 1.

Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

I. 𝐿 = 𝐴⊕𝐵, де 𝐴, 𝐵 – iдеали, 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 – циклiчна пiдалгебра,
𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐, де [𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = [𝑎, 𝑏] =

= [𝑏, 𝑎] = [𝑐, 𝑐] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝐹𝑐, 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) =

= 𝐹𝑏⊕ 𝐹𝑐, 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑏.
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II. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑎, 𝑏] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = [𝑏, 𝑐] = [𝑏, 𝑎] = [𝑐, 𝑐] = 0. Бiльше
того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝐹𝑐, 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑏⊕ 𝐹𝑐, 𝜁(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = ⟨0⟩.

III. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑏, 𝑎] = [𝑏, 𝑐] = 𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = [𝑐, 𝑐] = [𝑎, 𝑏] = 0. Бiльше
того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑐, 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝐹𝑏, 𝜁(𝐿) = ⟨0⟩.

IV. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑎, 𝑏] = 𝑎 = −[𝑏, 𝑎], [𝑏, 𝑐] = −2𝑐, [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = [𝑐, 𝑐] = 0.
Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑐, 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = ⟨0⟩.

V. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐵, де 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна пiдалгебра,
[𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑎, 𝑐] = 0, [𝑎, 𝑏] = 𝑎 + 𝛾𝑐, 𝛾 ∈ 𝐹 , [𝑏, 𝑎] = −𝑎 + 𝛾𝑐, [𝑏, 𝑐] = −2𝑐,
[𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑏] = [𝑐, 𝑐] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑐,
𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = ⟨0⟩ як тiльки char(𝐹 ) ̸= 2 i 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝜁(𝐿) = 𝐹𝑐 як
тiльки char(𝐹 ) = 2.

Розглянуто i другу ситуацiю, а саме, коли 𝐿 не є нiльпотентна i не є
циклiчна, та dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 2.

Тодi dim𝐹

(︀
𝐿/Leib(𝐿)

)︀
= 1. Зокрема, 𝐿/Leib(𝐿) є абелева.

Алгебри Лейбнiца вимiрностi 3,
якi не є нiльпотентними, iз двовимiрним ядром Лейбнiца

Теорема. Нехай 𝐿 не є нiльпотентна i не є циклiчна алгебра Лейбнiца
вимiрностi 3 над полем 𝐹 . Припустимо, що 𝐿 не є алгебра Лi та
dim𝐹

(︀
Leib(𝐿)

)︀
= 2. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

I. 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐷, де 𝐷 = 𝐹𝑑, [𝑑, 𝑑] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна нiльпотентна
пiдалгебра, [𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑎, 𝑑] = 𝑑, [𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑐] = [𝑐, 𝑑] = [𝑑, 𝑐] =

= [𝑑, 𝑎] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑑 ⊕ 𝐹𝑐,
𝜁(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = ⟨0⟩.

II. Char(𝐹 ) ̸= 2, 𝐿 = 𝐴 ⊣ 𝐷, де 𝐷 = 𝐹𝑑, [𝑑, 𝑑] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 –
циклiчна нiльпотентна пiдалгебра, [𝑎, 𝑎] = 𝑐 = [𝑎, 𝑐], [𝑎, 𝑑] = 𝑐 + 2𝑑,
[𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑑] = [𝑐, 𝑐] = [𝑑, 𝑐] = [𝑑, 𝑎] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] =

= 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑑⊕ 𝐹𝑐, 𝜁(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = ⟨0⟩.
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Циклiчнi алгебри Лейбнiца вимiрностi 3,
якi не є нiльпотентними

Теорема. Нехай 𝐿 не є нiльпотентна циклiчна алгебра Лейбнiца
вимiрностi 3 над полем 𝐹 . Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

I. 𝐿 = 𝐷 ⊣ 𝐴, де 𝐷 = 𝐹𝑑, [𝑑, 𝑑] = 0, 𝐴 = 𝐹𝑎 ⊕ 𝐹𝑐 – циклiчна
нiльпотентна пiдалгебра, [𝑎, 𝑎] = 𝑐, [𝑎, 𝑐] = 0, [𝑎, 𝑑] = 𝛿𝑑, 0 ̸= 𝛿 ∈ 𝐹 ,
[𝑐, 𝑎] = [𝑐, 𝑑] = [𝑐, 𝑐] = [𝑑, 𝑐] = [𝑑, 𝑎] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] =

= 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑑⊕ 𝐹𝑐, 𝜁(𝐿) = 𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝐹𝑐.

II. 𝐿 = 𝐷 ⊣ 𝐵, де 𝐵 = 𝐹𝑏, [𝑏, 𝑏] = 0, 𝐷 = 𝐹𝑑 ⊕ 𝐹𝑐 – абелева пiдалгебра,
[𝑑, 𝑑] = [𝑑, 𝑐] = [𝑐, 𝑑] = [𝑐, 𝑐] = 0, [𝑏, 𝑐] = 𝑑, [𝑏, 𝑑] = 𝛾𝑑 + 𝛿𝑑, 0 ̸= 𝛾, 𝛿 ∈ 𝐹 ,
[𝑐, 𝑏] = [𝑑, 𝑏] = 0. Бiльше того, Leib(𝐿) = [𝐿,𝐿] = 𝜁 𝑙𝑒𝑓𝑡(𝐿) = 𝐹𝑑 ⊕ 𝐹𝑐,
𝜁𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝐿) = 𝐹𝑏, 𝜁(𝐿) = ⟨0⟩.

Зауважимо, що в деяких випадках структура алгебр Лейбнiца iстотно
залежала вiд характеристики поля, в iнших – вiд можливостi розв’язання
конкретних рiвнянь у полi.

П’ятий роздiл присвячено алгебрам Лейбнiца, усi субiдеали яких є
iдеалами, й iдеалам та контраiдеалам в алгебрах Лейбнiца.

Розглянуто структуру 𝑇 -алгебр Лейбнiца, що є алгебрами Бера.
Теорема. Нехай 𝐿 є 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо 𝐿 – це

алгебра Бера, то кожна пiдалгебра 𝐿 є абелева або 𝐿 = 𝐸⊕𝑍, де 𝑍 6 𝜁(𝐿) i
𝐸 – екстраспецiальна пiдалгебра така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента
𝑎 /∈ 𝜁(𝐸).

Детально розглянуто питання ануляторiв одновимiрних iдеалiв в алгебрах
Лейбнiца. Одержано такi результати:

• нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴 – iдеал 𝐿. Якщо 𝐴 = 𝐹𝑎

для деякого елемента 𝑎 ∈ 𝐴, тодi [𝑎, 𝑎] = 0,
[︀
𝑎, [𝑑, 𝑑]

]︀
= 0 для кожного

елемента 𝑑 ∈ 𝐿 i codim𝐹

(︀
Annleft

𝐿 (𝐴)
)︀
= 1 = codim𝐹

(︀
Annright

𝐿 (𝐴)
)︀
;

• нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴 – iдеал 𝐿. Якщо 𝐴 = 𝐹𝑎

для деякого елемента 𝑎 ∈ 𝐴, тодi

Annright
𝐿 (𝐴) = Annleft

𝐿 (𝐴) = Ann𝐿(𝐴);
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• нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴 – iдеал 𝐿. Якщо 𝐴 = 𝐹𝑎

для деякого елемента 𝑎 ∈ 𝐴 та 𝑑 /∈ Ann𝐿(𝐴), тодi [𝑎, 𝑑] = −[𝑑, 𝑎];

• нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴, 𝐵 – iдеали 𝐿. Припустимо,
що 𝐴 = 𝐹𝑎, 𝐵 = 𝐹𝑏 для деяких елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 i елементи 𝑎, 𝑏

є лiнiйно незалежнi. Якщо Ann𝐿(𝐴) ̸= Ann𝐿(𝐵), тодi 𝐴 ⊕ 𝐵 мiстить
пiдалгебру, яка не є iдеал;

• нехай 𝐿 є 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴 – абелевий iдеал 𝐿. Тодi
Annright

𝐿 (𝐴) = Annleft
𝐿 (𝐴) = Ann𝐿(𝐴) i Ann𝐿(𝐴) має ковимiрнiсть 1;

• нехай 𝐿 є 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 i 𝐴 – абелевий iдеал 𝐿.
Тодi для кожного елемента 𝑑 ∈ 𝐿 iснує елемент 𝛿 ∈ 𝐹 такий, що
[𝑑, 𝑎] = 𝛿𝑎 = −[𝑎, 𝑑] для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐴.

З’ясовано, що структура 𝑇 -алгебри Лейбнiца суттєво залежить вiд
структури її нiль-радикала.

Теорема. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо
𝐿 не є нiльпотентна, а Nil(𝐿) = 𝐷 абелевий, то 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝑉 , де 𝑉 = 𝐹𝑣,
[𝑣, 𝑣] = 0, [𝑣, 𝑑] = 𝑑 = −[𝑑, 𝑣] для кожного елемента 𝑑 ∈ Nil(𝐿). Зокрема, 𝐿
є алгебра Лi.

Теорема. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо
char(𝐹 ) ̸= 2, то радикал Nil(𝐿) є абелевий.

Теорема. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є нiльпотентна, а радикал Nil(𝐿) не є абелевий. Якщо
поле 𝐹 є 2-замкненим i 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹 ) = 2, тодi 𝐿 = (𝐹𝑒⊕ 𝐹𝑐)⊕ 𝐹𝑣, де

[𝑒, 𝑒] = 𝑐, [𝑐, 𝑒] = [𝑒, 𝑐] = [𝑐, 𝑣] = [𝑣, 𝑐] = 0,

[𝑣, 𝑣] = 0, [𝑣, 𝑒] = 𝑒+ 𝛾𝑐 = [𝑒, 𝑣], 𝛾 ⊕ 𝐹.

Одержано опис алгебр Лейбнiца, якi не є алгебрами Лi, пiдалгебри яких є
або iдеали, або контраiдеали, а також одержано опис алгебр Лi, усi пiдалгебри
яких є або iдеали або контраiдеали, з точнiстю до простих алгебр Лi.

Теорема. Нехай 𝐿 є алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої є або iдеали,
або контраiдеали. Якщо 𝐿 не є розв’язна, тодi 𝐿 – проста алгебра Лi або
квазiпроста алгебра Лейбнiца.
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Теорема. Нехай 𝐿 є розв’язна алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої є або
iдеали, або контраiдеали. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

(i) 𝐿 є абелева;

(ii) char(𝐹 ) = 2, 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑎, де 𝐷 має базис {𝑧, 𝑏𝜆 | 𝜆 ∈ Λ} такий, що
[𝑎, 𝑎] = 𝛼𝑧, [𝑎, 𝑏𝜆] = 𝑏𝜆 = [𝑏𝜆, 𝑎], [𝑎, 𝑧] = [𝑧, 𝑎] = 0, [𝑧, 𝑏𝜆] = [𝑏𝜆, 𝑧] = 0 i
0 ̸= [𝑏𝜆, 𝑏𝜆] ∈ 𝐹𝑧, 𝜆 ∈ Λ, [𝑏𝜆, 𝑏𝜇] = 0 для всiх 𝜆, 𝜇 ∈ Λ, де 𝜆 ̸= 𝜇, зокрема,
𝐷 = [𝐿,𝐿], 𝐹𝑧 = Leib(𝐿);

(iii) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] для будь-якого
елемента 𝑦 ∈ 𝐷, зокрема 𝐿 є алгебра Лi;

(iv) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = [𝑦, 𝑏] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 для кожного елемента
𝑦 ∈ 𝐷, зокрема 𝐷 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿);

(v) 𝐿 = 𝐵 ⊕ 𝐴, де 𝐴 = 𝐹𝑎1 ⊕ 𝐹𝑐1, [𝑎1, 𝑎1] = 𝑐1, [𝑐1, 𝑎1] = 0, [𝑎1, 𝑐1] = 𝑐1 i
[𝑏, 𝑏] = [𝑏, 𝑎1] = [𝑏, 𝑐1] = [𝑐1, 𝑏] = 0, [𝑎1, 𝑏] = 𝑏 для кожного елемента 𝑏 ∈ 𝐵,
зокрема 𝐵 ⊕ 𝐹𝑐1 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿);

(vi) 𝐿 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де 𝐸 є екстраспецiальна пiдалгебра така, що [𝑒, 𝑒] ̸= 0 для
кожного елемента 𝑒 /∈ 𝜁(𝐸) i 𝑍 6 𝜁(𝐿).

Наслiдок. Нехай 𝐿 є алгебра Лi, пiдалгебри якої є або iдеали, або
контраiдеали. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

(i) 𝐿 є простою;

(ii) 𝐿 є квазiпростою;

(iii) 𝐿 є абелевою;

(iv) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] для кожного 𝑦 ∈ 𝐷.

Дисертацiйна робота має суто теоретичний характер, а її результати
можливо застосувати в рiзних роздiлах сучасної алгебри.
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