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Дисертацiйна робота присвячена вивченню деяких властивостей
решiткових груп та решiткових кiлець, та зв’язкiв з вiдповiдними фазi
структурами; а також дослiдженню структури рiзних типiв алгебр Лейбнiца.

У першiй частинi роботи розглянуто новi алгебраїчнi структури –
решiтковi групи i решiтковi кiльця. Витоки їх виникнення знаходяться в
теорiї 𝐿-фазi груп i 𝐿-фазi кiлець. Але якщо визначення 𝐿-фазi структур
не є алгебраїчне (воно скорiше є функцiональне), то решiтковi групи й
решiтковi кiльця – це вже суто алгебраїчнi структури. Досить важливою
частиною роботи було встановлення зв’язкiв мiж 𝐿-фазi групами та
𝐿-фазi кiльцями з решiтковими групами та решiтковими кiльцями. У
процесi з’ясування таких зв’язкiв одержано досить виразну загальну картину
будови решiткових груп i решiткових кiлець. Розглядуванi кiльця були
асоцiативними. Тому природно виникло питання про розгляд аналогiчних
решiткових структур для неасоцiативних кiлець. Одним iз важливих типiв
таких кiлець є кiльця Лейбнiца та їх частинний випадок – алгебри Лейбнiца.
Але на вiдмiну вiд теорiї асоцiативних кiлець та асоцiативних алгебр –
теорiя кiлець Лейбнiца та алгебр Лейбнiца не дуже розвинена. Тому перш
нiж переходити до побудови решiткових структур над кiльцями Лейбнiца
потрiбно з’ясувати важливi питання про структуру кiлець Лейбнiца та алгебр
Лейбнiца. Цим питанням присвячено другу частину дисертацiйної роботи.
Зокрема розглянуто питання про структуру алгебр Лейбнiца з умовою
транзитивностi для iдеалiв, було визначено поняття контраiдеалу i описано
алгебри Лейбнiца, у яких кожна пiдалгебра є або iдеал, або контраiдеал.
Дослiджено структуру алгебр Лейбнiца вимiрностi 3 над скiнченними полями
(до цього часу алгебри Лейбнiца малих вимiрностей розглядали над полями
нульової характеристики). Бiльше того, у даному описi було одержано не
тiльки структурнi константи (як у бiльшостi iнших робот), але й знайдено
досить детальну iнформацiю про деякi важливi пiдалгебри.



У дисертацiйнiй роботi вперше визначено поняття решiткової групи та
решiткового кiльця.

Визначення 1. Нехай 𝐺 – група, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
тодi непорожню пiдмножину Λ iз 𝐺 × L називатимемо решiтковою групою
над L, якщо вона задовольняє такi умови:

• якщо (𝑥, a) ∈ Λ i b ≤ a, тодi (𝑥, b) ∈ Λ;

• якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ Λ, тодi (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ Λ;

• якщо (𝑥, a) ∈ Λ, тодi (𝑥−1, a) ∈ Λ.

Визначення 2. Нехай 𝑅 – кiльце, L – скiнченна дистрибутивна решiтка,
тодi непорожню пiдмножину 𝐾 iз 𝑅×L називатимемо решiтковим кiльцем
над L, якщо вона задовольняє такi умови:

• якщо (𝑥, a) ∈ 𝐾 i b 6 a, тодi (𝑥, b) ∈ 𝐾;

• якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, тодi (𝑥, a)− (𝑦, b) ∈ 𝐾;

• якщо (𝑥, a), (𝑦, b) ∈ 𝐾, тодi (𝑥, a)(𝑦, b) ∈ 𝐾.

У роботi обґрунтовано, чому саме так визначається добуток решiткових
груп:

ΛΓ = {(𝑥, a)(𝑦, b) = (𝑥𝑦, a ∧ b) | (𝑥, a) ∈ Λ, (𝑦, b) ∈ Γ}.

Доведено критерiй нормальностi: нехай 𝐺 – група, L – скiнченна
дистрибутивна решiтка i 𝜆, 𝜅 : 𝐺 → L – груповi функцiї такi, що 𝜅 ⪯ 𝛾.
Тодi наведенi нижче твердження еквiвалентнi:

(i) 𝜅 – нормальна пiдгрупа функцiї 𝛾;

(ii) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙ 𝜅⊙ 𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⪯ 𝜅 для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝐺;

(iii) 𝜒
(︀
𝑥, 𝛾(𝑥)

)︀
⊙𝜒

(︀
𝑦, 𝜅(𝑦)

)︀
⊙𝜒

(︀
𝑥−1, 𝛾(𝑥)

)︀
⊆ 𝜅 для кожних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺;

(iv) 𝜒(𝑥, a) ⊙ 𝜒(𝑦, b) ⊙ 𝜒(𝑥−1, a) ⊆ 𝜅 для кожних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, де
a 6 𝛾(𝑥), b 6 𝜅(𝑦).

Одержано опис структури фазi групи 𝛾 для випадку, коли Im(𝛾) є
скiнченний.



У другому й третьому роздiлах доведено деякi основнi властивостi
решiткових груп i решiткових кiлець.

Окремий пiдроздiл дисертацiї присвячено поняттю гомоморфiзма
решiткових кiлець та його властивостям. Наведемо означення: нехай 𝑅, 𝑇 –
кiльця, L – скiнченна дистрибутивна решiтка, а 𝐾 ⊆ 𝑅 × L (вiдповiдно
Θ ⊆ 𝑇 × L) – решiтковi кiльця над L. Тодi вiдображення 𝑓 : 𝐾 −→ Θ

називають гомоморфiзмом, якщо воно задовольняє такi умови:
𝑓(𝑢, a) + 𝑓(𝑣, b) = 𝑓

(︀
(𝑢, a) + (𝑣, b)

)︀
i

𝑓(𝑢, a)𝑓(𝑣, b) = 𝑓
(︀
(𝑢, a)(𝑣, b)

)︀
для всiх (𝑢, a), (𝑣, b) ∈ 𝐾;

якщо (𝑧, c) ∈ 𝐼𝑚(𝑓) i d 6 c, тодi (𝑧, d) ∈ 𝐼𝑚(𝑓).

Для гомоморфiзму, який зберiгає шари, маємо такий прямий аналог
теореми про гомоморфiзми для кiлець.

Теорема 1. Нехай 𝑅, 𝑇 – кiльця, L – скiнченна дистрибутивна
решiтка. Нехай 𝐾 ⊆ 𝑅 × L i Θ ⊆ 𝑇 ∈ L – решiтковi кiльця над L i
𝑓 : 𝐾 −→ Θ – гомоморфiзм, який зберiгає шари. Визначимо решiтковi
кiльця 𝐾𝑓 ⊆ 𝑅/𝑅𝑓×L за правилом: пара (𝑥+𝑅𝑓 , a) ∈ 𝐾𝑓 тодi й тiльки тодi,
коли (𝑥, a) ∈ 𝐾. Тодi 𝐼𝑚(𝑓) є решiткове пiдкiльце Θ i 𝐼𝑚(𝑓) є iзоморфний
до 𝐾𝑓 .

Ця теорема доводить, що гомоморфiзм 𝑓 , який зберiгає шари, визначено
за простим iдеалом 𝑅𝑓 кiльця 𝑅, а 𝑅𝑓 знайдено за ядром 𝑓 , який є решiтковий
iдеал 𝐾.

Одержано повний опис структури алгебр Лейбнiца вимiрностi 3 над
скiнченними полями:

1) нiльпотентнi алгебри Лейбнiца вимiрностi 3;
2) алгебри Лейбнiца вимiрностi 3, якi не є нiльпотентнi, iз одновимiр-

ним ядром Лейбнiца;
3) алгебри Лейбнiца вимiрностi 3, якi не є нiльпотентнi, iз двовимiрним

ядром Лейбнiца;
4) циклiчнi алгебри Лейбнiца вимiрностi 3, якi не є нiльпотентнi.
У деяких випадках структура алгебр Лейбнiца суттєво залежала вiд

характеристики поля, а в iнших – вiд можливостi розв’язання конкретних
рiвнянь у полi.



Дослiджено структуру 𝑇 -алгебр Лейбнiца, що є алгебрами Бера.
Теорема 2. Нехай 𝐿 є 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 . Якщо 𝐿 – це

алгебра Бера, то кожна пiдалгебра 𝐿 є абелева, або 𝐿 = 𝐸 ⊕𝑍, де 𝑍 6 𝜁(𝐿)

i 𝐸 – екстраспецiальна пiдалгебра така, що [𝑎, 𝑎] ̸= 0 для кожного елемента
𝑎 /∈ 𝜁(𝐸).

З’ясовано, що структура 𝑇 -алгебр Лейбнiца суттєво залежить вiд
структури її нiль-радикала.

Теорема 3. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Якщо 𝐿 не є нiльпотентна, а Nil(𝐿) = 𝐷 – абелевий, то 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝑉 , де
𝑉 = 𝐹𝑣, [𝑣, 𝑣] = 0, [𝑣, 𝑑] = 𝑑 = −[𝑑, 𝑣] для кожного елемента 𝑑 ∈ Nil(𝐿).
Зокрема, 𝐿 є алгебра Лi.

Теорема 4. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Якщо char(𝐹 ) ̸= 2, то радикал Nil(𝐿) абелевий.

Теорема 5. Нехай 𝐿 – гiперабелева 𝑇 -алгебра Лейбнiца над полем 𝐹 .
Припустимо, що 𝐿 не є нiльпотентна, а радикал Nil(𝐿) не є абелевим.
Якщо поле 𝐹 є 2-замкненим та 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹 ) = 2, тодi 𝐿 = (𝐹𝑒⊕ 𝐹𝑐)⊕ 𝐹𝑣, де

[𝑒, 𝑒] = 𝑐, [𝑐, 𝑒] = [𝑒, 𝑐] = [𝑐, 𝑣] = [𝑣, 𝑐] = 0,

[𝑣, 𝑣] = 0, [𝑣, 𝑒] = 𝑒+ 𝛾𝑐 = [𝑒, 𝑣], 𝛾 ⊕ 𝐹.

Було одержано опис алгебр Лейбнiца, якi не є алгебрами Лi, пiдалгебри
яких є або iдеали, або контраiдеали. А також одержано опис алгебр Лi, усi
пiдалгебри яких є або iдеали, або контраiдеали, iз точнiстю до простих алгебр
Лi. А саме:

Теорема 6. Нехай 𝐿 – алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої є або iдеали,
або контраiдеали. Якщо 𝐿 не є розв’язна, тодi 𝐿 є проста алгебра Лi або
квазiпроста алгебра Лейбнiца.

Теорема 7. Нехай 𝐿 є розв’язна алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої є або
iдеали, або контраiдеали. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

(i) 𝐿 є абелева;

(ii) char(𝐹 ) = 2, 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑎, де 𝐷 має базис {𝑧, 𝑏𝜆 | 𝜆 ∈ Λ} такий, що
[𝑎, 𝑎] = 𝛼𝑧, [𝑎, 𝑏𝜆] = 𝑏𝜆 = [𝑏𝜆, 𝑎], [𝑎, 𝑧] = [𝑧, 𝑎] = 0, [𝑧, 𝑏𝜆] = [𝑏𝜆, 𝑧] = 0 i
0 ̸= [𝑏𝜆, 𝑏𝜆] ∈ 𝐹𝑧, 𝜆 ∈ Λ, [𝑏𝜆, 𝑏𝜇] = 0 для всiх 𝜆, 𝜇 ∈ Λ, де 𝜆 ̸= 𝜇, зокрема
𝐷 = [𝐿,𝐿], 𝐹𝑧 = Leib(𝐿);



(iii) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] для будь-якого
елемента 𝑦 ∈ 𝐷, зокрема 𝐿 є алгебра Лi;

(iv) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = [𝑦, 𝑏] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 для кожного елемента
𝑦 ∈ 𝐷, зокрема 𝐷 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿);

(v) 𝐿 = 𝐵 ⊕ 𝐴, де 𝐴 = 𝐹𝑎1 ⊕ 𝐹𝑐1, [𝑎1, 𝑎1] = 𝑐1, [𝑐1, 𝑎1] = 0, [𝑎1, 𝑐1] = 𝑐1 i
[𝑏, 𝑏] = [𝑏, 𝑎1] = [𝑏, 𝑐1] = [𝑐1, 𝑏] = 0, [𝑎1, 𝑏] = 𝑏 для кожного елемента 𝑏 ∈ 𝐵,
зокрема 𝐵 ⊕ 𝐹𝑐1 = [𝐿,𝐿] = Leib(𝐿);

(vi) 𝐿 = 𝐸 ⊕ 𝑍, де 𝐸 – екстраспецiальна пiдалгебра така, що [𝑒, 𝑒] ̸= 0 для
кожного елемента 𝑒 /∈ 𝜁(𝐸) i 𝑍 6 𝜁(𝐿).

Наслiдок 1. Нехай 𝐿 є алгебра Лi, пiдалгебри якої є або iдеали, або
контраiдеали. Тодi 𝐿 є алгеброю одного з таких типiв:

(i) 𝐿 є простою;

(ii) 𝐿 є квазiпростою;

(iii) 𝐿 є абелевою;

(iv) 𝐿 = 𝐷 ⊕ 𝐹𝑏, де [𝑦, 𝑦] = 0 = [𝑏, 𝑏], [𝑏, 𝑦] = 𝑦 = −[𝑦, 𝑏] для кожного 𝑦 ∈ 𝐷.

З огляду на вищесказане, тематика дисертацiї є важливою й актуальною.
Ключовi слова: алгебра Лейбнiца, гiперабелева алгебра Лейбнiца,

гомоморфiзм, дистрибутивна решiтка, екстраспецiальна алгебра Лейбнiца,
iдеал, контраiдеал, лiвий (правий) центр, нiльпотентна алгебра Лейбнiца,
решiтка, субiдеал, 𝑇 -алгебра Лейбнiца, фазi група, фазi кiльце.
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