
ДВНЗ “Придніпровська державна академія будівництва та архітектури” 

Міністерство освіти і науки України 

Дніпровський національний університет імені Олеся Гончара 

Міністерство освіти і науки України 

 

                                                                             Кваліфікаційна наукова 

                                                                                 праця на правах рукопису 

Зеленський Анатолій Григорович 

УДК.539.3 

 

ДИСЕРТАЦІЯ 

 

ВАРІАНТ МАТЕМАТИЧНОЇ ТЕОРІЇ НЕТОНКИХ ПРУЖНИХ ПЛАСТИН І 

ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК ПРИ СТАТИЧНОМУ НАВАНТАЖЕННІ 

 

 

01. 02. 04 – механіка деформівного твердого тіла 

фізико-математичні науки 

 

Подається на здобуття наукового ступеня доктора фізико-математичних наук. 

Дисертація містить результати власних досліджень. Використання ідей,  

результатів і текстів інших авторів мають посилання на відповідне джерело 

____________________________А. Г. Зеленський 

 

Науковий консультант  Приварников Аркадій Костянтинович, 

докт. фіз.-мат. наук, професор 

 

Дніпро – 2021



 2 

АНОТАЦІЯ 

 

Зеленський А. Г. Варіант математичної теорії нетонких пружних пластин і 

пологих оболонок при статичному навантаженні. – Кваліфікаційна наукова праця 

на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора фізико-математичних на-

ук за спеціальністю 01.02.04 – механіка деформівного твердого тіла – Дніпровський 

національний університет імені Олеся Гончара, МОН України, м. Дніпро, 2021. 

Робота виконана на кафедрі будівельної механіки та опору матеріалів ДВНЗ 

“Придніпровська державна академія будівництва та архітектури”, м. Дніпро. 

У роботі вирішена актуальна наукова проблема механіки деформівного твердо-

го тіла, яка полягає в побудові нових ефективних варіантів математичної теорії (МТ) 

нетонких фізично лінійних і нелінійних за Каудерером однорідних і шаруватих плас-

тин та пологих оболонок при довільному статичному поперечному навантаженні з по-

зицій тривимірної теорії пружності (ТП), розробленні нових аналітичних точних і на-

ближених методів розв’язання систем диференціальних рівнянь (СДР) високих поряд-

ків, отриманні частинних і загальних розв’язків граничних задач варіантів МТ вказа-

них елементів та числових залежностей напружено-деформованого стану (НДС) від 

механіко-геометричних характеристик (МГХ), типу навантаження, граничних умов і 

наближень у побудованих варіантах. Суттєвим у вирішенні наукової проблеми є те, 

що побудовані варіанти МТ дають реальну можливість аналітичного розв’язання гра-

ничних задач для вказаних елементів і визначення НДС з високою точністю. 

Побудова нових варіантів МТ вказаних елементів основана на комплексному ме-

тоді зведення тривимірної задачі до двовимірної, який поєднує варіаційний принцип 

Рейснера, метод розвинення усіх компонент НДС і граничних умов, як функцій трьох 

змінних, у нескінченні ряди за поперечною координатою при допомозі поліномів Лежа-

ндра (для однорідних елементів) і їх комбінацій у межах кожного шару (для шаруватих 

елементів), точне задоволення граничних умов на лицевих площинах (поверхнях) і умов 

жорсткого зчеплення шарів, узагальнену методику взаємозв’язаних рівнянь, метод збу-

рень (для однорідних ортотропних та ізотропних фізично нелінійних пластин і пологих 
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оболонок) і метод послідовних наближень (МПН) (для шаруватих нелінійно пружних 

пластин і пологих оболонок). Тривимірна задача статики для нетонких однорідних ор-

тотропних та ізотропних фізично нелінійних пластин і пологих оболонок (нелінійно 

пружних шаруватих елементів) на основі МТ методом збурень (МПН) зведена до не-

скінченної рекурентної послідовності двовимірних лінійних крайових задач. Розроблені: 

нові методи інтегрування неоднорідних СДР рівноваги (СДРР) високих порядків МТ 

нетонких пластин і пологих оболонок, основані на математичних перетвореннях ДР і 

зведенні їх до однорідних і неоднорідних ДР 2-го порядку (для пологих оболонок з ви-

користанням методів збурень і послідовних наближень); нові наближені методи 

розв’язання отриманих СДР; розвинуті методи математичної фізики. Отримані в явному 

вигляді СДРР у високих наближеннях для вказаних елементів, частинні і загальні 

розв’язки граничних задач при поперечних навантаженнях різного типу і числові резуль-

тати, які дали можливість одержати з високою точністю НДС і нові якісні ефекти впливу 

на нього МГХ, типу навантаження, крайових ефектів (КЕ) і наближень варіантів МТ. 

Об’єкт дослідження – процес пружного деформування нетонких 

однорідних і шаруватих фізично лінійних та нелінійних пластин і пологих обо-

лонок при довільному статичному поперечному навантаженні. 

Предмет дослідження – побудова нових ефективних варіантів МТ нетонких 

однорідних фізично лінійних (транстропних і ортотропних) і нелінійних за Кауде-

рером пластин і пологих оболонок та шаруватих пластин і пологих оболонок з тра-

нстропними та нелінійно пружними шарами при довільному статичному попереч-

ному навантаженні; розробка аналітичних методів розв’язання граничних задач ва-

ріантів МТ, які зводяться до СДРР високих порядків; отримання загальних 

розв’язків, аналітичних та числових залежностей НДС вказаних елементів від МГХ, 

типу навантаження, граничних умов і наближень у побудованих варіантах МТ. 

Методи дослідження. Дослідження здійснювалися з використанням: створеної ме-

тодології побудови варіантів МТ, яка поєднує метод розвинення компонент НДС і гранич-

них умов, як функцій трьох змінних, у нескінченні ряди за поперечною координатою при 

допомозі поліномів Лежандра (для однорідних пластин та пологих оболонок) або ж їх комбі-

націй у межах кожного шару (для шаруватих елементів) і методику взаємозв’язаних рівнянь; 
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методу збурень лінійно пружних та ізотропних властивостей матеріалу (для фізично неліній-

них і ортотропних пластин та оболонок); операторного методу (при перетворенні СДРР і 

отриманні форм загальних розв’язків), операторного методу (при перетворенні СДРР і отри-

манні форм загальних розв’язків), нового розробленого і узагальненого операторного методу 

зведення неоднорідних ДР високих порядків з частинними похідними до неоднорідних ДР 2-

го порядку; нового розробленого методу інтегрування систем ДРР високих порядків; методів 

одинарних та подвійних тригонометричних рядів (для розв’язання граничних задач); методу 

осереднення (в МТ пологих оболонок); прямих методів інтегрування звичайних ДР; методів 

математичної фізики (знаходження частинних і загальних розв’язків); методу інтегрального 

перетворення Ганкеля (при знаходженні частинних розв’язків ДР); методу спеціальних фун-

кцій (в задачах з переривчастими і локальними навантаженнями); нових розроблених на-

ближених методів розв’язання СДР високого порядку для пластин і пологих оболонок; МПН 

(у варіантах МТ пологих транстропних оболонок та фізично нелінійних шаруватих пластин і 

пологих оболонок), методу колокацій (для шаруватих пластин).  

Наукова новизна отриманих результатів полягає в наступному: 

1) Розроблено нову методологію побудови нових варіантів МТ однорідних і ша-

руватих фізично лінійних та нелінійних за Каудерером пластин і пологих оболонок 

довільної товщини, основану на комплексному методі зведення тривимірної задачі ТП 

до двовимірної, який поєднує варіаційний принцип Рейснера, метод розвинення усіх 

компонент НДС і граничних умов, як функцій 3-х змінних, у нескінченні ряди за попе-

речною координатою при допомозі поліномів Лежандра (для однорідних елементів) і 

їх комбінацій в межах кожного шару (для шаруватих елементів симетричної і несиме-

тричної структур), точне задоволення граничних умов на лицевих площинах (поверх-

нях) і умов жорсткого зчеплення шарів, узагальнену методику взаємозв’язаних рів-

нянь, метод збурень (для однорідних ортотропних і ізотропніх фізично нелінійних 

пластин (ФНП) і пологих фізично нелінійних оболонок (ФНО)) і МПН (для однорід-

них транстропних пологих оболонок і шаруватих ФНП і пологих ФНО).  

2) На основі створеної методології уперше побудовані нові варіанти МТ: нетон-

ких однорідних транстропних пластин та пологих оболонок у високих наближеннях, 
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нетонких однорідних ортотропних та ізотропних ФНП та пологих ФНО, шаруватих 

транстропних і ФНП і пологих ФНО симетричної та несиметричної структур. 

3) Уперше отримані в явному вигляді СДРР у вищих наближеннях варіантів 

МТ указаних елементів, що дає можливість визначати їх НДС з високою точністю. 

4. Уперше тривимірна задача статики для нетонких ортотропних і ізотропних фі-

зично нелінійних пластин та пологих оболонок на основі МТ методом збурень пружних 

властивостей зведена у явному вигляді до нескінченної рекурентної послідовності двови-

мірних лінійних крайових задач, у яких праві частини ДР залежать лінійно (для ортотро-

пних елементів) і нелінійно (для фізично нелінійних елементів) від компонент НДС попе-

редніх наближень, що дає реальну можливість розв’язувати прикладні задачі. 

5) Розроблено новий і узагальнено операторний метод зведення неоднорідних 

ДР з частинними похідними високих порядків до неоднорідних ДР 2-го порядку. 

6) Уперше: розроблено новий метод інтегрування неоднорідних СДРР нетонких 

однорідних і шаруватих фізично лінійних і ФНП, оснований на алгебраїчних, диференці-

альних та операторних перетвореннях СДР і методі зведення їх до однорідних (для ліній-

них елементів) і неоднорідних (для лінійних і нелінійних елементів) ДР 2-го порядку. 

7) Уперше в МТ нетонких однорідних і шаруватих фізично лінійних і ФНП 

новим розробленим методом отримані загальні розв’язки неоднорідних СДРР через 

загальні розв’язки однорідних і неоднорідних ДР 2-го порядку. 

8) Уперше розроблені нові наближені аналітичні методи розв’язання СДР високих 

порядків МТ пластин і пологих оболонок довільної товщини, згідно з якими СДР для 

пластин порядку N4  зводяться до послідовного розв’язання N  ДР 4-го порядку, а СДР 

для оболонок порядку N4  – до розв’язання ДР 8-го порядку і )2(N  ДР 4-го порядку. 

9) Уперше в МТ розроблені нові наближені методи зведення систем ДРР поло-

гих оболонок довільної сталої товщини (з використанням методів збурень і МПН) до 

рекурентної послідовності систем ДРР для пластин (задачі обтискання і згину), 

розв’язання яких визначаються диференціальними рівняннями 2-го порядку. 

10) Доведені теореми про збіжність рядів для напружень за поліномами 

Лежандра, переміщень (у методі збурень), обґрунтована однозначність розв’язків 

другої основної граничної задачі. 
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11) У новій постановці отримані аналітичні розв’язки СДР варіантів МТ нето-

нких транстропних пластин та пологих оболонок в тригонометричних рядах при 

плавних, швидкозмінюваних у області, локальних і зосереджених навантаженнях. 

12) Уперше в МТ товстих транстропних пластин: 

– отримані частинні і загальні розв’язки систем ДР високих порядків при вісесиметричних 

переривчастих і зосереджених навантаженнях (по колу, кільцю, кругу, в центрі) з викорис-

танням інтегрального перетворення Ганкеля до отриманих неоднорідних ДР 2-го порядку; 

– одержані аналітичні розв’язки граничних задач з урахуванням крайових ефектів 

для півнескінченних, круглих і кільцевих пластин при різних граничних умовах на 

бічній поверхні і різних поперечних навантаженнях; 

– розроблено нову методологію знаходження фундаментальних розв’язків ДР у ви-

соких наближеннях; отримані фундаментальні розв’язки з полюсом у довільній точ-

ці, які використані для знаходження розв’язків при довільних навантаженнях. 

13) Уперше в МТ поставлені граничні задачі для ортотропних і ізотропних 

ФНП та ФНО і отримані загальні розв’язки в тригонометричних рядах; у новій пос-

тановці отримані аналітичні розв’язки для ФНП і ФНО при граничних умовах Нав’є. 

14) Розроблені алгоритми і створені пакети математичних програм на мові ФОРТ-

РАН для розв’язання в новій постановці граничних задач по знаходженню внутрішнього 

НДС однорідних пластин і пологих оболонок (транстропних, ортотропних, фізично нелі-

нійних), двошарових і тришарових транстропних пластин довільної сталої товщини при 

різних поперечних навантаженнях, і крайових ефектів однорідних пластин. Отримані чис-

лові результати дали можливість оцінити НДС залежно від МГХ та типу навантаження, 

установити якісний вплив крайових ефектів на НДС пластин, визначити межі застосування 

теорії Тимошенка-Рейснера та наближень варіантів МТ в залежності від МГХ і типу наван-

таження, одержати нові якісні ефекти та важливі висновки. 

Теоретичне значення дисертаційної роботи полягає в побудові нових високоточних 

варіантів МТ, розробленні на їх основі нових аналітичних математичних методів 

розв’язання граничних задач теорії нетонких однорідних, шаруватих, фізично лінійних та 

ФНП і пологих ФНО, які дають можливість звести СДРР високих порядків до однорідних і 

неоднорідних ДР 2-го порядку з подальшим використанням методів математичної фізики 



 7 

для отримання їх загальних розв’язків і дослідження НДС та крайових ефектів з високою 

точністю, що особливо є важливим при наявності локальних навантажень, отворів, та у ви-

падках немалої товщини вказаних елементів. Одержані матеріали дисертаційної роботи 

впроваджені в наукові програми і теми ДВНЗ “Придніпровська державна академія будів-

ництва та архітектури” (ПДАБА) на кафедрі будівельної механіки та опору матеріалів за 

планами наукових досліджень держбюджетної науково-дослідної тематики (є довідка, у 

додатку Ж). Теоретичні результати впроваджені в навчальному процесі з курсу ТП для 

студентів будівельного факультету ДВНЗ “ПДАБА” (є акт впровадження, у додатку Ж), 

можуть бути також використані в курсах теорії пластин і оболонок, спецкурсах, як матеріал 

навчального посібника та в науковій роботі аспірантів, магістрів. 

Практичне значення одержаних результатів полягає у можливості використання 

їх в НДІ, проектних організаціях та в інших дослідних установах високоточних розра-

хунків і проектування сучасних конструкцій. Це дасть змогу створювати надійні та до-

вговічні споруди і конструкції з високою питомою міцністю і жорсткістю. Впровад-

ження в практичних цілях матеріалів дисертаційної роботи підтверджено актом впро-

вадження результатів досліджень у ООО “Укррезервуарсервіс”, у додатку Ж). 

Особистий внесок здобувача. Основні положення роботи, що представлені до захисту, 

отримані здобувачем самостійно. У наукових публікаціях із співавторами особистий внесок 

здобувача полягає в наступному. У [44, 46] побудовано варіант МТ нетонких транстропних 

пластин високого наближення, отримані основні рівняння, розроблено метод розв’язання 

СДРР та числові алгоритми і програми, отримані числові результати, разом зі співавтором 

здійснювалась постановка задач і обговорювались результати. У [6, 8, 84, 85] виведені ДР, 

розроблені методи їх розв’язання, отримані аналітичні розв’язки; у [10–12, 60–65] розроблені 

метод розв’язання СДРР та числові алгоритми і програми; разом з науковим консультантом і 

співавторами здійснювалась постановка задач і обговорювались результати.  

У першому розділі наведений огляд наукових праць в області лінійно та нелі-

нійно пружних однорідних та шаруватих пластин та оболонок. Виконано аналіз кла-

сичних, уточнюючих, математичних теорій, тривимірних граничних задач ТП. 

У другому розділі обґрунтовується вибір аналітичного напрямку досліджень, 

формулюється методологія побудови нових варіантів МТ нетонких однорідних і ша-
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руватих лінійно і нелінійно пружних пластин і пологих оболонок при довільному 

статичному поперечному навантаженні; наводяться нові розроблені і розвинуті ме-

тоди зведення неоднорідних СДР високих порядків в МТ до ДР 2-го порядку. 

У третьому розділі на основі розробленої методології побудовано новий варіант МТ 

однорідних транстропних пластин довільної товщини з позицій тривимірної ТП. Уперше 

побудовані загальні розв’язки неоднорідних СДРР високих порядків. Розроблені аналітичні 

методи розв’язання граничних задач, отримані числові результати і важливі висновки. 

У четвертому розділі уперше побудовано новий варіант МТ нетонких 

однорідних ортотропних та ізотропних фізично нелінійних пластин, розроблені 

методи розв’язання СДРР, одержані числові результати і нові висновки. 

У п’ятому розділі побудовано новий варіант МТ нетонких однорідних трансвер-

сально ізотропних пологих оболонок. Розроблені аналітичні методи розв’язання гра-

ничних задач і знаходження загальних розв’язків СДРР. Досліджено НДС. 

У шостому розділі уперше побудовано новий варіант МТ нетонких 

однорідних ортотропних та ізотропних фізично нелінійних пологих оболонок, 

розроблені методи розв’язання граничних задач, отримані нові висновки. 

У сьомому розділі уперше побудовано новий варіант МТ нетонких шарува-

тих транстропних і фізично нелінійних пластин і пологих оболонок, розроблені ме-

тоди розв’язання СДРР граничних задач, одержані числові результати і сформульо-

вані важливі висновки. 

У восьмому розділі розроблені нові наближені аналітичні методи 

розв’язання СДРР нетонких пластин і пологих оболонок на основі побудованих 

варіантів МТ, розв’язані задачі для круглих і півнескінченних пластин при різних 

навантаженнях і граничних умовах; побудовані фундаментальні розв’язки. 

Ключові слова: нові варіанти математичної теорії, нетонкі лінійно і нелі-

нійно пружні однорідні та шаруваті пластини і пологі оболонки, поліноми Лежа-

ндра, варіаційний принцип Рейснера, диференціальні рівняння високих порядків, 

методи, загальні розв’язки, напружено-деформований стан, крайові ефекти. 
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ABSTRACT 

 

Zelensky A.G. A Variant of the Mathematical Theory of Non-Thin Elastic 

Plates and Shallow Shells at Static Load.– Qualifying Research Paper as Manuscript.  

The dissertation on competition of a scientific degree of the doctor of physical 

and mathematical sciences on a specialty 01.02.04 - mechanics of a deformable firm 

body - Oles Honchar Dnieper National University, MES of Ukraine, Dnipro, 2021. 

The work was performed at the Department of Structural Mechanics and Mate-

rial Resistance of the State Higher Educational Institution "Prydniprovska State Acad-

emy of Civil Engineering and Architecture", city of Dnipro. 

The actual scientific problem of mechanics of deformed solids is solved in the 

work: construction of new effective variants of mathematical theory (MT) of 

physically linear and nonlinear on homogeneous and layered plates and shallow 

Kauderer shells on the basis of three-dimensional theory of elasticity (TE); 

development of approximate methods for solving systems of high-order differential 

equations (SDE); obtaining partial and general solutions of boundary value problems 

of MT variants of the specified elements and numerical dependences of the stress-

strain state (SSS) on mechanical-geometrical characteristics (MGC), type of loading, 

boundary conditions and approximations in the constructed variants. Important in 

solving the scientific problem is that the constructed versions of MT provide a real 

opportunity to analytically solve the boundary value problems for these elements and 

determine the SSS with high accuracy.  

The construction of new MT variants of these elements is based on a complex 

method of reducing a three-dimensional problem to a two-dimensional one, which 

combines the Reisner variational principle (RVP), the method of developing all SSS 

components and boundary conditions in infinite series by transverse coordinates using 

Legendre polynomials for homogeneous elements and their combinations within each 

layer for layered elements, exact satisfaction of boundary conditions on front planes 

(surfaces) and conditions of rigid adhesion of layers, generalized technique of inter-

connected equations (TIE), perturbation method for homogeneous orthotropic and iso-
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tropic physically nonlinear plates and shallow shells and method of successive approx-

imations (MSA) for layered nonlinearly elastic plates and shallow shells. The three-

dimensional static problem for nonfine homogeneous orthotropic and isotropic physi-

cally nonlinear plates and shallow shells (nonlinear elastic layered elements) based on 

MT by perturbation (MSA) is reduced to an infinite repeating sequence of two-

dimensional linear boundary value problems. Developed: new methods of integration 

of inhomogeneous SDE of equilibrium  of high orders of MT of non thin plates and 

shallow shells, based on mathematical transformations of DE and their reduction to 

homogeneous and inhomogeneous DE of the 2nd order (for shallow shells using per-

turbation methods and successive approximations); new approximate methods for solv-

ing the obtained SDE. Systems of equations in high approximations for these elements, 

partial and general solutions of boundary value problems at different types of trans-

verse loads and numerical results are obtained, which allowed to obtain with high ac-

curacy SSS and new qualitative effects. 

The object of the study is a process of elastic deformation of non-thin homoge-

neous and multilayer, physically linear and nonlinear plates and shallow shells of arbi-

trary constant thickness at arbitrary static transverse loads. 

The subject of the study is the development of new efficient variants of MT of 

non-thin homogeneous physically linear (transversely isotropic and orthotropic) and 

Kauderer nonlinear plates and shallow shells, as well as multilayer plates and shallow 

shells with transtropic and nonlinear elastic layers at arbitrary  transverse loading; the 

development of analytical methods for solving boundary value problems of MT, which 

are reduced to DE systems high-orders; obtaining of complete solutions; analytical and 

numerical dependences of SSS of the specified elements on MGC, type of loading and 

approximations in the developed variants of MT. 

Research methods. The following methods were used in the research: a new 

method for developing MT variants, which combines the method of extending SSS 

components and boundary conditions as a function of three variables in infinite series 

using transverse coordinates using Legendre polynomials (for homogeneous elements) 

or combinations thereof in each layer (for layered elements); perturbation method (for 
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physically nonlinear and orthotropic plates and shells); operator method for obtaining 

equations and solutions, recently developed method of high-order SDE integration; 

trigonometric series method; homogenization method; direct methods of integration of 

standard DE; methods of mathematical physics (for finding general solutions); Hankel 

integral transformation (for partial DE solutions); method of special functions (for 

problems with rupture and local loads); new developed approximate methods for solv-

ing high-order SDE for plates and shallow shells; MSA (in MT variants of flat trans-

tropic shells and physically nonlinear layered plates and shallow shells), collocation 

method (for layered plates). 

Scientific novelty of the results is as follows: 

1) A new methodology for constructing new variants of MT of homogeneous 

and layered physically linear and nonlinear Kauderer plates and shallow shells of 

arbitrary thickness, based on a complex method of reducing the three-dimensional 

problem of the TE to a two-dimensional RVP, a method of developing all components 

of SSS and boundary conditions as functions of 3 variables, in infinite series on the 

transverse coordinate using Legendre polynomials (for homogeneous elements) and 

their combinations within each layer (for layered elements of symmetric and 

asymmetric structures) , exact satisfaction of boundary conditions on front planes 

(surfaces) and conditions of rigid coupling of layers, TIE, perturbation method (for 

homogeneous orthotropic and isotropic physically nonlinear plates and shallow shells) 

and MSA (for layered nonlines) elastic plates and shallow shells). 

2) For the first time, new variants of MT of nonfine homogeneous transtropic 

plates and shallow shells in high approximations, nonthin orthotropic and isotropic 

physically nonlinear plates and shallow shells, layered transtropic and physically non-

linear plates and shallow shells were constructed. 

3) For the first time, a SDE in the higher approximations of the variants of the MT 

of these elements is obtained explicitly, which makes it possible to determine their SSS 

with high accuracy. 

4) For the first time a three-dimensional static problem for nonfine orthotropic 

and isotropic physically nonlinear plates and shallow shells based on the MT by per-
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turbation of elastic properties is clearly reduced to an infinite repeating sequence of 

two-dimensional linear boundary value problems in which parts of DE on the right de-

pend on previous approximations. This gives a real opportunity to solve applied prob-

lems. 

5). A new and generalized operator method for reducing inhomogeneous DE 

with partial derivatives of high orders to inhomogeneous DE of the 2nd order is devel-

oped. 

6) A new method was first developed to integrate inhomogeneous SDE of non-

fine homogeneous and layered physically linear and nonlinear plates, based on alge-

braic, differential and operator transformations of DE and using the method of reduc-

ing equations to homogeneous and inhomogeneous equations of the second order. 

7) For the first time in the MT of nonfine homogeneous and layered physically 

linear and nonlinear plates a new method was developed, on the basis of which general 

solutions of inhomogeneous SDE are obtained, which are expressed through solutions 

of homogeneous and inhomogeneous DE of the second order. 

8) For the first time new approximate analytical methods for solving high-order 

equations of the theory of plates and shallow shells of arbitrary thickness were 

developed, according to which the equations for plates are reduced to sequential 

solutions of fourth-order DE, and for shells the system of DE is reduced to sequential 

eighth-order equations, then the fourth. 

9) Systems of equilibrium equations of shallow shells of arbitrary constant 

thickness are reduced for the first time by a new approximate method (using perturba-

tion and MSA) to a recurrent sequence of SDE for plates (compression and bending 

problems), the solutions of which are determined by second order DE. 

10) Theorems on the convergence of series for stresses on Legendre polyno-

mials, displacements (in the perturbation method) are proved, the unambiguity of the 

solutions of the second main boundary value problem is substantiated. 

11) Analytical solutions of variants of non-thin theories transtropic plates and 

shallow shells are constructed in trigonometric series at smooth, non-smooth, local and 

concentrated loads. 



 27 

12) For the first time in the MT of thick transtropic plates: 

–obtained partial and general solutions of SDE of high orders at axisymmetric intermit-

tent and concentrated loads (in a circle, ring, circle, in the center) using the Hankel 

integral transformation to the obtained inhomogeneous DE of the second order; 

–analytical solutions of boundary value problems are obtained taking into account 

boundary effects for semi-infinite, round and annular plates under different boundary 

conditions on the lateral surface and different transverse loads; 

– a new method for finding fundamental solutions of DE in high approximations is 

proposed; obtained fundamental solutions with a pole at an arbitrary point, which are 

used to find solutions at arbitrary loads. 

13) For the first time in MT, boundary value problems for orthotropic and 

isotropic physically nonlinear plates and shallow shells are set and general solutions in 

trigonometric series are obtained; in the new production, analytical solutions under 

Navier boundary conditions are obtained. 

14) The algorithms and mathematical software packages in FORTRAN have 

been developed to solve boundary value problems on finding the internal SSS of plates 

and shallow shells (transtropic and physically nonlinear), two-layer and three-layer 

transtropic plates, edge effects of homogeneous plates; the numerical results  have been 

obtained; which provided for the estimation of SSS depending on MGC and the type of 

loading, the establishment of the qualitative effect of edge effects on the SSS of plates, 

the identification of the limits to applicability of approximate theories and approxima-

tions of MT versions, the new qualitative effects and important conclusions. 

The theoretical relevance of the results lies in a new methodology and a new ap-

proach to solving boundary value problems for non-thin homogeneous, layered, physi-

cally linear and nonlinear plates and shallow shells, allowing the use of new developed 

MT of high accuracy and new developed mathematical methods. The thesis materials 

obtained have been introduced into scientific agenda and projects of the Prydniprovska 

State Academy of Civil Engineering and Architecture (PSACEA) at the Department of 

Structural Mechanics and Structural Performance of Materials according to the re-

search plans of the state-financed research projects (reference in the annex). Theoreti-
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cal results have been implemented in the educational process, in the course of the the-

ory of elasticity for students of the Faculty of Civil Engineering of PSACEA (there is 

an act of implementation), they can also be used for the courses on the theory of shells 

and plates and for the scientific efforts of the post-graduate students, masters.  

The practical relevance of the results lies in the possibility of their use by 

research institutes, design companies and other research institutions that perform high-

precision calculations and design of structures (the annex contains an act of 

implementation of research results in LLC "Ukrrezervuarservis"). 

Personal contribution of the applicant. The main provisions of the work 

submitted for defense are obtained by the applicant independently. In scientific 

publications with co-authors, the personal contribution of the applicant is as follows. In 

[44, 46], a variant of MT of non-thin transstropic plates of high approximation was 

constructed, the basic equations were obtained, the method of solving SDE and 

numerical algorithms and programs were developed, numerical results were obtained; 

together with the co-author the tasks were set and the results were analyzed. In [6, 8, 

84, 85] DE are derived, methods for their solution are developed, analytical solutions 

are obtained; in [10-12, 60-65] developed a method for solving systems of differential 

equations and numerical algorithms and programs; together with the scientific 

consultant and co-authors the tasks were set and the results were discussed. 

The first section provides an overview of scientific papers in the field of linearly and 

nonlinearly elastic homogeneous and layered plates and shells. The analysis of classical, 

clarifying, mathematical theories, three-dimensional boundary value problems of TE is per-

formed. 

The second section substantiates the choice of the analytical direction of re-

search, formulates the methodology of construction of new variants of MT of non-thin 

homogeneous and layered linearly and nonlinearly elastic plates and shallow shells at 

arbitrary static transverse loading; new methods of reduction of inhomogeneous SDE 

of equilibrium of high orders in theory to DE of the 2nd order are given. 

In the third section, based on the developed methodology, a new version of the 

MT of homogeneous transtropic plates of arbitrary thickness from the standpoint of 
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three-dimensional TE is constructed. For the first time, general solutions of inhomoge-

neous systems of high-order equilibrium equations are constructed. Analytical methods 

for solving boundary value problems have been developed, numerical results and im-

portant conclusions have been obtained. 

In the fourth section, a new variant of the MT of nonfine homogeneous orthotropic 

and isotropic physically nonlinear plates is constructed for the first time, methods for 

solving SDE of equilibrium are developed, numerical results and new conclusions are 

obtained. 

In the fifth section, a new version of the MT of nonfine homogeneous trans-

versely isotropic shallow shells is constructed. Analytical methods for solving boun-

dary value problems and finding general solutions SDE of equilibrium have been de-

veloped. SSS researched. 

In the sixth chapter, a new version of the MT of nonfine homogeneous orthotropic 

and isotropic physically nonlinear shallow shells is constructed for the first time, 

methods for solving boundary value problems are developed, and new conclusions are 

obtained. 

In the seventh chapter, a new version of the MT of nonfine layered transtropic and 

physically nonlinear plates and shallow shells is constructed for the first time, methods for 

solving SDEof equilibriums of boundary value problems are developed, numerical results 

are obtained and important conclusions are formulated. 

In the eighth section new approximate analytical methods for solving SDE of 

equilibrium non-thin plates and shallow shells are developed on the basis of con-

structed variants of the MT, problems for round and semi-infinite plates under different 

loads and boundary conditions are solved; fundamental solutions are built. 

Key words: variants of mathematical theory, non-thin linearly and nonlinearly 

elastic homogeneous and layered plates and shallow shells, Legendre polynomials, 

Reisner's variational principle, differential equations, physical nonlinearity, methods, 

solutions, stress-strain state, boundary effects. 
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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, ІНДЕКСІВ І СКОРОЧЕНЬ 

 

ВП, ВПР – варіаційний принцип, варіаційний принцип Рейснера; 

ВР, ВРР – варіаційне рівняння, варіаційне рівняння Рейснера; 

ГП – геометричні параметри (сталі, які залежать від ГХ); 

ГХ – геометричні характеристики (пластини, оболонки): 

ba,  – розміри пластини (оболонки) в плані; h  – товщина пластини (оболонки); 

21, RR  – головні радіуси кривини серединної поверхні оболонки; 

21,kk  – головні кривини серединної поверхні оболонки; 

2211 ; kkkk  – головні кривини серединної поверхні оболонки, що входять у 

деформації поперечного зсуву; 

ГХ багатошарової пластини (оболонки): 

h  – товщина шаруватої пластини (оболонки); j  – кількість шарів пластини (обо-

лонки); ih  – товщина i -го шару )1( ji ; ii RR 21 ,  та ii kk 21 , – головні радіуси 

кривини та головні кривини серединної поверхні i -го шару оболонки; 

iiii kkkk 2211 ,  – головні кривини серединної поверхні i -го шару оболонки, що 

входять у деформації поперечного зсуву; 

ДР, СДР, СДРР– диференціальне рівняння, система ДР, СДР рівноваги; 

ЕАМ – енергоасимптотичний метод; 

КЕ, ВКЕ, ПКЕ– крайовий ефект, вихровий КЕ, потенціальний КЕ; 

КТ, МТ, ВМТ–класична теорія, математична теорія, варіант МТ; 

ЛАР – лінійне алгебраїчне рівняння; 

МВР – методика взаємозв’язаних рівнянь; 

МГП – механіко-геометричні параметри –сталі, які залежать від механіч-

них та геометричних параметрів пластини, оболонки; 

МП – механічні параметри (матеріалу пластини, оболонки) – сталі, які за-

лежать від МХ матеріалу: 403020100 ,,,, ddddd ; 

МПН–метод послідовних наближень; 

МХ – механічні характеристики (матеріалу пластини, оболонки); 
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E  – модуль Юнга для напрямків у площині ізотропії; 

E  – модуль Юнга для напрямку, перпендикулярному площині ізотропії;  

G , G – модулі зсуву в площині ізотропії і в перпендикулярних неї площинах; 

 – коефіцієнт Пуассона (характеризує скорочення в площині ізотропії при роз-

тягу в тій же площині);  – коефіцієнт Пуассона, який характеризує скорочення 

в площині ізотропії при розтягу в напрямку, перпендикулярному до неї; 

МХ матеріалу i -го транстропного шару пластини (оболонки): iE , iE , iG , iG , 

i , i  – мають той же фізичний зміст, що й для однорідної пластини (оболонки); 

НС, НДС, ВНДС – напружений стан, напружено-деформований стан, внут-

рішній НДС; 

ПШ, ППШ, ВПШ–пограничний шар, потенціальний ПШ, вихровий ПШ; 

ТП–теорія пружності; 

ТТ, ТР–точна теорія (за тривимірною ТП), точний розв’язок; 

ФНП, ФНО – фізично нелінійна пластина, оболонка; 

частинні похідні:
yx

f
f

x

f
f xyx

1
2

,1
1

,1 ,  і т. п. ; 

22222 // yx  – оператор Лапласа; 

),( yxq  – поперечне кососиметричне навантаження відносно серединної 

площини (поверхні), ),( yxp  – поперечне симетричне навантаження; 

),(),,(),,( yxZyxYyxX –компоненти інтенсивності зовнішнього наванта-

ження; 

yx ll ,  – напрямляючі косинуси нормалі до контуру; 

Oxyz  – прямокутна система координат: осі OyOx,  напрямлені в площині 

ізотропії, яка співпадає з серединною площиною (поверхнею); вісь Oz  напрямлена 

перпендикулярно до серединної поверхні (площини) вбік опуклості оболонки; 

,...)1,0()/2( ihzPi –поліноми Лежандра, залежать від координати z ; 

),,(),,,(),,,( zyxWzyxVzyxU  – компоненти переміщень; 
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,...)1,0(),(),,( iyxvyxu ii  і ,...)1(),( iyxwi –складові компонент тангенці-

альних і поперечних переміщень; 

НК0-N – наближення К0-N варіанта МТ, який ураховує у рядах розвинення 

компонент тангенціальних переміщень при допомозі поліномів Лежандра скла-

дові компонент тангенціальних переміщень з індексами Nk ,...,1,0 ; 

НК1, НК13, НК135, НК02, НК024, НК0-3, НК0-5 – наближення варіанта 

МТ, які відповідають індексам 1k ; 3,1k ; 5,3,1k ; 2,0k ; 4,2,0k ; 

3,2,1,0k ; 5...,,1,0k  у складових компонент тангенціальних переміщень; 

),,(...,),,,(),,,(...,),,,( zyxzyxzyxzyx yzyxzx  – компоненти напружень; 

zyx zyxzyxU ~),...,,,(~...,),,,(
~

 – безрозмірні компоненти НДС: 

)()),(/(),,(),,(
~

WVUhyxqEzyxUzyxU  (для однорідних елементів), 

)(),(/),,(),,(~
yzxzyxzyxxx yxqzyxzyx ; 

z~  – безрозмірна поперечна координата )/~( hzz ; 

jiL , , jiH  – диференціальні оператори в СДР кососиметричного деформу-

вання транстропних пластин, в СДР вихрового КЕ; 

0H ; 0
ijH – диференціальний визначник системи вихрового КЕ (з оператора-

ми ijH , ijHH0 ); ад’юнкти диференціального визначника ijH  (алгебраїчні до-

повнення до елемента ijH ); 

ijП , 0П , 0
ijП – диференціальні оператори в СДР кососиметричного дефор-

мування ВНДС і ПКЕ, диференціальний визначник системи з операторами ijП  

( ijПП0 ), ад’юнкти диференціального визначника 0П ; 

jiM ,  – диференціальні оператори в СДР симетричного деформування тран-

стропних пластин,  
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ijT ; 0T ; 0
ijT – диференціальні оператори в СДР симетричного деформування 

транстропних пластин (які описують ВНДС і ПКЕ); диференціальний визначник 

систем з операторами ijT  ( ijTT0 ); ад’юнкти диференціального визначника 0T ; 

jiD ,  – диференціальні оператори в СДР для транстропних оболонок; 

...,,,, 2100 iwiwiviu PPPP  – диференціальні оператори взаємозв’язаної СДР для 

транстропних оболонок, яка описує ВНДС і ПКЕ; 

0P , 0
ijP – диференціальний визначник СДР для транстропних оболонок 

ВНДС і ПКЕ, ад’юнкти диференціального визначника 0P ; 

),( yxФi  – функції, через які зображуються складові поперечних перемі-

щень ,...)5,3,1(),( nyxwn при кососиметричному деформуванні пластин; 

),( yx  – функція, через яку операторним методом зображуються вихрові 

функції ),( yxi  при кососиметричному і симетричному деформуванні; 

),( yxFi  – функції, через які зображуються складові компонент переміщень 

...),,(),,(),,(),,( 4200 yxwyxwyxvyxu  при симетричному деформуванні пластин; 

),( yxDi  – функції, через які операторним методом зображуються складові 

компонент переміщень ...),,(),,(),,(),,( 2100 yxwyxwyxvyxu  оболонки; 

),,(),,,(),,,( zyxWzyxVzyxU iii  – компоненти переміщень в i -му шарі; 

,...)1,0(),(),,( jyxvyxu ijij  і ...),,(),,( 21 yxwyxw ii –складові тангенціальних 

і поперечних переміщень в i -му шарі; 

),,(...,),,,( zyxzyx yzixi  – компоненти напружень в i -му шарі; 

),,(~...,),,,(
~

zyxzyxU yzii  – безрозмірні компоненти НДС i -го шару: 

)()),(/(),,(),,(
~

iiiiii WVUhyxqEzyxUzyxU ; 

)(),(/),,(),,(~
yzixziyxiziyixixixi yxqzyxzyx ; 

запис ( ),;, vuyx  означає, що не наведені залежності отримуються із попе-

редніх одночасною заміною позначень x  на y , y  на x , u  на v , v  на u ; 
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запис ( ); vuyx  означає, що не наведені залежності отримуються із 

попередніх одночасною заміною позначень x  на y , u  на v ; 

 – малий фізичний параметр для однорідних пластин (оболонок); 

i  – малий фізичний параметр для i -го шару пластини (оболонки); 

Лінії на графіках залежностей компонент НДС від поперечної координати і 

символічна назва теорій при аналізі НДС і формулюванні висновків: 

лінія 1  – згідно точного розв’язку (ТР) за тривимірною теорією пру-

жності (точна теорія – ТТ); 

лінія 2  – з урахуванням складових компонент тангенціальних пе-

реміщень з індексами 5...,,2,1,0k  (К0-5) (для пластин і оболонок) при попереч-

ному навантаженні з урахуванням поперечного обтискання; або ж з урахуванням 

складових тангенціальних переміщень з індексами 5,3,1k  (К135) (для пластин) 

і 5,3,1,0k  (К0135) (для оболонок) при кососиметричному навантаженні; 

лінія 3 з урахуванням складових компонент тангенціальних перемі-

щень з індексами 3,2,1,0k  (К0-3) (для пластин і оболонок) при поперечному 

навантаженні з урахуванням поперечного обтискання; або ж з урахуванням скла-

дових компонент тангенціальних переміщень з індексами 3,1k  (К13) (для пла-

стин) і 3,2,1,0k  (К0-3) (для оболонок) при кососиметричному деформуванні; 

лінія 4 –з урахуванням складових компонент тангенціальних пере-

міщень з індексами 1,0k  (К01) (для пластин і оболонок) при поперечному на-

вантаженні з урахуванням поперечного обтискання; або ж з урахуванням складо-

вих компонент тангенціальних переміщень з індексами 1k  (К1) (для пластин) і 

1,0k  (К01) (для оболонок) при кососиметричному деформуванні; 

лінія 5  – за класичною теорією (КТ); 

лінія 6  – згідно фізично нелінійної (ФН) теорії. 
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ВСТУП 

ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 

 

У роботі вирішена актуальна наукова проблема механіки деформівного твердо-

го тіла, яка полягає в побудові нових ефективних варіантів математичної теорії (МТ) 

нетонких фізично лінійних і нелінійних за Каудерером однорідних і шаруватих плас-

тин та пологих оболонок при довільному статичному поперечному навантаженні з по-

зицій тривимірної теорії пружності (ТП), розробленні нових аналітичних точних і на-

ближених методів розв’язання систем диференціальних рівнянь (СДР) високих поряд-

ків, отриманні частинних і загальних розв’язків граничних задач варіантів МТ вказа-

них елементів та числових залежностей напружено-деформованого стану (НДС) від 

механіко-геометричних характеристик (МГХ), типу навантаження, граничних умов і  

наближень у побудованих варіантах. Суттєвим у вирішенні наукової проблеми є те, 

що побудовані варіанти МТ дають реальну можливість аналітичного розв’язання гра-

ничних задач для вказаних елементів і визначення НДС з високою точністю. 

Обґрунтування вибору теми дослідження. Однорідні та шаруваті пластини і 

оболонки застосовуються в різних об’єктах енергетики, машинобудування, техніки, у будів-

ництві та в інших галузях сучасної промисловості. Забезпечення надійної роботи таких конс-

трукцій потребує залучення для їх розрахунку високоточних теорій та адекватних їм матема-

тичних методів розв’язування відповідних граничних задач, які б ураховували усі компонен-

ти НДС, як функції трьох змінних, та крайові ефекти (КЕ) типу пограничного шару. 

Відомо, що розрахунки на основі класичних теорій (КТ) нетонких пластин і оболонок та 

у випадках з великим градієнтом змінювання НДС дають результати, які можуть суттєво відрі-

знятися від точних, отриманих у тривимірній постановці. Некласичні уточнені теорії пластин та 

оболонок, які основані на різних гіпотезах, зокрема, теорії типу Тимошенка-Рейснера, які на 

сьогодні в основному використовуються в працях вітчизняних і особливо зарубіжних авторів, 

також не можуть гарантовано з достатньою точністю описувати НДС пластин і оболонок, оскі-

льки знаходження НДС з будь-якою точністю в принципі неможливо, що обумовлено рамками 

відповідних гіпотез; ці теорії потребують у кожному випадку обґрунтованого використання для 

розв’язання граничних задач, що пов’язано зі встановленням конкретних рамок придатності їх 



 

 

45 

в залежності від класу задач. З іншого боку, існуючі варіанти МТ, які основані на розвиненні 

компонент НДС у нескінченні ряди, потребують вдосконалення і підвищення ефективності по 

точності і можливості аналітичного розв’язання отримуваних СДР рівноваги (СДРР) з одер-

жанням числових результатів. Розв’язання граничних задач для лінійно пружних пластин та 

оболонок довільної товщини в тривимірній постановці пов’язано з достатніми математичним 

труднощами. Тільки в обмежених випадках тривимірна задача ТП для пластин і оболонок до-

пускає можливість знаходження аналітичного розв’язку. Складність розв’язання у точній три-

вимірній постановці значно підвищується, якщо розглядаються непрості крайові умови, шару-

ваті елементи або фізично нелінійні задачі. Числові результати на основі тривимірних рівнянь 

ТП для пластин і пологих оболонок отримані на сьогодні в обмеженій кількості і не дають пов-

ної можливості оцінити точність НДС вказаних елементів за різними теоріями. 

Таким чином, розв’язання граничних задач статики для однорідних і шаруватих фізично 

лінійних і нелінійних пластин та пологих оболонок довільної сталої товщини в рамках КТ та 

уточнених теорій, що базуються на основі гіпотез, для широкого класу задач не дає гарантова-

них високоточних результатів, а з іншого боку – розв’язання їх на основі тривимірної ТП є за-

надто складною задачею математичної фізики, в якій невідомі функції залежать від трьох змін-

них. Звідси і випливає обґрунтування вибору актуальної наукової проблеми для дослідження, 

вирішення якої полягає в побудові нових високоточних варіантів МТ нетонких пластин і поло-

гих оболонок при довільному статичному поперечному навантаженні, розробленні ефективних 

аналітичних методів інтегрування отримуваних СДРР високих порядків, і щоб аналітичне 

розв’язання граничних задач для вказаних елементів було простішим від розв’язку відповідних 

тривимірних задач ТП і давало реальну можливість отримання числових залежностей НДС цих 

елементів від МГХ, типу навантаження, граничних умов і наближень варіантів МТ. 

Мета і задачі дослідження. Метою даної дисертаційної роботи є: 1) побудова нових варі-

антів МТ однорідних і шаруватих лінійно та нелінійно пружних за Каудерером пластин і пологих 

оболонок довільної сталої товщини з позицій тривимірної ТП на основі методології, яка поєднує ме-

тод розвинення усіх компонент НДС і граничних умов на бічній поверхні, як функцій трьох змін-

них, у нескінченні ряди за поперечною координатою при допомозі поліномів Лежандра, точне задо-

волення граничних умов на лицевих площинах (поверхнях) і умов жорсткого зчеплення між шара-

ми, використання варіаційного принципу Рейснера (ВПР), узагальнення методики взаємозв’язаних 
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рівнянь (МВР); 2) розроблення нових аналітичних точних і наближених методів розв’язання СДРР 

високих порядків, до яких зводяться граничні задачі статики варіантів МТ; 3) отримання частинних і 

загальних розв’язків граничних задач для вказаних елементів та числових залежностей НДС від 

МГХ, типу навантаження, граничних умов і наближень у побудованих варіантах МТ. 

Досягнення поставленої мети передбачає: 

– нову постановку граничних задач статики для вказаних пластин та поло-

гих оболонок при їх довільному статичному поперечному навантаженні з пози-

цій тривимірної ТП і зведення їх до розв’язання двовимірних крайових задач; 

– побудову нових варіантів МТ: 1) нетонких однорідних транстропних пластин та пологих 

оболонок у високих наближеннях; 2) нетонких однорідних ортотропних і ізотропних фізично нелі-

нійних пластин (ФНП) та пологих фізично нелінійних оболонок (ФНО), основаних на комплексно-

му методі зведення тривимірних задач ТП до двовимірних, який базується на ВПР, поєднанні мето-

ду розвинення компонент НДС у ряди за поперечною координатою при допомозі поліномів Лежа-

ндра і методу збурень пружних властивостей матеріалу з використанням МВР; 3) нетонких шарува-

тих лінійно і нелінійно пружних пластин та пологих оболонок симетричної і несиметричної струк-

тур, які базуються на методі зведення тривимірних задач ТП до двовимірних, основаному на розви-

ненні компонент НДС в межах кожного шару у ряди за комбінаціями поліномів Лежандра в поєд-

нанні (для фізично нелінійних елементів) з методом послідовних наближень (МПН); 

– узагальнення і розробку єдиної методики математичних перетворень отри-

маних СДРР високих порядків до зручних (визначальних) СДР; 

– аналіз і дослідження отриманих СДРР з частинними похідними для різних наближень 

МТ, які описують внутрішній НДС (ВНДС), вихровий і потенціальний КЕ (ВКЕ, ПКЕ); 

– обґрунтування єдиності розв’язків другої граничної задачі і збіжності рядів 

за поліномами Лежандра та за малим параметром; 

– розробку нового і узагальнення операторного методу зведення неоднорідних ДР висо-

ких порядків із частинними похідними МТ нетонких пластин до неоднорідних ДР 2-го порядку; 

– розробку нового методу інтегрування одержаних СДРР високих порядків 

нетонких пластин і отримання частинних і загальних розв’язків;  

– побудову: 1) нових наближених методів розв’язання отриманих СДР високих 

порядків для пластин і пологих оболонок довільної товщини, які спрощували б знахо-



 

 

47 

дження частинних і загальних розв’язків; 2) аналітичних розв’язків граничних задач 

для вказаних елементів в одинарних та подвійних тригонометричних рядах; 

– отримання аналітичних розв’язків граничних задач варіанта МТ товстих тран-

стропних пластин при переривчастих і локальних навантаженнях, та побудову фунда-

ментальних розв’язків одержаних СДРР високих порядків; 

– розвинення методу спеціальних функцій (у граничних задачах для круглих 

пластин) і інтегральних перетворень для розв’язання СДРР високих порядків; 

– розробку алгоритмів і пакетів математичних програм для визначення НДС і 

крайових ефектів та дослідження НДС і КЕ в залежності від МГХ, типу навантаження 

та наближення варіанта МТ і аналіз збіжності розвинень компонент НДС у ряди. 

Об’єкт дослідження – процес пружного деформування нетонких однорід-

них і шаруватих фізично лінійних та нелінійних пластин і пологих оболонок при 

довільному статичному поперечному навантаженні. 

Предмет дослідження – побудова нових ефективних варіантів МТ нетонких однорід-

них фізично лінійних (транстропних і ортотропних) і нелінійних за Каудерером пластин і по-

логих оболонок, та шаруватих пластин і пологих оболонок з транстропними та нелінійно пру-

жними шарами при довільному статичному поперечному навантаженні; розробка аналітичних 

методів розв’язання граничних задач варіантів МТ, які зводяться до СДРР високих порядків; 

отримання загальних розв’язків, аналітичних та числових залежностей НДС вказаних елемен-

тів від МГХ, типу навантаження, граничних умов і наближень у побудованих варіантах МТ. 

Методи дослідження. Дослідження здійснювалися з використанням:  

створеної методології побудови варіантів МТ, яка поєднує метод розвинення компонент НДС і 

граничних умов, як функцій трьох змінних, у нескінченні ряди за поперечною координатою 

при допомозі поліномів Лежандра (для однорідних пластин та пологих оболонок) або ж їх 

комбінацій у межах кожного шару (для шаруватих елементів) і МВР; методу збурень лінійно 

пружних та ізотропних властивостей матеріалу (для фізично нелінійних і ортотропних пластин 

та пологих оболонок); операторного методу (при перетворенні СДРР і отриманні форм загаль-

них розв’язків), нового розробленого і узагальненого операторного методу зведення неоднорі-

дних ДР високих порядків із частинними похідними до неоднорідних ДР 2-го порядку; нового 

розробленого методу інтегрування систем ДРР високих порядків; методів одинарних та по-
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двійних тригонометричних рядів (для розв’язання граничних задач); методу осереднення (в 

МТ пологих оболонок); прямих методів інтегрування звичайних ДР; методів математичної фі-

зики (знаходження частинних і загальних розв’язків); методу інтегрального перетворення Ган-

келя (при знаходженні частинних розв’язків ДР); методу спеціальних функцій (в задачах з пе-

реривчастими і локальними навантаженнями); нових розроблених наближених методів 

розв’язання СДР високого порядку для пластин і пологих оболонок; МПН (у варіантах МТ 

пологих транстропних оболонок та фізично нелінійних шаруватих пластин і пологих оболо-

нок), методу колокацій (для шаруватих пластин).  

Наукова новизна отриманих результатів полягає в наступному: 

1. Розроблено нову методологію побудови нових варіантів МТ однорідних і шаруватих 

фізично лінійних та нелінійних за Каудерером пластин і пологих оболонок довільної товщини, 

основану на комплексному методі зведення тривимірної задачі ТП до двовимірної, який поєднує 

ВПР, метод розвинення усіх компонент НДС і граничних умов, як функцій 3-х змінних, у не-

скінченні ряди за поперечною координатою при допомозі поліномів Лежандра (для однорідних 

елементів) і їх комбінацій у межах кожного шару (для шаруватих елементів симетричної і неси-

метричної структур), точне задоволення граничних умов на лицевих площинах (поверхнях) і 

умов жорсткого зчеплення шарів, узагальнену МВР, метод збурень (для однорідних ортотроп-

них і ізотропніх фізично нелінійних пластин і пологих оболонок) і МПН (для однорідних транс-

тропних пологих оболонок і шаруватих нелінійно пружних пластин і пологих оболонок).  

2. Уперше на основі створеної методології побудовані нові варіанти МТ: нетонких од-

норідних транстропних пластин та пологих оболонок у високих наближеннях, нетонких одно-

рідних ортотропних та ізотропних фізично нелінійних пластин та пологих оболонок, шарува-

тих транстропних і фізично нелінійних пластин і пологих оболонок симетричної та несимет-

ричної структур. 

3. Уперше отримані в явному вигляді СДРР у вищих наближеннях варіантів 

МТ указаних елементів, що дає можливість визначати їх НДС з високою точністю. 

4. Уперше тривимірна задача статики для нетонких ортотропних і ізотропних фі-

зично нелінійних пластин та пологих оболонок на основі МТ методом збурень пружних 

властивостей зведена у явному вигляді до нескінченної рекурентної послідовності дво-

вимірних лінійних крайових задач, у яких праві частини ДР залежать лінійно (для орто-
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тропних елементів) і нелінійно (для фізично нелінійних елементів) від компонент НДС 

попередніх наближень, що дає реальну можливість розв’язувати прикладні задачі. 

5. Розроблено новий і узагальнено операторний метод зведення неоднорідних ДР 

з частинними похідними високих порядків до неоднорідних ДР 2-го порядку. 

6. Уперше розроблено новий метод інтегрування неоднорідних СДРР нетонких одно-

рідних і шаруватих фізично лінійних і нелінійних пластин, оснований на алгебраїчних, ди-

ференціальних та операторних перетвореннях СДР і методі зведення їх до однорідних (для 

лінійних елементів) і неоднорідних (для лінійних і нелінійних елементів) ДР 2-го порядку. 

7. Уперше в МТ нетонких однорідних і шаруватих фізично лінійних і неліній-

них пластин новим розробленим методом отримані загальні розв’язки неоднорідних 

СДРР через загальні розв’язки однорідних і неоднорідних ДР 2-го порядку. 

8. Уперше розроблені нові наближені аналітичні методи розв’язання СДР високих 

порядків МТ пластин і пологих оболонок довільної товщини, згідно з якими СДР для 

пластин порядку N4  зводяться до послідовного розв’язання N  ДР 4-го порядку, а СДР 

для оболонок порядку N4  – до розв’язання ДР 8-го порядку і )2(N  ДР 4-го порядку. 

9. Уперше в МТ розроблені нові наближені методи зведення систем ДРР пологих 

оболонок довільної сталої товщини (з використанням методів збурень і МПН) до реку-

рентної послідовності систем ДРР для кососиметричного і симетричного деформування 

пластин, розв’язання яких визначаються диференціальними рівняннями 2-го порядку. 

10. Доведені теореми про збіжність рядів для напружень за поліномами Лежандра, перемі-

щень (у методі збурень), обґрунтована однозначність розв’язків другої основної граничної задачі. 

11. У новій постановці отримані аналітичні розв’язки СДР варіантів МТ нетонких 

транстропних пластин та пологих оболонок в одинарних і подвійних тригонометричних ря-

дах при плавних, швидкозмінюваних по області, локальних і зосереджених навантаженнях. 

12. Уперше в МТ товстих транстропних пластин: 

а) отримані частинні і загальні розв’язки систем ДР високих порядків при вісесиметри-

чних переривчастих і зосереджених навантаженнях (по колу, кільцю, кругу, в центрі) з вико-

ристанням інтегрального перетворення Ганкеля до отриманих неоднорідних ДР 2-го порядку; 

б) одержані аналітичні розв’язки граничних задач з урахуванням крайових 

ефектів для півнескінченних, круглих і кільцевих пластин при різних граничних 
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умовах на бічній поверхні і різних поперечних навантаженнях; 

в) розроблено нову методологію знаходження фундаментальних розв’язків ДР 

у високих наближеннях; отримані фундаментальні розв’язки з полюсом у довільній 

точці, які використані для знаходження розв’язків при довільних навантаженнях. 

13. Уперше в МТ поставлені граничні задачі для ортотропних і ізотропних 

ФНП та ФНО і отримані загальні розв’язки в тригонометричних рядах; у новій пос-

тановці отримані аналітичні розв’язки для ФНП і ФНО при граничних умовах Нав’є. 

14. Розроблені алгоритми і створені пакети математичних програм на мові ФОРТРАН 

для розв’язання в новій постановці граничних задач по знаходженню внутрішнього НДС одно-

рідних пластин і пологих оболонок (транстропних, ортотропних, фізично нелінійних), двошаро-

вих і тришарових транстропних пластин довільної сталої товщини при різних поперечних нава-

нтаженнях і КЕ однорідних пластин. Отримані числові результати дали можливість оцінити 

НДС залежно від МГХ та типу навантаження, установити якісний вплив КЕ на НДС пластин, 

визначити межі застосування теорії Тимошенка-Рейснера та наближень варіантів МТ в залеж-

ності від МГХ та типу навантаження, одержати нові якісні ефекти та важливі висновки. 

Обгрунтованість і достовірність отриманих результатів забезпечують-

ся: математичною та фізичною коректністю формулювання граничних задач; 

строгим математичним підходом до їх розв’язування з формулюванням і доведен-

ням необхідних теорем про збіжність рядів і єдиність розв’язку; дослідженням то-

чності розв’язків; аналітичними граничними переходами, які приводять до відо-

мих теорій пластин і оболонок; перевіркою на тестових задачах; порівняннями з 

деякими точними результатами та для окремих частинних випадків порівняннями 

з відомими в літературі результатами, які одержані з рамках інших теорій.  

Особистий внесок здобувача. Основні положення роботи, що представлені до за-

хисту, отримані здобувачем самостійно. У наукових публікаціях із співавторами особистий 

внесок здобувача полягає в наступному. У [44, 46] побудовано варіант МТ нетонких транст-

ропних пластин високого наближення, отримані основні рівняння, розроблено метод 

розв’язання СДРР та числові алгоритми і програми, отримані числові результати, разом зі 

співавтором здійснювалась постановка задач і обговорювались результати. У [6, 8, 84, 85] ви-

ведені ДР, розроблені методи їх розв’язання, отримані аналітичні розв’язки; у [10–12, 60–65] 
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розроблені метод розв’язання СДРР та числові алгоритми і програми; разом з науковим кон-

сультантом і співавторами здійснювалась постановка задач і обговорювались результати. 

Наведені публікації повною мірою відображають основні положення та висновки роботи. 

Тема докторської дисертації не співпадає з темою кандидатської дисертації на здо-

буття вченого ступеня кандидата фіз.-мат. наук “Влияние истории активного нагружения 

на бифуркацию процесса деформирования прямоугольных пластинок и цилиндрических 

оболочек” (Дн-вськ, 1980 р.) і не є її розвиненням. Всі наукові праці, що склали докторську 

дисертацію, опубліковані після захисту кандидатської дисертації. 

Апробація результатів дисертації. Результати наукових досліджень, що наведені 

в дисертації, доповідались та обговорювались на 2-х Всеукраїнських і 55-х міжнародних науко-

вих конференціях: II-му Інтернаціональному симпозіумі “Механічні і фізичні руйнування буді-

вельних матеріалів і конструкцій” (Львів, 1996); Польсько-Українських міжнародних наукових 

семінарах “Теоретичні основи будівництва” (Варшава: 1996, 1998, 2000, 2002, 2004, 2006, 2007, 

2011 рр.; Дніпропетровськ: 1997, 1999, 2001, 2003, 2005, 2008, 2010, 2012 рр.);  Всеукраїнських 

наукових конференціях “Математичні проблеми технічної механіки” (Дніпропетровськ, 2003, 

2004 рр.); Міжнародних наукових конференціях “Математичні проблеми технічної механіки” 

(Дніпропетровськ, 2005, 2014, 2015, 2016, 2018 рр.; Дніпро, 2019 р.); ХІІ-й Міжнародній науково-

практичній конференції “Інформаційні технології: наука, техніка, технологія, освіта, здоров’я” 

(Харків, 2004 р.); Міжнародних наукових конференціях “Проблемы современного материалове-

дения, машиностроения” (Дніпропетровськ, 2001 р.), “Строительство, материаловедение, маши-

ностроение” (Дніпропетровськ, 2002, 2003 рр.); Х-й Міжнародній конференції “Математика, 

экономика, образование” (Ростов-на-Дону, 2002 р.); Міжнародній конференції “Актуальные 

проблемы механики сплошных сред” (Донецьк, 2002 р.); Міжнародній науковій конференції 

“Сучасні проблеми механіки” (Київ, 2003 р.); Міжнародних науково-технічних конференціях 

пам’яті академіка НАН України В. І. Моссаковського “Актуальні проблеми механіки суцільного 

середовища і міцності конструкцій” (Дніпропетровськ, 2007 р.; Дніпро, 2019 р.); Міжнародних 

наукових конференціях “Сучасні проблеми механіки та математики” (Львів, 2008, 2018 рр.); 10 – 

18-й міжнародних наукових конференціях ім. академіка М. Кравчука (Київ, 2004, 2006, 2008, 

2010, 2012, 2014, 2015, 2016, 2017 рр.); Міжнародних науково-технічних конференціях “Актуа-

льні проблеми прикладної механіки та міцності конструкцій” (м. Ялта, 2011 р.; м. Запоріжжя, 
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2012, 2015, 2019 рр.); III, V, VI, VII міжнародних конференціях ”Актуальні проблеми інженерної 

механіки” (Одеса, 2016, 2018, 2019, 2020 рр.); V Міжнародній науково-практичній конференції 

(Харків, 2018 р.); 18-й Міжнародній науково-практичній інтернет-конференції “Перспективні 

напрями розвитку науки та техніки” (м. Вінниця, 2018 р.); I-й Міжнародній науково-технічній 

конференціїї “Динаміка, міцність та моделювання в машинобудуванні” (Харків, 2018 р.); 2-й Ін-

тернаціональній науково-практичній конференції (Іспанія, м. Барселона, 2020 р.). 

Основна частина роботи доповідалась і здобула позитивну оцінку на міжвузівсь-

кому науковому семінарі кафедри обчислювальної механіки і міцності конструкцій Дніп-

ропетровського національного університету імені Олеся Гончара при Придніпровському 

науковому центрі та науковій раді з механіки деформівного твердого тіла НАН України 

(наукові керівники семінару: чл.- кор. НАН України, д. т. н., проф. В. С. Гудрамович; д. т. 

н., проф. А. П. Дзюба, 2009 р.); на міжвузівському науковому семінарі “Проблеми нелі-

нійної механіки” (Дніпропетровськ, кафедра БМОМ ДВНЗ “ПДАБА”; наукові керівники 

семінару: д. т. н., проф. А. І. Маневич; д. т. н., проф. Е. М. Кваша, 2009 р.); на об’єднаному 

науковому семінарі кафедр динаміки і міцності машин, теоретичної механіки, опору ма-

теріалів і прикладної математики у Харківському національному технічному університеті 

(ХПІ) (головуючий семінару д. ф.-м. н, проф. Ю. В. Міхлін, 2009 р.).  

У повному обсязі робота доповідалась і здобула позитивну оцінку на Міжнародній нау-

ково-технічній конференції пам’яті академіка НАН України В. І. Моссаковського “Актуальні 

проблеми механіки суцільного середовища і міцності конструкцій” (Дніпро, жовтень 2019 р.); 

науково-технічному семінарі “Проблеми нелінійної механіки” (Дніпро, кафедра БМОМ ДВНЗ 

“ПДАБА”, голова семінару д. т. н., проф. В. В. Данішевський, 2020 р.); науковому семінарі “Ма-

тематичні проблеми механіки” Дніпровського національного університету імені Олеся Гончара 

(м. Дніпро, ДНУ, керівники семінару: д. ф.-м. н., проф. В. В. Лобода; д. ф.-м. н., проф. Ю. А. Чер-

няков, 2020 р.); науковому семінарі відділу моделювання композитних структур і складних сис-

тем Інституту прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача (Львів, ІППММ, 

керівник семінару д. ф.-м. н., проф. М. В. Марчук, 2020 р.); апробована і схвалена на міжвузівсь-

кому науковому семінарі “Актуальні проблеми прикладної математики і механіки”(Запоріжжя, 

Запорізький національний університет; керівник семінару д. т. н., проф. В. З. Грищак, 2020 р.); на 

об’єднаному науковому семінарі кафедр “Прикладна математика” і “Механіка суцільних сере-
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довищ та опір матеріалів” Національного технічного університету “Харківський політехнічний 

інститут” (Харків, НТУ “ХПІ”; голова семінару д. ф.-м. н,, проф. Ю. В. Міхлін, 2020 р.). 

Публікації. За темою дисертації опубліковано 100 наукових праць (85 праць в од-

ноосібному авторстві), з яких 64 наукові статті (52 статті в одноосіб. авт.): 51 стаття –у 

фахових виданнях України з фізико-математичних і технічних наук (46 в одноосіб. авт.), з 

яких 29 статей у фахових виданнях України з фізико-математичних наук (26 в одноосіб. 

авт., 1-а з яких входить у міжнародні наукометричні бази); 6 статей (5 в одноосіб. авт.) у 

зарубіжних англомовних виданнях: 1 стаття в Scopus (в одноосіб. авт.); 3 статті (в одноо-

сіб. авт.), які входять до міжнародних наукометричних баз: Index Copernicus, RS Global, 

Google Scholar та ін.; 2 статті (1 стаття в одноосіб. авт.) у зарубіжних колективних анг-

ломовних монографіях сумарним об’ємом 56 с.; 2 статті у виданнях України, які вхо-

дять до міжнародних наукометричних баз (1 стаття в одноосіб. авт.); 5 статей (у співавто-

рстві) у наукових виданнях України і 36 тез доповідей (33 тези в одноосіб. авт.). 

Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається з анотації, вступу, восьми 

розділів, висновків, списку використаних джерел і додатків. Загальний обсяг роботи–503 сторінки, 

з яких основного тексту дисертації – 305 сторінок. Вона містить також 47 рисунків, 70 таблиць, 

список використаних джерел із 453 найменувань на 38 сторінках та 8 додатків на 117 сторінках. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна робо-

та виконувалась у ДВНЗ “Придніпровська державна академія будівництва та архітектури” 

(ПДАБА) на кафедрі будівельної механіки та опору матеріалів (БМОМ) за планами наукових 

досліджень держбюджетної науково-дослідної тематики: “Розробка математичних моделей іте-

раційних теорій, точних та асимптотичних методів розрахунку тонкостінних конструкцій” (№ 

держреєстрації 0197U001652, 1997-1999 рр.), “Розроблення математичних моделей та ітерацій-

них теорій розрахунку однорідних та шаруватих оболонок і пластин із фізично лінійних та нелі-

нійних матеріалів (№ держреєстрації 0100U003689, 2000-2001 рр.), “Розроблення математичних 

моделей і уточнених теорій розрахунку пружних основ та фізично нелінійних пологих оболо-

нок” (№ держреєстрації 0102U005582, 2002-2003 рр.), “Розробка методик розрахунку фізично 

лінійних та нелінійних оболонок, пластин і балок на основі уточнених теорій” (№ держреєстрації 

0104U000230, 2004-2006 рр.), “Напружено-деформований стан, стійкість і коливання стержне-

вих систем, однорідних і неоднорідних пластин та оболонок з урахуванням реальних властиво-
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стей матеріалів” (№ держреєстрації 0106U005339, 2006-2010 рр.), “Напружено-деформований 

стан, стійкість і коливання стержневих систем, однорідних і неоднорідних пластин та оболонок 

з урахуванням реальних властивостей матеріалів” (№ держреєстрації 0111U606484, 2011-2015 

рр.), “Міцність, жорсткість, стійкість і коливання однорідних і неоднорідних стержнів, пластин, 

оболонок та композиційних конструкцій, включаючи об’єкти біологічного походження” (№ 

держреєстрації 0116U006049, 2016-2020 рр.) та за планом досліджень теми докторської дисер-

тації. Результати докторської дисертації висвітлювались у розділах по розв’язанню граничних 

задач для нетонких лінійно і нелінійно пружних пластин і пологих оболонок. 

Теоретичне і практичне значення отриманих результатів. 

Теоретичне значення дисертаційної роботи полягає в побудові нових високоточних ва-

ріантів МТ, розробленні на їх основі нових аналітичних математичних методів розв’язання гра-

ничних задач теорії нетонких однорідних і шаруватих фізично лінійних та нелінійних пластин і 

пологих оболонок, які дають можливість звести СДРР високих порядків до однорідних і неод-

норідних ДР 2-го порядку з подальшим використанням методів математичної фізики для отри-

мання їх загальних розв’язків і дослідження НДС та КЕ з високою точністю, що особливо є важ-

ливим при наявності локальних навантажень, отворів, та у випадках немалої товщини вказаних 

елементів. Одержані матеріали дисертаційної роботи впроваджені в наукові програми і теми 

ДВНЗ “ПДАБА” на кафедрі БМОМ за планами наукових досліджень держбюджетної науково-

дослідної тематики (є довідка, у додатку Ж). Теоретичні результати впроваджені в навчальному 

процесі з курсу ТП для студентів будівельного факультету ДВНЗ “ПДАБА” (є акт впроваджен-

ня, у додатку Ж), можуть бути також використані в курсах теорії пластин і оболонок, спецкур-

сах, як матеріал навчального посібника та в науковій роботі аспірантів, магістрів. 

Практичне значення одержаних результатів полягає у можливості використання їх в НДІ, 

проектних організаціях та в інших дослідних установах високоточних розрахунків і проектування су-

часних конструкцій. Це дасть змогу створювати надійні та довговічні споруди і конструкції з високою 

питомою міцністю і жорсткістю. Впровадження в практичних цілях матеріалів дисертаційної роботи 

підтверджено актом впровадження результатів досліджень у ООО “Укррезервуарсервіс”, у додатку Ж). 

Автор вшановує пам’ять д. т. н., професора О. П. Прусакова, який допоміг визначити 

напрям наукових досліджень і підтримував їх на початковому етапі виконання даної роботи. 
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РОЗДІЛ 1 

ОГЛЯД ТЕОРІЙ РОЗРАХУНКУ ОДНОРІДНИХ ТА ШАРУВАТИХ 

ПЛАСТИН І ОБОЛОНОК 

 

Основні напрямки розвитку теорій, методів розрахунку однорідних і бага-

тошарових пластин та оболонок і розв’язки прикладних задач викладено в бага-

тьох монографіях, оглядах та фундаментальних працях в т. ч. у [1, 8, 10–15, 18, 

21, 22, 24, 26, 28, 32, 33, 40, 41, 48, 55, 56–58, 61, 72, 74, 78, 81–89, 94, 95, 97, 98, 

100–108, 199, 205–212, 214, 221, 222, 224, 227, 228, 231, 234, 239, 240, 245, 249, 

250, 252, 253, 257, 261, 264, 265, 268–272, 274, 279, 280, 283, 287, 293, 294, 300, 

306, 310, 324, 326–328, 330, 341, 342, 351, 352, 363, 366, 367, 369–371, 373, 381–

385, 390, 400, 401, 408, 412, 416–420, 422, 425–429, 431, 435–438, 440, 453]. 

 

1.1. Класичні лінійні задачі тонких однорідних 

та шаруватих пластин і оболонок 

 
В основу класичної теорії (КТ) лінійно пружних однорідних тонких пластин і 

оболонок покладено гіпотези Кірхгофа – Лява. Розвиток теорії тонких лінійно пру-

жних пластин та оболонок на основі вказаних гіпотез викладено в багаточисельних 

книгах, монографіях, наукових статтях [13, 14, 48, 56, 70, 72, 79, 80, 97, 227, 234, 

240, 250, 252, 257, 270, 271, 272, 294, 328, 342, 351, 373, 381, 383 – 385, 403]. 

КТ коректна для тонких ізотропних та слабо анізотропних пластин і обо-

лонок, у яких жорсткості шарів одного порядку, з повільнозмінюваним НДС. В 

інших випадках використання КТ для однорідних та шаруватих елементів конс-

трукцій може призвести до значних похибок у визначенні НДС, а саме: у розра-

хунках товстих пластин і оболонок; якщо є лінії спотворення (лінії різкого змі-

нення зовнішнього навантаження або геометрії пластини чи оболонки), тобто у 

випадках наявності різкого роду концентраторів напруження; якщо матеріал ха-

рактеризується суттєвою анізотропією або ж є фізично нелінійним чи пружно 

пластичним та якщо жорсткості шарів відрізняються значним чином (навіть для 
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тонких пластин і оболонок); якщо елемент конструкцій зазнає великих перемі-

щень. Неточні результати, які дає КТ пластин та оболонок, призвели до необхід-

ності розроблення теорій розрахунку, які б уточнювали КТ та давали б практич-

ну можливість дослідження НДС нетонких елементів конструкцій. 

Підходи до побудови уточнених теорій пластин та оболонок за класифікаці-

єю Й. І. Воровича [55] і А. Л. Гольденвейзера [72] поділено на дві групи. До пер-

шої відносяться підходи, які основуються на спрощуючих гіпотезах. Друга група 

базується на аналітичних методах, які містять процес зведення тривимірної задачі 

до рекурентної послідовності двовимірних задач. В свою чергу в аналітичних ме-

тодах можна виділити чотири основних напрямки: асимптотичний метод, метод 

однорідних розв’язків, символічний метод та метод розвинення НДС по товщині. 

 

1.2. Некласичні теорії лінійно пружних однорідних пластин та 

оболонок, які основані на методі гіпотез 

 

Важливим в розвитку нових теорій пластин та оболонок є врахування деформацій 

поперечного зсуву та обтискання. Уточнення теорії згину, яка основувалась на враху-

ванні деформацій поперечного зсуву, уперше було виконано в 1921 С. П. Тимошенком 

[438] для балки в задачі про згинальні коливання. Гіпотеза Кірхгофа – Лява замінюва-

лась менш жорсткою гіпотезою – гіпотезою прямої лінії. 

Ідея С. П. Тимошенко про врахування поперечного зсуву надалі знайшла своє 

втілення в розробці аналогічних теорій ―типу Тимошенко‖ для пластин та оболонок. 

Е. Рейснером у 1944 р. уперше побудовано некласичну теорію згину плас-

тин [425]. Згідно цієї теорії за гіпотезу приймалась лінійна залежність тангенціа-

льних напружень від поперечної координати. Інші напруження визначались з ДР 

тривимірної задачі ТП, при цьому використовувався ВП Кастільяно. Вирази для 

моментів  відрізнялись від класичних доданками, що містили множники .2h  

Розв’язувальна СДР мала вигляд: 

 

),110/(2 224 vqvhqwD  ,0/10 22 hФФ                  (1.1) 
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де  і D  – коефіцієнт Пуассона та циліндрична жорсткість; w ( yx, ), Ф ( yx, ) – функції 

прогину і напружень; q ( yx, )/2 – поперечне згинальне навантаження, яке прикладене 

до верхньої та нижньої лицевих площин пластини (кососиметричне поперечне наван-

таження пластини). Порядок СДР відповідає кількості граничних умов на кожному краї. 

Перше ДР (1.1) описує НС, який розповсюджується на всю область пластини, а друге – 

НС, який швидко затухає при віддаленні від краю пластини, причому, швидкість зату-

хання цього КЕ більша, ніж простого КЕ [69]. Надалі за термінологією А. Л. Гольден-

вейзера КЕ, одержаний в теорії Е. Рейснера, прийнято називати ―крайовим ефектом 

Рейснера‖. Теорія Е. Рейснера застосовувалась при розв’язанні задач для пластин 

у [430, 432, 433]. В 1952 р. Е. Рейснером узагальнено теорію пластин для оболо-

нок [428]. Підхід Е. Рейснера розвинено для ортотропних пластин [405]. У [411] 

побудовано теорію, в якій поперечні напруження зображувались у вигляді 

zfyxz 1, , zfyxQiiz 2, , .; yxi  Використовуючи основні рі-

вняння ТП, одержано ДР та знайдені функції zf1  та zf2 . Отримані 

розв’язувальні ДР враховували поперечні деформації зсуву, але не враховували 

деформацію поперечного стискання. Теорія [411] була розвинена для транстроп-

них пластин [453]. 

У [416] узагальнено і розвинено теорію Е. Рейснера для оболонок з вико-

ристанням ВП Рейснера (ВПР) [427]. Відмінність цієї теорії від попередніх поля-

гала в тому, що в ній апроксимувались по товщині не тільки переміщення, а й 

напруження. Числові результати вказували, що КТ придатна для тонких оболо-

нок ( 50/1/ Rh ), коли поперечний зсув практично не впливає на НДС, а для 

нетонких оболонок необхідно враховувати деформацію поперечного зсуву. 

Закон змінення тангенціальних переміщень по товщині задавався також у 

[46], але поперечні переміщення не залежали від товщинної координати. На ос-

нові розв’язку тривимірної задачі для товстої прямокутної плити показано, що 

нехтувати поперечними нормальними напруженнями не завжди вірно. 

Результати перших робіт, основаних на теоріях типу Тимошенка – Рейсне-

ра і їм подібних, які враховували поперечний зсув, порівнювались тільки між со-
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бою, а не з точними результатами тривимірної ТП, оскільки таких в достатній 

мірі ще не було. З цієї причини такі порівняння не давали відповіді, яка з уточне-

них теорій більш достовірно описує НДС пластин та оболонок.  

Суттєвий вклад у розвиток методів розв’язування  задач по розрахунку 

пластин і оболонок на основі теорії типу Тимошенка – Рейснера з різними їх мо-

дифікаціями і уточненнями отримали своє розвинення в працях українських вче-

них [232, 233, 246–248, 275, 343, 346, 242, 244, 273, 275, 279, 280, 356] та зарубі-

жних авторів [63, 394–398, 402, 404, 410, 413–415, 420, 421, 439, 451]. Огляд нау-

кових праць цього напрямку викладено у [58, 61, 287, 408]. 

Теорія, яка більш точно описувала НДС пластин, ніж теорія Е. Рейснера, 

побудована С.А. Амбарцумяном [12] для анізотропних пластин на наступних гі-

потезах: нормальні до серединної площини переміщення точок пластини не за-

лежать від поперечної координати; поперечні дотичні напруження змінюються 

по товщині пластини згідно з заданим законом 

 

,,/2/)( 33333 yxzfhz iiiiiii  )2,1(i ,         (1.2) 

 

де yxyx ii ,,, 33  – тангенціальні компоненти інтенсивності зовнішнього нава-

нтаження, прикладеного на лицевих площинах пластини (при 2/hz ); zfi  – 

функції, які характеризують закон змінення поперечних дотичних напружень по то-

вщині (задаються з фізичних міркувань у вигляді квадратичної параболи), причому 

02/hzfi ; yxi ,  – шукані функції координат x , y . Представлення (1.2) 

дає можливість задовольнити граничним умовам на лицевих площинах для попере-

чних дотичних напружень. Як і в теорії Е. Рейснера, поперечні переміщення не за-

лежали, а поперечні напруження z  залежали нелінійно від z . Але на відміну від 

теорії Е. Рейснера компоненти тангенціальних переміщень і напружень містили не-

лінійні доданки від z . Одержана система п’яти ДР з частинними підхідними 10-го 

порядку відносно п’яти шуканих функцій двох змінних: .,,,, 21wvu  Крайові 

умови в теорії [12] при довільно вибраних функціях zf i  точно не задовольняють-
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ся і тому автор пропонує ―пом’якшення‖ крайових умов. Вказана теорія уточнює 

тільки основний НДС. Теорія [12] узагальнена для оболонок [13].   

Х. Муштарі [254] на основі асимптотичного аналізу результатів теорії товстих 

плит [240], послідовним утриманням в залежностях величин порядку 
22 / ah , мето-

дом ітерацій побудовано теорію пластин середньої товщини. За гіпотезу на першому 

кроці приймалось розподілення поперечних деформацій зсуву по товщині за законом 

квадратичної параболи. Для функції прогину одержано ДР 6-го порядку. Як і в теорії 

[12], в цій теорії компоненти напружень, тангенціальних переміщень і деформацій, 

поперечних деформацій зсуву також містили нелінійні доданки від z , але більш ви-

сокого порядку для поперечних напружень та поперечних деформацій зсуву. Крім 

цього, поперечні переміщення, на відміну від [12], залежали від z . Теорія Х. Мушта-

рі також уточнювала тільки основний НДС. У [255] теорію [254] узагальнено для 

оболонок середньої товщини.  

Уточнення теорії Е. Рейснера для пластин проведено в [5]. Одержана система 

інтегро-диференціальних рівнянь. Теорія пластин, у якій тангенціальні перемі-

щення прийняті у вигляді поліномів третього степеня, побудована в [386]. При 

цьому вважалось, що 0z , а z  малі в порівнянні з іншими напруженнями. 

Коефіцієнти в апроксимації тангенціальних  переміщень визначались із гранич-

них умов на лицевих площинах. При дії тільки поперечного навантаження отри-

мана система ДР 6-го порядку, структурно подібна (1.1)  

 

),15/(4 224 vqhqwD    .0)2/(5 22 h  

 
Теорія лінійно пружних оболонок на основі моделі прямих нормалей пос-

лідовно викладена і розвинена для транстропних оболонок у [280] і для ортотро-

пних – в [104]. Уточнена теорія анізотропних пластин розроблена в [282]. За гі-

потезу прийнято закон розподілення поперечних дотичних напружень згідно з 

частинною теорією С. А. Амбарцумяна [12], в якій поперечні переміщення ви-

значалися за класичною теорією, а функція змінення поперечних дотичних на-

пружень по товщині zf  – квадратична. Поперечні деформації зсуву мали ви-
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гляд: 21113 , xxfzf , 21223 , xxfzf , де 21, ff  – шукані функції. Ком-

поненти переміщень визначалися при умові 0,0 zz . Тангенціальні пере-

міщення нелінійні по товщині. Розв’язувальні ДР одержувалися із ВП Лагранжа. 

Система ДР мала 16-й порядок і розпадалася на систему плоского стану і згину. 

Задача згину описувалася СДР 12-го порядку з шістьома крайовими умовами. 

Для транстропного матеріалу СДР мала 8-й порядок, а кількість граничних умов 

– чотири. Числові розрахунки вказували на більшу точність цієї теорії в порів-

нянні з теоріями С. Амбарцумяна і Е. Рейснера. Одержано також, що для 

розв’язку задач з локальним навантаженням КТ неприйнятна, а гіпотеза прямих 

нормалей уточнює тільки нормальні напруження. Ускладнена апроксимація по-

перечних переміщень та поперечних дотичних напружень для транстропних плит 

і кругових циліндричних оболонок середньої товщини при поперечному наван-

таженні прийнята в [337]. Одержані рівняння для плити розпадалися на дві сис-

теми: одна описувала НДС при кососиметричному, а інша – при симетричному 

навантаженні. Обтискання суттєво уточнювало результати. 

Ускладнена теорія ортотропних оболонок, що враховувала нелінійність ро-

зподілення всіх компонент переміщень та напружень по товщині, розроблена в 

[39]. За гіпотезу приймався наступний закон змінення компонент переміщень: 
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де 300 ,...,, wvu  – функції тангенціальних координат vu ,;,  – тангенціальні 

переміщення лицевих поверхонь .2/hz  Оскільки поперечні дотичні напру-

ження поліноми 3-го степеня, то це дало можливість врахувати зміщення точки 

максимуму поперечних дотичних напружень вбік навантаженої поверхні. Ком-

поненти тангенціальних та поперечних нормальних напружень є поліномами 4-

го степеня. Модель дає прийнятні результати, але НДС уточнювати не можна.  
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1.3. Некласичні теорії лінійно пружних однорідних пластин 

та оболонок, які основані на аналітичних методах 

 

1.3.1. Метод асимптотичного інтегрування тривимірних рівнянь ТП. 

Асимптотичний метод (АМ) оснований на розкладанні НС у вигляді суми двох 

НС: основного та допоміжного. Основний НС відображує складову повільнозмі-

нюваного стану вдалині від збурюючих факторів. Допоміжний НС характеризує 

швидкозмінюваний стан поблизу цих збурюючих факторів і описує напружений 

стан КЕ. Допоміжний НС швидко згасає по мірі віддалення від місць збурюючих 

факторів. 

Ідея введення допоміжних швидкозатухаючих НС і побудова на її основі відпо-

відної теорії пластин належить К. Фрідріхсу [403]. Надалі АМ в теорії ізотропних пла-

стин було розвинено в [70]. Шуканий НС пластини зображувався у вигляді суми пові-

льнозгасаючого і швидкозгасаючого при віддаленні від країв НС. Повільнозмінюва-

ний НС будувався за допомогою основного ітераційного процесу (ОІП). При цьому 

приймалось, що напруження і переміщення не швидко змінюються по тангенціальним 

змінним x  та y  і швидко змінюються по поперечній координаті z . Після заміни 

hz  одержувалась СДР рівноваги та залежності переміщення – напруження. Дові-

льна компонента НС зображувалась у вигляді скінченного степеневого ряду виду 

,
1

1 s
Ss

s

sq QhhQ  де h  – товщина пластини, q  – ціле число, яке залежало від ком-

поненти НДС. Одержана неоднорідна СДР в S -му наближенні відносно компонент 

напружень та переміщень цього наближення. Вона зведена (для 2S ) до неоднорід-

ного бігармонічного рівняння. Напруження ОІП задовольняли граничним умовам на 

лицевих площинах в 1-му наближенні і нульовим граничним умовам в наступних на-

ближеннях (для 1S ). Із умови незалежності загальних, частинних розв’язків СДР та 

зовнішнього навантаження на лицевих площинах від h , отримувались значення для .q  

При побудові допоміжного ітераційного процесу (ДІП), який описував НС, що 

згасав як завгодно швидко при достатньо малому h , вводилась заміна масштабу 
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за двома координатами hх , hz . Приймалось, що швидкість змінення 

НС за змінними ,, y  невелика. Довільне напруження чи переміщення зобра-

жувалось при цьому у такому структурному вигляді ,
1

1 s
Ss

s

sr RhhR  де r  ви-

значалось із двох можливих варіантів і також залежало від компоненти НДС, на-

далі знаходилось в процесі розв’язку із специфічних умов.  

В першому варіанті ДІП основними є рівняння, з яких визначались напру-

ження 
s

yz
s

xy ,  та переміщення sv . СДР для цього варіанта зводилась до ДР 

Пуассона. В другому варіанті ДІП основними є рівняння, з яких знаходились 

s
y

s
x , , .,,, sss

z
s

xz wu  Відповідна СДР зводилася до неоднорідного бі-

гармонічного рівняння. В обох варіантах ДІП частинні і загальні розв’язки ДР по-

винні задовольняти однорідним граничним умовам на лицевих площинах і умові зга-

сання при віддаленні від краю 0 . Крім цього, для загальних розв’язків однорід-

них ДР повинні виконуватись деякі специфічні умови, щоб можна було задовольни-

ти крайовим умовам на краях, зокрема, щоб послідовність крайових умов в кожному 

наближенні по s  не знаходилась в суперечності з тими ДР, які відповідають даному 

наближенню. Основні результати [70] полягають у тому, що НС при згині тонкої 

пластини складається з основного НС (визначається ОІП), НС крайового скручуван-

ня (визначається першим варіантом ДІП) та НС крайової плоскої деформації (визна-

чається другим варіантом ДІП). Показано також, що перше наближення ОІП еквіва-

лентно ДР і граничним умовам КТ згину пластин. Основними напруженнями (які 

змінюються швидше інших) в ОІП є напруження .,, yxyx  Вони збільшуються як 

2h  (
2~,, hxyyx ). Основними напруженнями для крайового скручування є 

напруження yzxy, , а для крайової плоскої деформації – .,,, xzzyx  Із аналізу 

НС ОІП та ДІП випливає, що основні напруження крайового скручування і крайової 

плоскої деформації одного порядку з основними напруженнями ОІП. АМ використо-

вувався у [217, 424] при розв’язуванні задач для круглої пластини. АМ [70] було по-
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ширено на ізотропні оболонки [71]. Як і для пластин, цей метод також базувався на 

побудові трьох аналогічних ітераційних процесів. 

Надалі АМ [70] узагальнено для анізотропних пластин [3] і оболонок [4]. 

Показано, що НС в анізотропній оболонці, як і в ізотропній, зображується у ви-

гляді суми НС ОІП та ДІП. АМ інтегрування рівнянь тривимірної ТП теоретично 

і практично розвинено у [110, 245, 271, 423, 429].  

1.3.2. Символічний метод Лур’є. Метод однорідних розв’язків. Символі-

чний метод інтегрування ДР тривимірної задачі ТП для плити було запропоновано А. 

І. Лур’є [239]. Ідея полягала в тому, що СДР рівноваги в переміщеннях розглядалась як 

система звичайних ДР з незалежною змінною z  (поперечною координатою) відносно 

компонент переміщень з початковими умовами при 0z ; ,0uu  ,0vv  ,0ww  

,/ 0uzu  ,/ 0vzv  ./ 0wzw  При інтегруванні системи диференціальні 

оператори ,/ x  ,/ y  ,// 22222 yx  які входили в цю систему, розгля-

дались як сталі параметри. Після символічного інтегрування одержувались компонен-

ти переміщень ,u  ,v  ,w  виражені через ,0u  ,0v  ,0w  ,0u  ,0v  ,0w  і МГП. Потім із за-

кону Гука знаходились компоненти напружень. Для визначення 00 ,...,wu  використо-

вувались статичні граничні умови на лицевих площинах плити (по три умови для на-

пружень yzxzz ,,  на кожній лицевій площині). В першу систему рівнянь, що відо-

бражала симетричні граничні умови (ГУ) на лицевих площинах плити, входили шука-

ні функції ,0u  ,0v  .0w  Ця система рівнянь відповідала плоскій задачі. В другу систе-

му, яка відображала кососиметричні ГУ на лицевих площинах плити, входили шукані 

функції ,0u  ,0v  .0w  Ця система відповідала задачі згину. Одержано по три групи не-

залежних частинних розв’язків відповідних однорідних рівнянь для обох систем – од-

норідні розв’язки. 

Символічний метод А. І. Лур’є було узагальнено в [235] при одержанні од-

норідних розв’язків для транстропних товстих плит. Застосування і розвинення 

символічний метод А. І. Лур’є одержав, зокрема, у [51, 266]. Метод однорідних 

розв’язків в теорії лінійно пружних многозв’язних пластин в тривимірній поста-
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новці розвивався у [224] з використанням методу теорії функцій комплексної 

змінної, у [10] з використанням ідеї методу Бубнова – Гальоркіна. 

У [6] запропоновано АМ побудови розв’язків тривимірної задачі плит, від-

мінний від [70]. Цей метод оснований на застосуванні однорідних розв’язків для 

ізотропної плити при відсутності на лицевих площинах зовнішніх навантажень. Бі-

чна поверхня плити знаходилась під дією зусиль статично еквівалентних нулю. НС 

плити зображувався у вигляді суми трьох НС: бігармонічного, вихрового та потен-

ціального. Ці НС залежали від трьох координат ,/ ax  ,/ ay  ./ hz  За-

лежності від  та  визначались відповідними функціями: бігармонічною ,  

та функціями ,kB  і ,pC  (позначення [6]). Останні дві функції для задачі 

згину знаходились із двох ДР: 

 

,0/// 222222
kkkk BBB  ,2/)12( kk  ...;2,1,0k   (1.3) 

,0/// 222222
pkpp CCC         ...,2,1p                 (1.4) 

 

де ,/ ah  p2  – корені рівняння 01/sin xx . Крайові умови для функцій 

, kB , pC  визначались за допомогою принципу можливих переміщень Лагран-

жа. Для дослідження асимптотики (при 0 ) розв’язків рівнянь (1.3) та (1.4) 

використано метод розтягання масштабу по нормалі до контуру. Шукані функції 

та граничні умови розкладались в степеневі ряди за малим параметром . Для 

знаходження функцій, які входять в розкладання , kB , pC  за малим параметром 

 на краю пластини, отримано складну нескінченну систему ЛАР. Аналіз НДС 

показав, що КТ має обмежену область використання, навіть для достатньо тон-

ких пластин. АМ [6] розвинено в багатьох роботах, зокрема, у [7, 53, 54, 340, 387]. 

У [7] побудовано ВНДС плити при вільних від зовнішніх зусиль лицевих площи-

нах і при п’яти різних типах крайових умов. У [53] побудовані однорідні розв’язки 

для товстої плити при дії на її бічній поверхні системи зусиль, симетричної відно-

сно серединної площини плити. Показано, що НС в плиті також складається із су-

ми бігармонічного, вихрового та потенціального НС. Показано, що НДС вдалині 
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від краю контура плити прямує до деякого бігармонічного стану, який не повністю 

описується граничними умовами ПНС, тобто одержано, що принцип Сен-Венана в 

класичному розумінні фактично не виконується навіть при достатньому віддален-

ні від контура пластини. В [7, 53] при визначенні граничних умов для шуканих 

функцій використовувався ВП Лагранжа. У [340], [387] АМ [6] узагальнено для 

транстропних плит. Тільки на відміну від [6, 7, 53] знаходження крайових умов 

для шуканих функцій проводилось розвиненням їх у загальні ряди Фур’є. Для 

неоднорідних плит АМ [6] розвинено у [54]. АМ в теорії пластин та оболонок 

викладено в [55]. Методи, аналогічні [239], розвинені зокрема, в [47, 48, 241]. 

1.3.3. Метод розвинення компонент НДС по товщині. Метод зведення 

тривимірної задачі ТП для пластин та оболонок до двовимірної, оснований на ро-

звиненні шуканих функцій в степеневі ряди з цілими показниками по поперечній 

координаті, використовувався ще Коші і Пуассоном в теорії тонких пластин. М. 

О. Кільчевський узагальнив указаний метод для розрахунку оболонок [211], за-

пропонувавши метод розвинення НДС в тензорні ряди. Розвинення по товщині 

здійснювались при допомозі степеневих рядів у [9, 23, 66, 112, 236, 349, 380]. У [9] в 

степеневі ряди розвивалась функція напружень, а в [23] і [112] – компоненти пере-

міщень при розв’язуванні задач для товстих плит від дії полігармонічних  наванта-

жень на лицевих площинах. В [236] застосовано метод розвинення НДС в степеневі 

ряди з цілим невід’ємним показником для товстих анізотропних оболонок при по-

будові ДР, які одержувались безпосередньо з тривимірних ДР рівноваги ТП. Грани-

чні умови на лицевих поверхнях виконувались точно. Задача зводилась при враху-

ванні перших n  наближень до системи 3n  ДР з частинними похідними відносно 

3n  невідомих функцій двох тангенціальних змінних. Крайові умови на краю обо-

лонки не обговорювались. У [349] розроблена теорія пластин середньої товщини на 

основі методу розвинення усіх компонент НДС у степеневі ряди за поперечною ко-

ординатою з використанням ВП можливих переміщень. Отримана нескінченна СДР 

з частинними похідними відносно компонент переміщень. 

Суттєво відмінний від [236, 349] варіант теорії розрахунку транстропних  

плит сталої товщини, які знаходилися під дією згинального навантаження на 



 66 

краях і довільного поперечного навантаження на лицевій площині ( z ( z = -h )= -

q ( x , y )), побудовано в [380]. Компоненти переміщень приймались у вигляді ро-

зкладань за натуральними степенями поперечної координати.  

Ідея М. О. Кільчевського знайшла своє втілення в подальшому розвитку 

теорії однорідних пластин та оболонок при розвиненні НДС використовувати 

поліноми Лежандра у працях [41, 49, 50, 60, 67, 106, 107, 203, 219, 247, 267, 288, 

290, 299 – 302, 306–308, 310,311, 320, 335, 358 – 365, 376, 377, 401, 407, 434, 435]. 

У [41] І. Н. Векуа в 1955 р. проекційним способом побудував теорію приз-

матичних оболонок довільної змінної товщини, яка була розвинена і узагальнена 

в його подальших роботах для довільних пологих оболонок. Граничні умови на 

лицевих поверхнях задовольнялись наближено. У [401] одержано ДР і граничні 

умови для оболонок обертання з принципу можливих переміщень. Числових ре-

зультатів у працях І. Н. Векуа не отримано. 

 У [299] на основі ВП Кастільяно побудована теорія ізотропних пластин з 

використанням півоберненого методу Сен-Венана. В ряди за поліномами Лежан-

дра розкладались тангенціальні напруження: 
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де )(kP  – поліноми Лежандра; kxykxxyxxyxx MMTT ,,,,, – функції тангенціаль-

них координат ,/ax  ay /  (a  – ширина пластини), hz /2  (h  – товщи-

на). Граничні умови на лицевих площинах приймались у вигляді  

 

,2/2/ qphzz ,02/2/ hzhz yzxz  

де p  і q  – симетричні і кососиметричні складові інтенсивності поперечного нава-

нтаження. ДРР в зусиллях і моментах та інші компоненти напружень одержували-

ся з урахуванням граничних умов і також виражались у вигляді рядів за попереч-

ною координатою при допомозі поліномів Лежандра. Одержано, що задача для 

пластини поділяється на задачу згину і плоску задачу. Тангенціальні напруження 
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ВНДС з урахуванням перших чотирьох членів і членів порядку 
2

/ ah  та відки-

данням членів порядку 
4

/ ah  для задачі згину мають деякі додаткові члени, яких 

немає в теоріях С. А. Амбарцумяна, Х. М. Муштарі, Е. Рейснера, хоч вони того ж 

порядку, як і утримувані у вказаних роботах. Це говорило про більшу точність цієї 

теорії в порівнянні з теоріями [12, 254, 425]. В роботах [300, 301] метод статті [299] 

узагальнено для задач згину анізотропних пластин, матеріал яких має одну площину 

симетрії. В [300] розглянуто згин пластини при кососиметричному нормальному на-

вантаженні на лицевих площинах. Для транстропної пластини асимптотичним мето-

дом побудовані інтеграли типу пограншару. Одержано, що пограншари при збіль-

шенні номера наближення швидко затухають і їхній вплив на основний НДС суттєво 

зменшується. Показано, що для задач згину пластин вплив потенціальних погранша-

рів в другому та третьому наближеннях незначний. В [301] методом [299] розглянуто 

згин товстих транстропних плит від дії поперечних навантажень, прикладених на 

обох лицевих площинах. З ВП Кастільяно при допомозі методу невизначених множ-

ників Лагранжа отримано ДРР та статичні і геометричні крайові умови. НС розкла-

дено у вигляді суми основного (внутрішнього), потенціального та вихрового НС. Ви-

ділені ДР, які описують потенціальний та вихровий НС. Досліджена асимптотика 

(при 0h ) розв’язків ДР внутрішнього, потенціального та вихрового НС. Інтегра-

ли ДР внутрішнього НС, які характеризуються малою змінюваністю, знаходилися 

при допомозі звичайного методу малого параметра (параметра h ). Для визначення 

інтегралів потенціального та вихрового пограничних шарів, які характеризуються 

швидким згасанням по мірі віддалення від краю пластини, розглядалися однорідні 

рівняння і для них загальним методом малого параметру відшукувалися швидкозга-

саючі розв’язки. Показано, що НС, викликаний самоврівноваженими крайовими на-

вантаженнями, не зникає повністю при віддаленні від країв, але його величина в по-

рівнянні з внутрішнім  НС набагато менша. Одержано, що біля границі поперечні і 

тангенціальні напруження одного порядку відносно h . Поправки до основного НС, 

які вносить вихровий пограничний стан, більш суттєві, ніж поправки потенціального 

пограншару. Із зростанням GE /  вплив пограншарів на основний НС збільшується 
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(пограншар згасає повільніше і область його дії розширюється). Числових результа-

тів у роботах [299–302] не отримано. 

Наближена теорія ізотропних оболонок обертання з використанням поліномів 

Лежандра запропонована у [203]. Застосовано напівобернений метод Сен-Венана. В 

ряди за поліномами Лежандра від поперечної координати розвивались тангенціальні 

напруження. Із ДРР з урахуванням граничних умов на поверхнях оболонки визнача-

лись поперечні напруження через поліноми Лежандра. Основні рівняння одержані з 

ВП Кастільяно методом невизначених множників Лагранжа. При виведенні ДР 

утримувалися члени порядку Rh / , а в рядах – перші чотири члени. Крайові умови 

задовольнялись наближено: статичні – інтегрально, а кінематичні – для серединної 

поверхні. КТ тонких оболонок і теорія Рейснера випливали як частинні випадки.  

Тангенціальні напруження розвивались у ряди за поліномами Лежандра в 

[60]. Поперечні напруження знаходилися з ДРР. Із ВП Кастіліано побудовані ДР 

основного, потенціального та вихрового НС. Знайдені розв’язки першого потен-

ціального та першого вихрового пограншарів. СДР задачі десятого порядку.  

Для дослідження НДС анізотропних пластин та оболонок поліноми Лежандра 

застосовувались у багаточисельних наукових працях І. Ю. Хоми, зокрема в [358–365]. 

У [358] розвинено теорію І. Н. Векуа для ортотропних пластин. Побудовані основні 

рівняння з урахуванням 1-го наближення. Одержана СДР розпадалась на дві групи: 

одна описувала безмоментний НС, а інша – НС при згині. У [359] розглядався згин 

слабоортотропних пластин в 1-му наближені. Лицеві площини вважались вільними від 

навантаження і пластина згиналась тільки від дії крайових сил. У [360] побудовано за-

гальний розв’язок СДРР згину пластин теорії І. Н. Векуа в 3-му наближені при відсут-

ності зовнішнього навантаження на лицевих площинах. У [361] узагальнено і розвину-

то ідею роботи [360] про знаходження загальних розв’язків лінійної однорідної СДР. 

Методами теорії функцій комплексної змінної побудовано загальний розв’язок одно-

рідної СДР згину пластини для довільного скінченного числа наближень. У [362] дос-

ліджувалось розв’язування граничних задач теорії ортотропних пластин з урахуванням 

1-го наближення при дії зовнішнього поперечного і дотичного навантажень на лице-

вих площинах. Одержано дві незалежні СДР пластини в переміщеннях, які описували 
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плоский НС і НС при згині. Розглянуто два варіанти крайових умов на бічній поверхні: 

коли задані тільки компоненти переміщень або тільки компоненти напружень. Побу-

довані загальні розв’язки задачі для ПНС у вигляді регулярної та сингулярної частин. 

Питання знаходження частинних розв’язків ДР високих порядків не обговорювалось. 

У [364] розроблено метод побудови загального розв’язку ДРР нетонких транстропних 

пластин сталої товщини, лицеві площини яких вільні від зовнішнього навантаження, а 

на бічній поверхні виконувались змішані граничні умови, симетричні відносно сере-

динної площини. У [365] розглядались неоднорідні транстропні пластини. Узагальне-

на теорія анізотропних пластин і оболонок викладена в монографії [363]. Зведення 

тривимірної задачі ТП до двовимірної здійснено на основі методу розвинення компо-

нент напружень та переміщень у ряди за поперечною координатою при допомозі полі-

номів Лежандра з використанням ВП Гамільтона-Остроградського. Компоненти зо-

бражувались для задач статики у вигляді рядів Фур’є-Лежандра: 
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або так звані моменти;  – безрозмірна поперечна координата. З урахуванням 

(1.5) одержувалися компоненти деформацій через поліноми Лежандра. Отримано 

в k -му наближенні СДРР, а також статичні та геометричні граничні умови, які 

враховували задані на лицевих та бічних поверхнях переміщення та напруження. 

СДРР при незмінній метриці по товщині одержана в такому вигляді 
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...2,1,0;3,2,1 kj , 

де k
jF  – вантажні члени; ijlsс  - пружні сталі; ,ik

jma  ,ik

jmb  
ik

jmc  - коефіцієнти, що зале-

жать від МГП оболонки; 21, AA  - параметри Ламе серединної поверхні. Система (1.6) 
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є некінченою СДР з нескінченною кількістю шуканих функцій і нескінченною кіль-

кістю граничних умов. Для наближеного розв’язання обмежуються скінченною кіль-

кістю рівнянь і відповідних граничних умов. Для цього в (1.5) зберігаються перші N  

членів і тоді в (1.6) сумування ряду по m  буде в межах від 0 до N . Для виконання 

граничних умов (наближено) на лицевих поверхнях ,33 ii Ph  

ii Ph 33  напруження 3i  також зображені у вигляді рядів при допомозі по-

ліномів Лежандра. Із ДР (1.6) одержано, як частинний випадок, ДР для пластин. По-

казано, що для пластин, матеріал яких має одну або більше площин пружної симет-

рії, система ДР розпадається на дві підсистеми, які незалежно описують НДС плити 

при розтягу-стиску (задача А) і згині (задача Б). Викладено метод побудови загаль-

них регулярних розв’язків ДРР транстропних оболонок і пластин. При цьому вико-

ристовувався операторний метод та апарат функцій комплексної змінної. Одержано, 

що для задач А і Б транстропних пластин розв’язок складається з трьох типів: бігар-

монічного, потенціального та вихрового. Методами функціонального аналізу дослі-

джено існування і єдиність розв’язку задач для анізотропних пластин та оболонок.  

Проекційний метод зведення тривимірної задачі ТП до двовимірної розроблено в 

[106], а в монографії [107] вказаний метод отримав своє розвинення і використання при 

розв’язуванні прикладних задач. На основі теорії тонких оболонок І. Н. Векуа побудо-

вано теорію нетонких оболонок змінної товщини без введення статичних і кінематич-

них гіпотез про розподілення НДС по товщині. Для цього також використано розвинен-

ня НДС у ряди за поліномами Лежандра (координатними функціями). Із умови, що ліві 

частини однорідних рівнянь тривимірної задачі повинні бути ортогональними до кожної 

координатної функції в області змінення поперечної координати, одержано лінійну СДР 

з частинними похідними (з сталими або змінними коефіцієнтами) відносно шуканих 

функцій, які залежать від двох незалежних змінних. Дано обґрунтування вибору коор-

динатних функцій, збіжності наближених розв’язків, стійкості процесу їх знаходження. 

Розроблено числові методи розрахунку отримуваних СДР. Застосовано сумісно метод 

скінченних різниць і апарат тензорного аналізу, що дало можливість врахувати в 

загальному виді змінюваність геометрії оболонки. Метод скінченних різниць базу-
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вався на покращеній скінченно-різницевій апроксимації похідних – так званому 

аналогу третього порядку точності. Узагальнений (без гіпотез) підхід до знахо-

дження НДС дав можливість розв’язувати задачі для товстих оболонок з швидкоз-

мінюваною геометрією, а також для оболонок при дії на них локальних наванта-

жень. Зокрема отримано, що змінення НДС оболонки по товщині в області прикла-

дання локального навантаження суттєво нелінійне, а поперечні нормальні напру-

ження одного порядку з тангенціальними нормальними напруженнями. 

Проекційний метод з використанням поліномів Лежандра використовувався 

у [376]. Побудовані ДР для визначення НДС товстих пластин при циліндричному 

згині, коли на лицевих площинах прикладені зовнішні навантаження. СДР розпа-

далася на підсистеми симетричного і кососиметричного НДС. Граничні умови на 

бічній поверхні також розкладалися в ряди Фур’є-Лежандра і задовольнялись з 

будь-якою точністю. Розроблено методику розв’язання одержаних підсистем. 

Метод побудови теорії згину нетонких транстропних пластин, оснований на ене-

ргетичних міркуваннях (енергоасимптотичний метод (ЕАМ)) і методі зведення триви-

мірної задачі ТП до двовимірної з використанням поліномів Лежандра і ВПР, розробле-

но О. П. Прусаковим в [306] і надалі розвинуто у [49, 50, 219, 288, 307, 308, 320]. У [306] 

на лицевих площинах пластина зазнавала кососиметричного відносно серединної пло-

щини поперечного навантаження. Тангенціальні напруження і компоненти переміщень 

зображувались рядами при допомозі поліномів Лежандра. Поперечні напруження зна-

ходилися інтегруванням ДРР з урахуванням граничних умов. Отримано: 
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d
 yx, .                 (1.7) 

 
В (1.7) ,ixQ  iyQ  (для 2i ) – полісили, )(zi  – функції, які знаходилися із ДРР 

при їх інтегруванні. Надалі з ВПР одержано ДРР, крайові умови та залежності 

між зусиллями і узагальненими переміщеннями. Із збільшенням кількості членів 

рядів зростав порядок СДР, і тому в [306] запропоновано ЕАМ. Суть його поля-

гала в тому, що в 1-му наближенні (коли береться тільки 1-й член рядів ) варію-

ється енергія пластини тільки по 1-му НДС. В 2-му наближенні при відомому 
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уже 1-му НДС варіюється енергія тільки по 2-му НДС і т. п. В результаті такого 

асимптотичного процесу будь-яке наближення описується СДР 6-го порядку. 

Так, у 1-му наближенні одержується наступна СДР відносно функцій 1w  і 1  

 

);110/()//2( 22
1

4 vqEEGGhqwD  )112/( 23 vEhD ;     (1.8) 
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2 GhG , ( xvyu // 111 ).                       (1.9) 

 
Як випливає із (1.8), (1.9), в 1-му наближенні маємо  теорію пластин Рейснера [425]. 

В 2-му наближенні (враховувався другий член рядів) СДР мала вигляд: 
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де 10,...,DA  – МГП пластини. 

У [288, 306] означені поняття основного НС (описується тільки переміщен-

нями 1w ), вихрового НС (описується функціями 1, kk ) та потенціального НС 

(описується переміщеннями 2, kwk ). Підкреслено, що вихровий НС має місце 

уже з 1-го наближення, а потенціальний – тільки з 2-го. При використанні ЕАМ по-

рядок СДР в кожному наближенні не збільшується (шостий ), але праві частини цих 

ДР з кожним наближенням ускладнюються і залежать лінійно від НДС попередніх 

наближень. У [288] ЕАМ побудовані основні рівняння для транстропної пластини 

при граничних умовах на лицевих площинах: 

),,(5,02/ yxpyxqhzz ; ),(,02/ yxhzxz . Із одержаних ДР 

випливало, що НС розділявся на симетричний (обтискуючий) і кососиметричний 

(згинальний). Розглянуто згин по циліндричній поверхні вільно обіпертої ізотро-

пної пластини (a =h , =0.3) від дії кососиметричного синусоїдального попереч-

ного навантаження. Одержано, що розв’язування задачі ЕАМ в 2-му наближенні 

мало відрізняється від точних, а розв’язування за методикою взаємозв’язаних рі-

внянь (МВР) (входить шукані функції з індексами 1 і 3) ще менше відрізняються 

від точних, що вказувало на більшу точність розв’язку за МВР. Досліджено та-

кож згин по циліндричній поверхні жорстко защемленої по довгим краям ізотро-

пної пластини (a =5h , =0.3) від дії рівномірного навантаження на лицевих 
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площинах. З’ясовано різку відмінність значень для x  в 2-му наближенні в порі-

внянні з 1-м у защемленні, що пов’язана з урахуванням у 2-му наближенні ПКЕ. 

Розглянуті приклади розрахунку пластин при циліндричному згині показали, що 

ВНДС з достатньою точністю визначається уже в 2-му наближенні. Напруження 

в області КЕ і при збільшенні ah / потрібно визначати в більш високих набли-

женнях. У [219] ЕАМ в перших трьох наближеннях розв’язана задача про згин 

транстропної пластини з круговим отвором при дії моментів, прикладених на не-

скінченності. У [307] ЕАМ узагальнено і розвинено для пологих транстропних 

оболонок. СДР для оболонки не розділялися на дві окремі підсистеми симетрич-

ного і кососиметричного деформування. Одержано розв’язувальні ДР для 1-го і 

2-го НС. У [49] на основі ЕАМ одержані розв’язувальні ДР для пологої транст-

ропної оболонки для 3-го та 4-го НС. Досліджувався НДС квадратної в плані рів-

нокривинної пологої оболонки, навантаженої на верхній лицевій поверхні сину-

соїдальним навантаженням. У [50] ЕАМ досліджувалась дія навантаження у ви-

гляді піраміди на пологу транстропну оболонку з урахуванням поперечного об-

тискання. У [291] ЕАМ узагальнено для ортотропних оболонок. Розв’язувальні 

ДР в 1-му наближенні ( i  = 0, 1) описували ВНДС оболонки і ВКЕ в 1-му набли-

женні, в інших наближеннях ( i  2 ) одне ДР уточнювало ВНДС і описувало в 

різних наближеннях ПКЕ, а друге ДР уточнювало ВКЕ. СДР 1-го наближення – 

10-го, а наступних наближень – 6-го порядку. 

У [320] на основі ЕАМ для транстропної пологої оболонки побудовані ДР ВНДС 

та пограншарів при кососиметричному навантаженні. У [310] була започаткована 

МВР для кососиметричного поперечного навантаження, згідно з якою одночасно 

в зображенні компонент переміщень приймались два доданки без розглядання їх 

як частинних сум рядів. Отримана з використанням ВПР СДР 12-го порядку роз-

ділялася на дві окремі підсистеми: 8-го порядку – описувала потенціальний НС і 

4-го – описувала ВКЕ. У [311] запропоновано варіанти теорій пластин 4-го, 6-го, 

8-го і 10-го порядків.  
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Поліноми Лежандра при апроксимації компонент НДС в задачах для плас-

тин і оболонок використовувались у працях [67, 247, 335, 407, 434]. 

Огляд наукових праць з класичної і некласичної теорії пластин та оболонок 

здійснено в [61], [287]. Узагальнені теорії нетонких елементів викладено в [261].  

 

1.4. Теорії лінійно пружних шаруватих пластин і оболонок 

 

Як і теорії одношарових елементів конструкцій, так і теорії шаруватих сис-

тем основуються на різних підходах і методах. Згідно з [81] можна виділити два 

основні напрямки розвитку теорій шаруватих пластин та оболонок. Перший 

напрямок характеризується тим, що для виведення рівнянь використову-

ються кінематичні гіпотези для кожного окремого шару. При такому підході по-

рядок ДР залежить від кількості шарів. Для другого напрямку характерним є 

виведення рівнянь із застосуванням гіпотез, які вводилися для всього пакету 

шарів у цілому. І тому при такому підході порядок ДР не залежить від кількості 

шарів. Теорії першого напрямку згідно з [281, 287] названо ―дискретно-

структурними‖ (ДСТ), а другого – ―неперервно-структурними‖ (НСТ). З другого 

боку і ДСТ і НСТ основуються на методах гіпотез та аналітичних методах. 

1.4.1. Шаруваті пластини та оболонки. Дискретно структурні моделі 

(ДСМ). Розрахунку тришарових елементів конструкцій присвячена велика кіль-

кість наукових робіт, як вітчизняних так і зарубіжних авторів. Розвиток теорій і 

методів розв'язування прикладних задач для тришарових пластин та оболонок 

викладено в багаточисельних працях, в тому числі, зокрема, в книгах [222, 371, 

436], оглядах [8, 58, 61, 227, 412, 417]. 

Тришарові елементи конструкцій в залежності від припущень відносно за-

повнювача поділяються на конструкції з легким [78, 305] або жорстким [79, 80] 

заповнювачем. Тришарові елементи конструкцій розглядались, зокрема, у [12, 

13, 31, 58, 59, 65, 78, 79, 222, 256, 276, 305, 319, 347, 371, 426]. 

Однією з перших була робота Е. Рейснера [426] по розрахунку триша-

рових пластин з легким заповнювачем. Причому, вводились додаткові припу-
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щення: для внутрішнього шару приймалось 0z  і 2313 GG ; для несучих шарів 

приймалось рівномірне розподілення напружень по товщині. 

Без використання вказаних припущень О. П. Прусаковим у [305] побудо-

вані загальні рівняння згину пластин з легким заповнювачем, як для просторової 

задачі ТП для ортотропного тіла з кусково-сталими модулями пружності в межах 

кожного шару; для зовнішніх шарів приймалась гіпотеза Кірхгофа-Лява. 

Найбільш загальним для розрахунку тришарових пластин та оболонок є 

підхід, згідно з яким для несучих шарів вважалася справедливою гіпотеза Кірх-

гофа-Лява, а для заповнювача — гіпотеза прямих. Такий підхід давав змогу 

врахувати для заповнювача деформації зсуву, а для зовнішніх шарів – згинальну 

жорсткість. Вказані вище уточнення НДС заповнювача, як зазначено у [31, 58], да-

ють задовільні результати тільки у випадках гладкого навантаження. В інших же 

випадках розглядувані теорії мають обмежені границі застосування. 

Теорія розрахунку шаруватих оболонок, основана на застосуванні кінематич-

них гіпотез для кожного шару, була розвинена в роботах [378], [80], [16]. Вводилась 

гіпотеза прямої лінії для кожного окремого шару. Вважалось також, що шари 

сприймають поздовжні сили та моменти і є нестисливими в поперечному напрямку. 

ДРР і граничні умови одержані варіаційним способом. Такий узагальнений підхід 

давав можливість граничними переходами одержувати ДР для оболонок з різними 

МГП. Порядок СДР залежав від кількості шарів. У [80], як частинні випадки, одер-

жано ДР для шаруватих оболонок симетричної структури. Для тришарових оболо-

нок отримано СДРР 12-го порядку відносно функції зусиль та функції переміщень. 

У [25], виходячи з ВП Лагранжа, одержані ДР згину і крайові умови для 

шаруватої плити, яка складалася з переміжних жорстких та м'яких шарів. Прийн-

яті гіпотези: жорсткі шари задовольняли гіпотезі Кірхгофа-Лява; в м'яких шарах 

0xyyx , а поперечні дотичні напруження сталі по товщині шару і про-

порціональні відповідним поперечним деформаціям зсуву; для всієї плити 0z . 

Теорія (названо «мікроструктурною») розроблена при умові, що кількість шарів 

достатньо велика, МГП жорстких і м'яких шарів повільно змінювані від номера 
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шару функції. Методи [25] розвинуто у [26]. У [251] в постановці, дещо відмінній 

від [25], виведені скінченно-різницеві ДР для товстих багатошарових оболонок 

Для ДСТ, основаних на спрощених гіпотезах, характерно порушення умов 

контакту шарів для поперечних дотичних напружень. Цей факт разом з невраху-

ванням поперечної стисливості шарів, поперечних нормальних напружень, нех-

туванням, як правило, тангенціальними напруженнями в м'яких шарах, може 

призвести до суттєвих похибок в порівнянні з точними результатами. 

Важливе місце в розвитку МТ шаруватих пластин і оболонок займають під-

ходи, в яких компоненти НДС або частина компонентів розвивалися в степеневі 

ряди або в ряди за поліномами Лежандра по поперечній координаті. Основні по-

ложення вказаного підходу викладені в роботах [59], [302], [372]. У [59] для зна-

ходження НДС у вигляді рядів за поліномами Лежандра зображувались ком-

поненти переміщень для заповнювача, а для зовнішніх жорстких шарів 

приймались гіпотези Кірхгофа-Лява. ДРР і крайові умови одержані з прин-

ципа можливих переміщень. У [302] в ряди за поперечною координатою в ме-

жах кожного шару при допомозі поліномів Лежандра розвивались компоненти 

напружень і переміщень. Для одержання ДРР і крайових умов використовував-

ся підхід, аналогічний для однорідних пластин [300]. Шукані функції 

тангенціальних координат, які входили в ряди, були різними для різних шарів і 

визначались з ДРР, граничних умов на лицевих площинах, умов на границі 

суміжних шарів і рівнянь сумісності. Одержані ДР, які окремо описували 

ВНС та ПНС. Теорія [302] є МТ, основаною на ДСМ. Порядок СДР залежав не 

тільки від кількості шарів, але і від кількості членів у розкладаннях компонент 

НДС. Застосування цієї теорії для розв'язання прикладних задач не знайшло 

розвинення із-за складності підходу і громіздкості рівнянь. МТ, основана на 

ДСМ з використанням поліномів Лежандра в розвиненнях компонент 

переміщень, розроблена у [372] для непологих багатошарових анізотропних 

оболонок. ДРР і крайові умови одержані з принципа можливих переміщень. 

В даній теорії не виконувалися умови спряження суміжних шарів за напружен-

нями, а граничні умови на лицевих поверхнях задовольнялися наближено. 
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Ускладненість теорії з причини застосування ДСМ і аналітичного підходу (по-

рядок СДР залежав від кількості шарів і взятих членів кожного ряду) не давав 

можливості оцінити її точність. 

1.4.2. Неперервно-структурні моделі. Метод гіпотез. У [12] побудована 

теорія тонких багатошарових ортотропних пластин симетричної структури. Вво-

дились гіпотези для кожного шару окремо: а) нормальні переміщення в кожному 

шарі не залежать від поперечної координати; б) поперечні дотичні напруження 

або відповідні поперечні деформації зсуву по товщині кожного шару змінюються 

за заданим законом; в) при визначенні тангенціальних переміщень і нормальних 

напружень в кожному шарі нехтується впливом нормальних поперечних напру-

жень. Приймалось, що пластина навантажена на лицевих площинах довільними 

поперечними силами, і всі шари пластини жорстко зчеплені між собою. Забезпе-

чувалась неперервність поперечних напружень на границі шарів. СДР для шару-

ватої пластини симетричної структури за структурою співпадала з відповідною 

СДР для одношарової ортотропної пластини. Відрізнялись тільки сталі коефіцієн-

ти, які входили в цю систему. Гіпотези типу (а) – (в) приймались у [350] при ви-

веденні варіаційним способом ДР теорії багатошарових анізотропних оболонок. 

На основі принципу можливих переміщень у [330] побудовані рівняння 2-

го наближення для багатошарових пластин та пологих оболонок при їх попереч-

ному кососиметричному навантаженні на лицевих площинах (поверхнях). В 1-му 

наближенні, приймаючи кінематичні гіпотези Кірхгофа-Лява для всього пакету 

шарів і припущення про ненатискуваність матеріалу оболонки в поперечному 

напрямку, використовуючи залежності між деформаціями та переміщеннями, за-

кон Гука, ДРР, в результаті 1-го наближення отримано вирази для 

тангенціальних компонент переміщень і напружень, уточнені вирази для інших 

компонент напружень, а також уточнені вирази для нормальних переміщень та 

поперечних деформацій зсуву і обтискання. При цьому задовольнялись граничні 

умови на лицевих поверхнях і умови контакту між шарами. Одержано, що в k -

му шарі (якщо МХ kG  і kv  сталі по товщині кожного шару) поперечні дотичні 

напруження і поперечні переміщення змінювалися по товщині кожного шару за 
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квадратичним законом. В 2-му наближенні, одержані в 1-у наближенні вирази 

для поперечних дотичних напружень і деформацій зсуву та нормальних 

переміщень приймалися як нові гіпотези: для кожного k -го шару приймався 

нелінійний закон змінення поперечних переміщень по товщині шару 
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де )(),( zz kk  визначалися 1-м наближенням, а ),( 21 xxw , ),( 21 xx  – шукані 

функції, відмінні від однойменних функцій 1-го наближення. В 2-му наближенні, 

ураховуючи (1.11), (1.12), із співвідношень деформації зсуву –переміщення, інте-
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де iu  – тангенціальні переміщення точок координатної поверхні.  

Маючи компоненти переміщень (1.11), (1.13), із співвідношень деформації 

~ переміщення для тривимірної задачі визначалися всі компоненти деформацій. 

Поперечні дотичні напруження знаходилися з урахуванням (1.12), а поперечні 

нормальні напруження визначалися 1-м наближенням з ДРР. На основі ВП Лаг-

ранжа одержано СДР 10-го порядку відносно функцій ,w  та функції  зусиль. 

Для пластин несиметричної (симетричної) структури СДР не розпадалася (розпа-

дались) на рівняння згину і плоского НС. Рівняння згину мали шостий порядок. 

Теорія пологих шаруватих оболонок, в якій вважались відсутніми попере-

чні деформації і напруження в кожному шарі, а закон змінення поперечних доти-

чних напружень по товщині був аналогічний закону в КТ, застосована в [113] 

при дослідженні концентрації напружень в сферичних шаруватих оболонках не-

симетричної структури з урахуванням поперечних деформацій зсуву. 
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Розрахунок неоднорідних циліндричних оболонок із матеріалів з низькою 

зсувною жорсткістю і змінними модулями пружності по товщині розроблено в 

[204] з уточненням моделі Тимошенка з урахуванням натискування шарів. 

Уточнена теорія визначення НДС шаруватих ортотропних оболонок на ос-

нові гіпотези прямої лінії для всього пакету шарів і нелінійного змінення дотич-

них поперечних напружень по товщині кожного шару з неврахуванням поперечних 

нормальних напружень і поперечного обтискання запропонована в [36]. У [83] оде-

ржано ДР теорії шаруватих анізотропних оболонок з урахуванням деформацій по-

перечного зсуву в кожному шарі і при зміненні тангенціальних переміщень за зако-

ном ламаної лінії. Виконувалася неперервність переміщень і напружень на пове-

рхнях контакту суміжних шарів. Структура і порядок ДР такі ж, як і для однорід-

них оболонок із застосування гіпотези прямої лінії. 

Для теорій [12, 13, 204, 330] характерна однакова структура ДР для шаруватих 

і одношарових пластин та оболонок. Має місце суперечність: внутрішні зусилля 

(основуються на гіпотезі прямої) не відповідають геометричній моделі (основуєть-

ся на врахуванні викривлення нормалі). 

Теорії, основані на гіпотезах, в яких між зусиллями та переміщеннями є пов-

на відповідність, розроблені в [281, 321, 322]. В [321] побудована теорія розрахун-

ку багатошарових ортотропних пологих оболонок несиметричної структури. Вра-

ховано поперечні деформації зсуву, обтискання і поперечні нормальні напруження. 

Прийняті незалежні гіпотези відносно поперечних напружень і поперечної дефор-

мацій по всій товщині оболонки. Функції розподілення напружень і деформацій по 

товщині єдині для всього пакету шарів: 

 

),(
)(

)(),,( 2113213 xx
z

zf
zGzxx i

i
i , ( 2,1i );                          (1.14) 

),()(),,( 21
21

2133 xxPz
h

zh
q

h

zh
qzxx ;                     (1.15) 

),(
)(

2132

3
2

33 xx
z

zf
e  ,   hhh 21 ,                                (1.16) 

 

де qq ,  – поперечне навантаження на верхній і нижній лицевих поверхнях. 
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Залежності (1.14) і (1.16) приймалися аналогічними розподіленню 3i  та 33e  по то-

вщині, одержаному згідно гіпотези про недеформовану нормаль для всього 

пакету. На основі цією вимоги визначалися функції ),(),(),( 321 zfzfzf  які є непере-

рвними по всій товщині і залежать від товщин і МХ шарів; поперечна координата z  

відраховувалася від поверхні зведення, яка знаходилася на відстані 1h  від нижньої 

лицевої поверхні оболонки. МХ— кусково-неперервні функції, які в межах кожно-

го шару могли неперервно змінюватися. Сталі у виразах для )(zfi , визначалися з 

умови відсутності дотичних напружень на верхній лицевій поверхні. Функція )(z , 

задовольняла граничним умовам на лицевих поверхнях для нормальних напружень 

і приймалася у вигляді ))(()( 21 hzhzz . В цій теорії для поперечних дотичних 

і нормальних напружень задовольнялися умови на границі суміжних шарів і на ли-

цевих поверхнях. З ВПР одержувалися ДР для визначення функції ),( 21 xxP . Ком-

поненти переміщень отримані з (1.14) – (1.16), закону Гука і співвідношень Коші, а 

компоненти поперечних деформацій зсуву знаходилися із (1.14) і закону Гука: 

i

ii

i

ii
x

xx
zfxxzf

x

w
zxxuzxxu

),(
)(),()(),(),,( 213

3212121  , ( 2,1i ); 

),(
)(

),(),,( 213
3

21213 xx
z

zf
xxwzxxu ; ),(

)(

2

1
),,( 21213 xx

z

zf
zxxe i

i
i . (і= 1,2). 

 
Деформації 122211 ,, eee  визначалися із співвідношень Коші, а тангенціальні на-

пруження знаходилися із закону Гука. Всі компоненти НДС нелінійні по товщи-

ні. ДРР і граничні умови одержані із ВПР. Шуканими функціями є 21, , 1u , 2u , 

w . Загальний порядок СДР для оболонок – 16-ий, для пластин – 12-ий.  

У [27] розроблена методика числової реалізації СДР , отриманої у [321]. У 

[322] побудовано варіант теорії шаруватих ортотропних пластин, аналогічний 

[321], в припущенні сталості поперечної деформації по товщині всього пакету, а 

в [331]–  варіант теорії згину неоднорідних по товщині пластин. У [325] побудо-

вано варіант уточненої ―зсувної теорії 2-го наближення‖. Закон змінення попере-

чних дотичних напружень приймався у формі, структура якої знаходилася інтег-
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руванням ДРР тривимірної ТП; тангенціальні напруження визначалися теорією 

1-го наближення [321]. Поперечні дотичні напруження приймалися у вигляді: 

 

),()(),()( 21
)2(

1
)2(

21
)1(

1
)1(

3 xxzFxxzF iiiiii , ( 2,1i ), 

 

де )2(
1

)1(
1 , ii –шукані функції зсуву 1-го та 2-го наближення; )2()1( , ii FF –задані 

функції поперечної координати. Переміщення зображувалися так: 
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де )()(
1 zf s
i  – задані функції; по індексу s проводиться сумування. Тангенціальні пере-

міщення містять поліноми 1-го, 3-го та 5-го степенів z . Порядок розв'язувальних ДР 

для оболонок 16-й, для пластин – 12-й. Зсувна модель 1-го наближення [321] є частин-

ним випадком теорії 2-го наближення, а зсувна модель 0-го наближення відповідає КТ. 

Уточнена модель 2-го наближення вносить не тільки суттєві кількісні, а і якісні уточ-

нення в розрахунок шаруватих елементів конструкцій. Так, модель 0-го наближення не 

ураховує розриву тангенціальних нормальних напружень на границі шарів; модель 1-

го наближення враховує взаємний зсув зовнішніх шарів за рахунок податливості запо-

внювача, характеризує розрив для тангенціальних нормальних напружень на границі 

шарів, але поперечні дотичні напруження є гладкою функцією від z ; модель 2-го на-

ближення враховує розрив на границі шарів не тільки тангенціальних нормальних на-

пружень, але і розрив гладкості поперечних дотичних напружень, що відповідає фізи-

чній картині деформування. Теорія [325] застосована у [285] для розв’язання задач 

згину ортотропних пластин і пологих оболонок. Розвинення теорії [321] дано в [324]. 

Розроблено методи розв'язання ДР теорії і наведено розв'язки прикладних задач.  

У [281] розроблено варіант некласичної теорії багатошарових пластин та по-

логих оболонок, який на відміну від теорій [321, 324, 330] ураховував змінення но-

рмальних переміщень по товщині, пов'язаних не тільки з ефектом Пуассона, а й з 

різним навантаженням, прикладеним до лицевих поверхонь. Для пологих оболонок 

з транстропними шарами вводились гіпотези відносно деформацій поперечного 

зсуву, обтискання та поперечних нормальних напружень у вигляді: 
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де ,2/)(),( 214 qqxx  ;2/)(),( 215 qqxx 2,1i ; k  – номер шару 

оболонки; ),( 21 xxq , ),( 21 xxq  – інтенсивності зовнішнього поперечного наванта-

ження на верхній і нижній лицевих поверхнях; pkpk fF ,  –  відомі функції від z ; 

),( 211 xx  – функція зсуву [330]; ),( 212 xx , ),( 213 xx  ураховують обтискання за 

рахунок ефекту Пуассона і нормальних сил інерції; ),( 214 xx , ),( 215 xx  урахову-

ють поперечне обтискання від безпосереднього поперечного навантаження. Із (1.17) 

одержано компоненти переміщень в k -му шарі: 
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В залежностях (1.17) – (1.19) функції поперечної координати відповідають законам 

змінення відповідних переміщень, деформацій та напружень по товщині шару у фо-

рмі співвідношень КТ. Вказані функції від z  задовольняють умовам на границях між 

суміжними шарами. Компоненти тангенціальних деформацій визначаються із спів-

відношень Коші з урахуванням (1.19). Компоненти тангенціальних і поперечних до-

тичних напружень знаходяться із закону Гука за знайденими деформаціями. Шука-

ними функціями є функції тангенціальних координат ),( 21 xxui , ),( 21 xxw , 

),( 21 xxj  ( 3,2,1;2,1 ji ). Для одержання ДР руху і граничних умов використано 

ВП Остроградського-Гамільтона. СДР руху має загальний 20-й порядок. ДРР для 

оболонок зі стисливими (нестисливими) шарами мають 16-й (12-й) порядок. 

Іншим підходом, ніж у [281], поперечні деформації зсуву та обтискання вра-

ховувались у [38]. Приймались для всього пакету шарів оболонки кінематична гі-

потеза прямої лінії, кубічний закон змінення поперечних нормальних напружень, а 
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також, що на поперечні зсуви не впливає змінення поперечної лінійної деформації 

по товщині. Одержано, що поперечне переміщення змінювалось за квадратичним 

законом. СДР мала 10-й порядок. Розвинення і узагальнення теорії [281] для бага-

тошарових елементів конструкцій при умові проковзування шарів виконано в робо-

тах [303, 304]. У [284] переміщення зображувались аналогічно [304], що дало мож-

ливість задовольнити умовам «жорстокого» контакту шарів для переміщень. Для 

33  точно виконувались умови контакту шарів і наближено – умови на лицевих 

площинах. Вирази для поперечних дотичних напружень не задовольняли умовам 

на лицевих поверхнях і на границях суміжних шарів, але для цих задач вказана не-

точність в цілому не впливала суттєво на НДС. Дослідження КЕ у однорідних тран-

стропних пластин на основі теорії 2-го наближення [325] проведено у [286].  

У [109] розроблено варіант теорії шаруватих пластин і оболонок з урахуван-

ням поперечного обтискання і введенням коректуючи функцій для задоволення 

умов на границях між шарами, а також на лицевих поверхнях при точному вико-

нанні закону Гука в кожному шарі. Варіант уточненої геометрично нелінійної іте-

раційної теорії тонких тришарових оболонок розроблена в [277]. 

1.4.3. Неперервно-структурні моделі. Аналітичні методи. Одним з перс-

пективних напрямків розвитку теорій шаруватих елементів конструкцій є аналі-

тичні методи (АМ), основані на розкладанні НДС в ряди за поперечною коор-

динатою [289, 292, 308, 318, 319, 336, 399, 415]. До цих методів можна віднести 

також методи, в яких не використовуються кінематичні гіпотези [366, 367], а та-

кож ітераційні методи [73, 111].  

Основні рівняння шаруватих ортотропних пластин та оболонок без викори-

стання кінематичних гіпотез на основі уявлення про однорідні НДС тонкостінного 

елемента шаруватої структури побудовані в [366]. Розглянуто два варіанта ДР: без 

урахування і з урахуванням поперечних дотичних напружень. Граничні умови на 

лицевих площинах (поверхнях) задовольнялися наближено. В [367] підхід [366] 

розвинено для задач статики, стійкості і коливань шаруватих пластин та оболонок. 

Узагальнена модель ―типу Тимошенка‖ розроблена в [336]. Компоненти m
iu  
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(і=1,2,3; m – номер шару) розкладалися по товщині шаруватої оболонки за трьома 

лінійно незалежними функціями. Порядок ДР не залежав від кількості шарів. 

Ітераційно-аналітичну теорію деформування багатошарових оболонок запро-

поновано у [73]. Кожний крок ітерації поділений на два етапи. На 1-му етапі і-го кро-

ку ітерації на основі відомого розподілення компонент переміщень (i -1)-го кроку 

уточнюються тангенціальні компоненти переміщень, а на 2-му етапі на основі 

відомих поперечних переміщень з (i -1)-го кроку і уточнених на 1-му етапі i -го кро-

ку тангенціальних компонент переміщень знаходяться поперечні переміщення на i -

му кроці. На 1-му етапі 1-го кроку використовуються функції усіх компонент 

переміщень і поперечних зсувів, отриманих в рамках теорії Тимошенко. На 2-му 

етапі 1-го кроку враховано поперечне обтискання. На кожному кроці ітерації вико-

нувались умови спряження між шарами і граничні умови на лицевих поверхнях. На 

кожному кроці ітерації застосовувалась числово-аналітична процедура з викорис-

танням ВП Лагранжа. Розвинення теорії [73] і застосування її для розв'язування при-

кладних задач викладено в монографії [18]. У [111] отримані основні рівняння для 

багатошарових пластин та оболонок на основі зсувної моделі. ДР і граничні умо-

ви для m -го кроку одержані з ВП Лагранжа. Загальний порядок СДР не залежить 

від кількості шарів, але залежить від кількості ітерацій. Неврахування попереч-

них деформацій обтискання звужує рамки застосування теорії [111]. 

У [218, 289, 292, 308, 318, 319] ДР рівноваги та граничні умови одержані на 

основі ВП Рейснера методом розвинення компонент НДС в степеневі ряди. У [289, 

292, 308] до того ж використано ЕАМ побудови основних рівнянь. 

В [289] побудовано варіант МТ тришарових пластин симетричної структури, 

які навантажені на лицевих площинах кососиметричними поперечними силами. 

Компоненти НДС у k -му шарі пластини зображувались степеневими рядами  
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де iyixixyiyix QQMMM ,,,,  ( 2i ) – полімоменти та полісили, які визначають 

самоврівноважені по товщині напруження. Функції )(zfi  та )()( zk
i  знаходилися 

аналогічно [288, 306]. Функції )(zfi  – єдині і гладкі по всій товщині пакету шарів, а 

величини доданків у рядах для )()()( ,, k
xy

k
y

k
x  для різних шарів коректуються 

жорсткістями шарів, у зв’язку з чим змінення тангенціальних компонент напружень 

(1.20) по товщині характеризується вже кусково-гладкими функціями, що відповідає 

фізичному змісту. В той же час, як це випливає із (1.20), компоненти ),,( zyxu  та 

),,( zyxv  є гладкими функціями по всій товщині, що суперечить фізичному змісту в 

місцях контакту суміжних шарів. Неперервність напружень yzxzz ,,  та всіх ком-

понент переміщень згідно з (1.20) забезпечується. Підхід, аналогічний [289], засто-

совано у [308] для двошарових нетонких пластин при дії на лицевих площинах 

тільки поперечного навантаження. Напруження )(k
z , )()( , k

yz
k

xz  і переміщення 

приймались у вигляді (1.20). В зображення для тангенціальних напружень 

внесені додаткові члени, які враховували симетричне деформування від симет-

ричного навантаження на лицевих площинах: В [292] розвинено ідею [289, 308].  

 

1.5. Тривимірні лінійні задачі ТП для пластин і оболонок 

 

Розв’язування граничних задач по визначенню НДС пластин та оболонок в 

тривимірній постановці є занадто складною проблемою математичної фізики, яка 

спряжена з суттєвими труднощами, пов’язаними із знаходженням розв’язків склад-

них СДР відносно шуканих функцій від трьох змінних і, крім цього, необхідністю 

задовольнити граничним умовам на всій поверхні розглядуваних елементів. Склад-

ність значно підвищується при урахуванні неоднорідності, анізотропії матеріалу та 

криволінійності форми границі. Аналітичні розв’язки вдається отримати тільки для 

вузького кола задач, а саме для тих випадків граничних умов і форми границі, які 
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дають можливість розділити змінні в СДР. Крім того, на прикінцевих етапах 

розв’язування задач в більшості випадків приходиться суттєвим чином використо-

вувати числові методи, що пов’язано не тільки із складністю отриманих СДР, але й 

із труднощами при задоволенні граничних умов на лицевих площинах (поверхнях). 

В наукових працях українських вчених, зокрема в [35, 84, 87, 278] побудовані 

розв’язки СДР просторової ТП для товстостінних оболонок, які зображувались у 

вигляді подвійних тригонометричних рядів по тангенціальним координатам з амп-

літудними функціями від поперечної координати. Вказані ряди підбиралися так, 

щоб задовольнити крайовим умовам. Задача зводилась до знаходження амплітуд-

них функцій, які повинні були задовольняти системі звичайних ДР 6-го порядку із 

змінними коефіцієнтами та граничним умовам на лицевих поверхнях. Для шарува-

тих елементів шукані функції поперечної координати повинні ще й задовольняти 

умовам спряження між шарами. Для інтегрування отриманих СДР надалі викорис-

товувались стійкі числові методи.  

В циклі наукових праць [295–298], аналітично і числово-аналітично 

розв’язані граничні задачі для оболонок у пружному середовищі. 

Тривимірні граничні задачі для лінійно пружних пластин розглядались у [10, 

46, 62, 93, 239, 278, 284, 309, 338, 388, 418, 436, 441], а для оболонок – у [35, 37, 84, 

87, 98, 100, 103, 225, 295–298]. Послідовний огляд робіт з просторових задач ТП 

виконано Ю. М. Немішем [264]. 

 
1.6. Фізично нелінійні задачі. Метод збурень. Числово-аналітичні методи 

 
Для широкого класу матеріалів [207, 370] характерна нелінійна залежність 

між компонентами напружень і деформацій. Це призводить до необхідності ура-

ховувати фізичну нелінійність при визначенні НДС елементів конструкцій. 

Складність таких задач значно підвищується в порівнянні з лінійними. 

Нелінійно пружним задачам присвячені наукові публікації, огляди, книги в 

т. ч. [29, 30, 44, 64, 68, 95, 96, 99, 102, 105, 207, 213, 216, 221, 223, 231, 232, 243, 

253, 260, 262, 263, 265, 275, 332, 333, 348, 368 – 371, 374, 389]. Плоскі нелінійні 
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задачі ТП з використанням методу теорії функцій комплексної змінної розгляда-

лись у [213, 216, 332]. Огляд робіт виконано в [333]. 

Метод збурень лінійно пружних властивостей матеріалу, згідно з яким фу-

нкції задачі розвивались у степеневі ряди за малим параметром з невідємними 

цілими показниками, започатковано у наукових працях Г. Каудерера [207], І. А. 

Цурпала [370], О. М. Гузя, Г. М. Савіна, І. А. Цурпала [96], О. С. Космодаміансь-

кого, І. А. Цурпала [223] при розгляданні фізично нелінійних плоских задач. За 

малий параметр приймався малий фізичний параметр, який характеризував сте-

пінь відхилення нелінійних характеристик матеріалу від лінійних. 

Метод збурень лінійно пружних властивостей використовувався в задачах 

згину тонких фізично нелінійних пластин [389], тонких оболонок [368]. Надалі 

цей метод з використанням гіпотез Кірхгофа-Лява було розвинено у [371] для 

тонких пластин та оболонок. У [99] в довільному наближенні розв’язана задача 

для фізично нелінійної товстостінної сферичної оболонки. 

Послідовне викладення напрямку цих досліджень дано в [369] і  [370]. 

Двовимірні задачі теорії фізично нелінійних пластин та оболонок на основі 

уточнюючих теорій в т. ч. і з уточненням деформацій поперечного зсуву по тов-

щині розглянуті в [228, 229, 230, 243, 283, 348, 374]. В [283] теорія [281] узагаль-

нена на нелінійно пружні шаруваті системи. Розроблена методика їх розрахунку 

на основі методів скінчених різниць та скінчених елементів. В [243, 374] з вико-

ристанням ВП розроблено числово аналітичний метод розв’язання задач для ані-

зотропних нелінійно пружних оболонок. В [348] побудовані нелінійні рівняння 

для тришарових оболонок. Для зовнішніх лінійно пружних шарів прийнята мо-

дель зсуву типу С. П. Тимошенка, а для фізично нелінійного за Каудерером запо-

внювача для тангенціальних переміщень застосована гіпотеза, аналогічна в [16]; 

для прогинів враховано поперечне обтискання за параболічним законом. 

Ю. М. Немішем у [260] узагальнено метод збурень лінійно пружних властиво-

стей на просторові задачі фізично нелінійної ТП, У [29, 30, 263] підхід [96, 260, 370] 

отримав своє розвинення в тривимірних нелінійно пружних задачах для пластин, за-

мкнених циліндричних та сферичних оболонок. 
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У [334] Г. М. Савіним і Ю. М. Немішем метод збурень ізотропних лінійно 

пружних властивостей матеріалу узагальнено на граничні задачі механіки дефо-

рмівних твердих тіл. Паралельно вказаним вище роботам метод збурень розвива-

вся у [199], [200], [237]. В [96] (О. М. Гузь, Г. М. Савін, І. А. Цурпал) методом 

збурень форми границі в поєднанні з методом збурень лінійно пружних власти-

востей були розв’язані задачі про концентрацію напружень біля криволінійних 

отворів у тонкій фізично нелінійній пластині. Метод збурень форми границі на-

далі було розвинено у [259]. Асимптотичні методи, методи збурень та метод ма-

лого параметра в механіці деформівного твердого тіла розроблялись у [24, 77, 

201, 202, 208, 215, 258, 406, 440] та в інших працях. 

У [228, 264, 265] подано огляд робіт по застосуванню методу збурень у три-

вимірних задачах ТП, а в книгах О. М. Гузя і Ю. М. Неміша [101, 103] викладено 

постановку та методи розв’язування просторових граничних задач. 

Числово-аналітичні методи розв’язання граничних задач розроблені в бага-

тьох працях українських вчених [17–20, 68, 76, 86, 89–92, 102, 106, 107, 209, 243, 

323, 326–328, 344, 345, 374, 375, 382] та інших авторів [11, 249, 342].. 

 

1.7. Висновки по огляду 

 

На основі поданого огляду зроблені наступні висновки: 

– розрахунки на основі класичних теорій пластин та оболонок для перева-

жної більшості граничних задач дають незадовільні результати, які можуть сут-

тєво відрізнятися від точних, отриманих у тривимірній постановці; 

– некласичні уточнені теорії, які основані на різних гіпотезах, потребують у 

кожному випадку обґрунтованого використання; знаходження НДС з довільною 

високою точністю за цими теоріями в принципі неможливо із-за введення гіпотез; 

– для існуючих варіантів МТ (теорії, у яких відсутні гіпотези і використо-

вуються нескінченні ряди для апроксимації компонент НДС) характерно набли-

жене задоволення граничних умов на лицевих площинах, поверхнях (це знижує 

їх точність) і застосування, як правило, чисельних методів для знаходження 
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НДС, а ті одиничні варіанти МТ, у яких вказані граничні умови задовольняються 

точно, носять ускладнений чисто аналітичний характер без демонстрації чисель-

них результатів;  

– характерна відсутність варіантів МТ нетонких фізично нелінійних одно-

рідних і шаруватих пластин і оболонок; 

– практично відсутні розробки аналітичних методів розв’язання неоднорід-

них систем ДРР високих порядків у граничних задачах для вказаних елементів, які 

б зводили їх до неоднорідних ДР 2-го порядку, і тим самим спрощували б знахо-

дження їх частинних і загальних розв’язків; 

– аналітичне розв’язування граничних задач для лінійно пружних пластин та 

оболонок у тривимірній постановці пов’язано з великими математичним трудно-

щами; складність розв’язання значно підвищується, якщо розглядаються непрості 

крайові умови або ж фізично нелінійні задачі; обмежена множина отриманих чисе-

льних результатів для НДС не дає можливості оцінити з позицій тривимірної ТП 

точність теорій, основаних на гіпотезах і різних моделях.  

Таким чином, із аналізу огляду випливає необхідність побудови нових ви-

сокоточних варіантів МТ вказаних елементів довільної товщини, які б урахову-

вали всі компоненти НДС (як функції трьох змінних) і КЕ, та розроблення ефек-

тивних аналітичних методів розв’язання СДРР високих порядків, і щоб застосу-

вання цих варіантів і методів давало реальну можливість аналітичного 

розв’язання граничних задач і отримання чисельних результатів. 

Із аналізу огляду зроблені висновки: 1) про необхідність побудови нових високоточ-

них варіантів МТ лінійно і нелінійно пружних однорідних і шаруватих пластин і пологих 

оболонок довільної товщини, які б ураховували всі компоненти НДС (як функції трьох 

змінних) і КЕ; 2) про розроблення ефективних аналітичних методів розв’язання СДРР висо-

ких порядків вказаних елементів, і щоб застосування цих варіантів МТ і методів давало реа-

льну можливість аналітичного розв’язку граничних задач і отримання числових результатів. 
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РОЗДІЛ 2 

МЕТОДОЛОГІЯ ТА УЗАГАЛЬНЕНІ І РОЗРОБЛЕНІ МЕТОДИ 

 

У розділі обґрунтовується вибір аналітичного напрямку досліджень, сфор-

мульована методологія побудови варіантів МТ нетонких однорідних і шаруватих 

лінійно і нелінійно пружних пластин і пологих оболонок при будь-яких попереч-

них навантаженнях; наведені нові розроблені аналітичні методи розв’язання не-

однорідних СДРР високих порядків, які зведені до однорідних і неоднорідних ДР 

2-го порядку для вказаних елементів.  

 
2.1. Вибір напрямку досліджень. Методологія побудови варіантів МТ 

 

Забезпечення надійної роботи однорідних та шаруватих пластин і оболо-

нок, які застосовуються в різних галузях сучасної промисловості. потребує залу-

чення для їх розрахунку високоточних теорій та адекватних їм математичних ме-

тодів розв’язування відповідних граничних задач, які б ураховували усі компо-

ненти НДС як функції трьох змінних, та КЕ типу пограничного шару. 

Відомо, що розрахунки на основі КТ пластин та оболонок при їх немалій 

товщині, анізотропії, переривчастості МГХ та в інших випадках, які призводять 

до великого градієнта змінювання НДС, дають незадовільні результати , які мо-

жуть суттєво відрізнятися від точних, отриманих у тривимірній постановці. 

Некласичні уточнені теорії пластин та оболонок, які основані на різних гі-

потезах, зокрема, теорії типу Тимошенка-Рейснера, які на сьогодні в основному 

використовуються в працях вітчизняних і особливо зарубіжних авторів, потребують 

у кожному випадку обґрунтованого використання їх для розв’язання граничних 

задач, що пов’язано зі встановленням конкретних рамок придатності їх в залежнос-

ті від класу задач. Знаходження компонент НДС з довільною високою точністю за 

вказаними теоріями в принципі неможливо, оскільки їх точність зумовлена від-

повідними гіпотезами.  
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Ефективність варіантів МТ пластин та пологих оболонок залежить від мето-

дології побудови основних співвідношень, ДР, граничних умов на бічній поверхні, 

від точного чи наближеного задоволення граничних умов на лицевих площинах 

(поверхнях). Для оцінки ефективності варіантів МТ потрібні порівняння з точним 

розв’язком за тривимірною ТП або ж з варіантами МТ, які з високою точністю (у 

порівнянні з точним розв’язком) описують ВНДС і НДС крайових ефектів. 

Основним недоліком уже існуючих варіантів МТ є те, що в одних теоріях 

граничні умови на лицевих площинах (поверхнях) елементів виконуються набли-

жено, а отже, при цьому зменшується точність таких теорій, а ті варіанти МТ, у 

яких ці граничні умови виконуються точно, настільки складні з аналітичної точки 

зору, що не дають практичної можливості отримання чисельних результатів для 

НДС і порівняння їх з іншими теоріями. 

Характерна відсутність варіантів МТ нетонких фізично нелінійних і анізо-

тропних однорідних та шаруватих пластин і оболонок, основаних на методі збу-

рень лінійно пружних та ізотропних властивостей матеріалу, що очевидно 

пов’язано зі складністю таких теорій. 

Теорії розрахунку лінійно пружних багатошарових пластин і оболонок як 

правило основані на гіпотезах і потребують уточнення, а ті варіанти МТ шарува-

тих елементів, які на сьогодні існують в достатньо обмеженій кількості, суттєво 

ускладнені і неможливі для отримання чисельних результатів. 

Практично відсутні на сьогодні у відомих варіантах МТ розробки аналітич-

них методів розв’язання неоднорідних систем ДРР високих порядків, які б зводили 

їх до неоднорідних ДР 2-го порядку,  і тим самим спрощували б знаходження їх ча-

стинних і загальних розв’язків методами математичної фізики. 

З іншого боку, розв’язання граничних задач для лінійно пружних пластин та 

пологих оболонок в тривимірній постановці пов’язано з великими математичним 

труднощами, причому, на прикінцевих етапах розв’язання суттєвим чином викори-

стовуються чисельні методи. Складність розв’язання у точній тривимірній постано-

вці значно підвищується при непростих крайових умовах або ж фізично нелінійних 

задачах. Чисельні результати на основі тривимірних рівнянь ТП отримані на сього-
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дні в основному для пластин і замкнених оболонок при крайових умовах, які дають 

можливість розділити змінні. Обмежена множина отриманих чисельних результатів 

для НДС не дає можливості оцінити з позицій тривимірної ТП ефективність варіан-

тів МТ, а також теорій, основаних на гіпотезах і різних моделях.  

НДС вказаних пластин і пологих оболонок довільної товщини потребує 

більш глибоких, широких і точних досліджень в залежності від типу навантаження, 

КЕ, пов’язаних з граничними умовами, механічних і геометричних характеристик. 

Звідси і випливає вибір актуальної наукової проблеми для дослідження, 

вирішення якої полягає в побудові нових високоточних варіантів МТ нетонких 

пластин і пологих оболонок при довільному статичному поперечному наванта-

женні, розробленні ефективних аналітичних методів інтегрування отримуваних 

СДРР високих порядків, і щоб аналітичне розв’язання граничних задач для вка-

заних елементів було простішим від розв’язку відповідних тривимірних задач ТП 

і давало реальну можливість отримання числових залежностей НДС цих елемен-

тів від МГХ, типу навантаження, граничних умов і наближень варіантів МТ. 

ВПР використовувався в обмеженій кількості наукових праць, в тих робо-

тах, у яких застосовувалися гіпотези для розрахунку пластин і оболонок (п. 1.2). 

Варіанти МТ будувались в основному з одночасним використанням рядів за по-

ліномами Лежандра і ВП Лагранжа, Кастільяно, Гамільтона-Остроградського, 

проекційного методу (п. 1.3.3), але без застосування ВПР. Тільки в [288–292, 

305–308] для побудови основних рівнянь одночасно використовувались ряди за 

поліномами Лежандра і ВПР на основі енергоасимптотичного методу (ЕАМ)), 

суть якого описана в п.1.3.3. Недоліком ЕАМ є те, що при знаходженні компо-

нент НДС деякого наближення варіюються тільки додаткові члени в цьому на-

ближенні, а попередні наближення вважаються незмінними, що, очевидно змен-

шує точність ЕАМ, на це вказують отримані чисельні результати (див. табл. А.1 

дод А.2). Очевидно, з цієї причини в [310] проф. О. П. Прусаков, який був осно-

воположником ЕАМ, започаткував побудову основних рівнянь для кососиметри-

чного відносно серединної площини поперечного навантаження транстропних 

пластин, прийнявши компоненти переміщень у вигляді двох доданків за поліно-
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мами Лежандра, не розглядаючи таку апроксимацію як частинні суми нескінчен-

них рядів. При цьому отримувалися взаємозв’язані рівняння. Надалі методику, 

при якій компоненти переміщень одночасно зображуються у вигляді декількох 

доданків, і на цій основі отримуються основні рівняння граничних задач, назива-

тимемо методикою взаємозв’язаних рівнянь (МВР). Такий підхід дав поштовх 

для використання нескінченних математичних рядів для узагальненої побудови 

основних рівнянь не тільки для пластин, але і для пологих оболонок, однорідних 

і багатошарових, фізично лінійних і нелінійних. Оскільки одночасне урахування 

всіх членів частинних сум призводить до ускладнення основних рівнянь і до зро-

стання порядку неоднорідних СДРР, то з’явилась математична необхідність роз-

роблення аналітичних методів для ефективного розв’язання таких систем.  

Методологія побудови варіантів МТ однорідних і шаруватих пластин і по-

логих оболонок полягає в наступному. 

Усі компоненти НДС і граничні умови на бічній поверхні вважаються функціями 

трьох змінних. Компоненти переміщень зображуються при допомозі поліномів Лежандра 

за поперечною координатою у вигляді нескінченних рядів (3.9) (для однорідних елемен-

тів) і у вигляді рядів за комбінаціями поліномів Лежандра (7.5), (7.6) (для багатошарових 

елементів), у яких функції від двох тангенціальних змінних (називатимемо їх далі складо-

вими компонент переміщень) є шуканими. Деформації виражаються з позицій тривимір-

ної ТП через переміщення рядами за поліномами Лежандра. Поперечні напруження зна-

ходяться у вигляді нескінченних рядів за поліномами Лежандра інтегруванням тривимір-

них ДР ТП таким чином, щоб точно виконувались граничні умови на лицевих площинах 

(поверхнях) і умови жорсткого зчеплення на границях між шарами; з урахуванням ВРР 

(3.18) ці напруження виражаються в остаточному вигляді через поліноми Лежандра і 

складові компонент переміщень. Тангенціальні напруження визначаються з ВРР через 

деформації і поперечні нормальні напруження, тобто, також зображуються в остаточному 

вигляді рядами при допомозі поліномів Лежандра і шуканих складових компонент пере-

міщень. Ураховуючи зображення усіх компонент НДС нескінченними рядами за поліно-

мами Лежандра та, використовуючи ВРР, одержуються системи ДРР. Із збільшенням кі-

лькості доданків у частинних сумах рядів для переміщень зростає порядок СДРР.  



 

 

94 

Якщо враховувати в тангенціальних компонентах переміщень (3.9) складо-

ві з індексами 0, 1, 2, …,N (в компонентах переміщень складові 

),.,,...,,.,,, 11100 NNN wvuwvuvu , де N вважатимемо надалі непарним натуральним 

числом, то таке наближення називатимемо наближенням K0-N (НК0-N); якщо 

враховувати складові з індексами 1, 3, …,N – наближенням К13…N (НК13   N, в 

компонентах переміщень складові ),.,,...,,., 111 NNN wvuwvu . 

НДС розглядуваних елементів складається з ВНДС, ВКЕ і ПКЕ. ВНДС повільно 

змінюється і розповсюджується на всю область, ВКЕ і ПКЕ у вигляді пограншарів ло-

калізуються біля країв і швидко згасають при віддаленні від них. ВКЕ визначається 

скручуючою дією в площинах, перпендикулярних до серединної, а ПКЕ спричиняєть-

ся згинальною дією самоврівноважених напружень, які діють на бічній поверхні. ВКЕ 

і ПКЕ визначаються згасаючими розв’язками відповідних однорідних СДР, які будуть 

надалі наводитися для різних побудованих варіантів МТ. 

Проблема в побудованих варіантах МТ полягає в розв’язанні СДРР висо-

ких порядків і побудові їх загальних розв’язків, що давало б можливість аналіти-

чного розв’язання граничних задач для вказаних нетонких пластин і пологих 

оболонок і отримання чисельних результатів для НДС. Основна математична 

складність при знаходженні загальних розв’язків неоднорідних СДРР високих 

порядків–це знаходження їх частинних розв’язків, особливо, якщо поперечне на-

вантаження є переривчастим або локальним. Така проблема, зокрема, характерна 

також і для інших, простіших теорій. 

 
2.2. Метод інтегрування СДР нетонких лінійно пружних 

однорідних і багатошарових пластин 

 

2.2.1. Ідея методу інтегрування СДР рівноваги. У роботах з теорії плас-

тин і оболонок загальні і частинні розв’язки визначалися безпосередньо з почат-

кових СДРР. При знаходженні частинних розв’язків, зокрема, застосовувалися 

методи інтегральних перетворень, Застосування методів інтегральних перетво-

рень до початкових СДР високих порядків для знаходження частинних розв’язків 
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пов’язано з достатньо складними перетвореннями, а в деяких випадках практич-

но неможливо використання вказаних методів із-за причин ускладнених і громіз-

дких обернених інтегральних перетворень, оскільки необхідно знаходити громіз-

дкі інтеграли з параметрами, які не наведені у відомій літературі, зокрема в [75]. 

Для систем високих порядків методика безпосереднього розв’язання початкових 

СДРР призводила до значних труднощів [42, 357, 381, 383]. 

Отримані СДРР побудованих варіантів МТ мають достатньо високий поря-

док: у наближенні К0-3 – 22-й порядок, у НК0-5–34-й. І тому безпосереднє аналі-

тичне розв’язання таких СДРР пов’язане з достатніми складнощами. 

В роботі розроблено новий метод інтегрування СДРР високих порядків, суть яко-

го для граничних задач лінійно пружних нетонких пластин полягає в наступному. 

1). Початкові СДРР зводились узагальненим методом алгебраїчних, дифе-

ренціальних і операторних перетворень до незалежних однорідних підсистем ДР 

(описували ВКЕ) і неоднорідних (описували ВНДС і ПКЕ) при симетричному і 

кососиметричному деформуванні відносно серединної площини. Однорідна під-

система ДР зводились операторним методом до однорідного визначального ДР, а 

неоднорідна–до визначальних (зручних) ДР з однаковими лівими частинами від-

носно нових шуканих функцій, що суттєво спрощувало знаходження їх 

розв’язків, хоча складність і залишалась з причини високого порядку рівнянь. 

2). Структура ДР була така, що ліві частини однорідних ДР ВКЕ зображу-

вались у вигляді добутку операторів Гельмгольца над шуканою вихровою функ-

цією, а однакові ліві частини кожного з визначальних ДР ВНДС з ПКЕ зображу-

вались у вигляді добутку операторів бігармонічного і Гельмгольца над деякими 

іншими шуканими функціями.  

3). Визначальне ДР ВКЕ розщеплювалось на однорідні ДР Гельмгольца, а неод-

норідні ДР ВНДС з ПКЕ високого порядку зводились до неоднорідних ДР 2-го порядку 

(Пуассона і Гельмгольца). При цьому міг використовуватися один із двох методів роз-

щеплення неоднорідних ДР високого порядку на неоднорідні ДР 2-го порядку: розроб-

лений новий метод з невідомими правими частинами [158–163, 183–186] або оператор-

ний метод інтегрування [166, 189, 192, 194, 197, 198, 391, 447]. Це на порядок зменшува-
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ло складність знаходження загальних розв’язків початкової СДРР, особливо, якщо по-

перечне навантаження було переривчастим, або ж зосередженим чи локальним. Час-

тинні розв’язки неоднорідних ДР 2-го порядку могли відшукуватись різними відомими 

методами математичної фізики, описаними, зокрема в [45, 339, 354, 379 ], а НДС знахо-

дився з відповідних залежностей через знайдені розв’язки визначальних ДР. 

Вигляд правих частини СДРР не впливає на суть розробленого методу, і тому він 

може бути узагальнений і застосований також до СДРР фізично нелінійних і анізотропних 

нетонких пластин (у кожному наближенні), які розв’язуються методом збурень або МПН. 

У [268] неоднорідне ДР 4-го порядку зведено до двох неоднорідних ДР Ге-

льмгольца; інтегральні перетворення до отриманих рівнянь не застосовувались. 

У [381] частинний розв’язок ДРР 4-го порядку теорії тонких ізотропних сферич-

них оболонок малої кривини був знайдений прямим застосуванням інтегрального 

перетворення Ганкеля [339, 354], а в [409] до початкових ДРР застосовувались 

інтегральні перетворення Лапласа і Ганкеля. Уже для ДР невисокого порядку це 

призводило до достатніх математичних ускладнень. 

Тому ідея розробленого методу–спростити визначення частинних і отже, за-

гальних розв’язків ДР високих порядків. Спрощення пошуку частинних розв’язків 

досягається використанням методів зведення неоднорідних ДР високих порядків 

до неоднорідних ДР 2-го порядку, до яких безпосередньо можна застосувати, зок-

рема, методи інтегральних перетворень. Частинні розв’язки неоднорідних ДР ви-

соких порядків будуть визначатися з відповідних залежностей п.2.2. 

2.2.2. Новий розроблений метод зведення неоднорідних ДР високих по-

рядків до неоднорідних ДР 2-го порядку з невідомими правими частинами. 

Розглянемо ДР: 

),(),()...( 0
)1(2

1
2 yxfyxФAAA n

n
n

n ,                       (2.1) 

де 0iA  – МГП, ),( yxf  – відома функція, ),( yxФ –шукана функція. 

Рівняння (2.1) порядку n2  можна звести до ДР наступного вигляду: 

),(),()(...)(...))(( 22
2

2
1

2 yxfyxФkkkk ni ,         (2.2) 
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де )...,,2,1( niki – корені відповідного характеристичного рівняння (будемо їх 

поки що вважати не рівними між собою), які залежать від МГП. 

Зведемо розв’язування неоднорідного ДР (2.2) до n  незалежних неоднорід-

них ДР 2-го порядку розробленим методом з невідомими правими частинами. Не 

звужуючи суті питання, покажемо суть застосування нового розробленого методу 

[158-163, 183-186] для ДР 4-го і 8-го порядків, які відповідають типу (2.2). 

Розглянемо неоднорідні ДР 4-го порядку вигляду: 

 

),(),(21 yxfyxФDD , )( 2
ii kD .                           (2.3) 

 
Зобразимо частинний розв’язок ),( yxФr  ДР (2.3) і ),( yxf  у вигляді: 

 
),(),(),( 21 yxФyxФyxФ rrr ;                                 (2.4) 

),(),(),( 21 yxfyxfyxf ,                                    (2.5) 

 
де функції ),(),,( 21 yxФyxФ rr  – частинні розв’язки лінійних неоднорідних ДР: 

 

222111 , fФDfФD ,                                        (2.6) 

 
у яких функції ),(),,( 21 yxfyxf  підлягають визначенню.: 

Знайдемо праві частини рівнянь (2.6). 

Підставимо (2.5) у (2.3) і приймемо до уваги (2.6) і те, що 1221 DDDD . Ді-

станемо: ffDfD 2112 . Тоді з урахуванням (2.3) і (2.5), (2.6) отримаємо рівнян-

ня для визначення ),(1 yxf  і ),(2 yxf : 

 

)/(),()1(),( 21
2

11 kkyxfkyxf , )/(),()1(),( 212
2

2 kkyxfkyxf . (2.7) 

 
Отже, праві частини ДР 2-го порядку (2.6) визначилися згідно з (2.7) через 

),( yxf , яка є правою частиною ДР 4-го порядку (2.3). 

Таким чином, знаходження частинного розв’язку ДР (2.3) зведено до ви-

значення частинних розв’язків двох незалежних неоднорідних ДР 2-го порядку із 

частинними похідними (2.6) з відомими правими частинами. Знайшовши загаль-
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ні розв’язки ),(10 yxФ  та ),(20 yxФ  однорідних ДР 011ФD  та 022ФD , визнача-

ється загальний розв’язок ),( yxФ  неоднорідного ДР (2.3): 

 
),(),(),(),(),( 212010 yxФyxФyxФyxФyxФ rr .                   (2.8) 

 
Якщо у (2.3) покласти 021 kk , то дістанемо ДР 

 

),(),(22 yxfyxФ .                                             (2.9) 

Покладаючи  

),(),( 1
2 yxfyxФ ,                                             (2.10) 

 
отримаємо таке неоднорідне ДР для визначення ),(1 yxf : 

 

),(),(1
2 yxfyxf ,                                             (2.11) 

 
у якому в якості розв’язку можна взяти частинний розв’язок. 

Таким чином, знаходження частинного розв’язку неоднорідного ДР (2.9) 

звелось до послідовного знаходження частинних розв’язків двох неоднорідних 

ДР 2-го порядку (2.11) і (2.10). 

ДР типу (2.3) описують НДС пластин на пружній основі Вінклера [165]. 

Розглянемо тепер ДР 8-го порядку типу (2.2): 

 
fФDDDD 4321 .                                              (2.12) 

 
Зобразимо ),( yxf  у вигляді (2.5), а частинний розв’язок ),( yxФr  ДР (2.12) 

у вигляді (2.4), де ),(1 yxФ r  та ),(2 yxФ r –частинні розв’язки неоднорідних ДР 4-

го порядку відповідно: 

1121 fФDD ;  2243 fФDD .                                  (2.13) 

 

Поступаючи аналогічно попередньому випадку, дістанемо ДР відносно ),(1 yxf : 

 

ff )()( 4
2

3
4

12
2

1 ,                               (2.14) 

 
де  1;;; 2142132143243211 kkkkkkkkkkkk . 
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Отже, для визначення правої частини 1-го ДР (2.13) дістали неоднорідне 

ДР 2-го порядку (2.14). В якості функції ),(1 yxf  можна взяти частинний 

розв’язок ДР (2.14). Знайшовши ),(1 yxf , потім із (2.5) визначається ),(2 yxf . На-

далі знаходяться частинні розв’язки ),(1 yxФ r  та ),(2 yxФ r  ДР (2.13), у яких праві 

частини уже відомі; ),(1 yxФ r  та ),(2 yxФ r  зображуються як сума частинних 

розв’язків ),(11 yxФ r  і ),(12 yxФ r , ),(21 yxФ r  і ),(22 yxФ r  деяких незалежних не-

однорідних ДР 2-го порядку. 

Загальний розв’язок ),( yxФ  ДР 8-го порядку (2.12) зобразиться у вигляді: 
 

),,(),(),(),(),(),( 22211211

4

1
0 yxФyxФyxФyxФyxФyxФ rrrr

i
i  

 
де )4,3,2,1(),(0 iyxФi  – загальні розв’язки однорідних ДР 0iiФD . 

Якщо 043 kk , то дістанемо неоднорідне ДР вигляду: fФDD 21
22 . 

Знаходження частинного розв’язку цього ДР далі зведеться до визначення час-

тинних розв’язків відповідних неоднорідних ДР 2-го порядку. 

Використання методу зведення неоднорідних ДР високого порядку до не-

однорідних ДР 2-го порядку для різних поперечних навантажень (різних функцій 

у правих частинах рівнянь) наведено в [159, 161]. 

2.2.3. Про розв’язки неоднорідних ДР 2-го і 4-го порядків.  

Розглянемо неоднорідне ДР 2-го порядку: 

 

),(),(1
2 yxfyxf .                                         (2.15) 

 

Загальний розв’язок (2.15): ),(),(),( 1011 yxfyxfyxf r , де ),(01 yxf – зага-

льний розв’язок відповідного однорідного ДР, визначається методом Лагранжа: 

)1(),()(),( 2101 iixyFixyFyxf ,                    (2.16) 

де 21, FF –довільні функції відповідних аргументів. Частинний розв’язок ),(1 yxf r  
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ДР (2.15) знаходиться методом Лагранжа [379] з використанням допоміжного рівняння: 

),,(),(
1

),(
11

),( 211 yxqyxq
DiD

yxf
DiDDiD

yxf r           (2.17) 

де  

yDxD /;/ ; ))((// 2222 DiDDiDyx ; 

xiycxiyc dxxicxqyxqdxxicxfyxq ),(),(;),(),( 121 ; 

 

c  під інтегралами вважається сталою величиною. 

Неоднорідне ДР 4-го порядку: 

),(),(22 yxfyxФ .                                          (2.18) 

Загальний розв’язок ДР (2.18): ),(),(),( 0000 yxФyxФyxФ r , 

Загальний розв’язок ),(00 yxФ  однорідного ДР 0),(22 yxФ  має вигляд: 

 

)()()()( 432100 ixyFxixyFxixyFixyFФ ,               (2.19) 

де 41 ...,, FF  – довільні функції від відповідних змінних. 

Частинний розв’язок ),(00 yxФ r  (2.18) визначається на основі (2.11) і (2.10). 

Частинний розв’язок ),(1 yxf r  ДР (2.11) має вигляд (2.17), а частинний розв’язок 

),(00 yxФ r  ДР (2.18), тобто частинний розв’язок ДР (2.9), знаходиться так : 

),,(),(
1

),(
11

),( 43100 yxqyxq
DiD

yxf
DiDDiD

yxФ rr          (2.20) 

 

де xiycxiycr dxxicxqyxqdxxicxfyxq ),(),(;),(),( 3413 . 

Неоднорідне ДР Гельмгольца: 

)(),,(),()( 1
2 constsyxfyxfs .                            (2.21) 
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Загальний розв’язок однорідного ДР, що відповідає рівнянню (2.21) в класі екс-

поненціальних функцій з розділеними змінними, має вигляд: 

,...)3,2,1(),exp(),(01 rybxaCyxf rr
r

r ,                      (2.22) 

де rC –довільні сталі; ra  і rb  – сталі, які задовольняють рівнянню sba rr
22 . 

Як правило, загальні і частинні розв’язки ДР (2.21) у кожному конкретно-

му випадку відшукуються з урахуванням вигляду функції ),( yxf . 

2.2.4. Метод зведення з відомими правими частинами. Розглянемо тепер 

метод зведення неоднорідних ДР високих порядків до неоднорідних ДР 2-го по-

рядку, вважаючи праві частини ДР низьких порядків відомими функціями. 

2.2.4.1. Неоднорідні ДР 8-го і 12-го порядків. 

Неоднорідні ДР 8–го порядку: 

 
)3,1(),,(),( 002100 kyxqDayxФDDDD kkk ,                  (2.23) 

де 0
2

0
22

0 );2,1(,; kkii sDisDD ; s  з індексами–МГП. 

До таких рівнянь зводиться СДР (3.112) внутрішнього НДС з потенціаль-

ним КЕ при кососиметричному деформуванні в НК13 з урахуванням (3.110) і 

(3.113). Зведемо ДР (2.23) до розв’язання неоднорідних ДР 2-го порядку. 

Позначимо частинні розв’язки ДР 

),(),(),( 0
2

00 yxqyxfyxfD ;                                (2.24) 

),(),(),( 00
4

0000 yxqyxfyxfDD ;                            (2.25) 

)2,1(),,(),()(),( 2 iyxqyxfsyxfD iiii                      (2.26) 

 

через ),(0 yxf r , ),(00 yxf r , ),( yxf ri  
відповідно. Тоді: 

irirr DyxqyxfDDyxqyxfDyxqyxf /),(),();/(),(),(;/),(),( 000000 .   (2.27) 

Частинні розв’язки ДР (2.23) шукаємо операторним інтегруванням: 
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)
),(

(
1),(

),(
1010

00

1100

00
DD

yxq

DD
Da

DDDD

yxq
DayxФ kkkkrk

 

....)(
11

))(
)(

1
(

1

01110

00

1011010

00
DD

q

DD

q

D
Da

sD

q

D

q

DDDD
Da kkkk

 

Продовжуючи цей процес і, ураховуючи (2.27), остаточно отримаємо час-

тинні розв’язки ДР (2.23) у такому вигляді: 

.),)(
1

)(
1

(),( ,

21

00

02

12
2
2

01

21
2
1

00 jiji

r

rrrrkkrk sss
ss

f
ff

ss
ff

ss
DayxФ

   

(2.28) 

Неоднорідні ДР 12-го порядку: 

 
).5,3,1(),,(),(. 00432100 kyxqDayxФDDDDDD kkk              (2.29) 

До таких ДР зводиться СДР (3.151) внутрішнього НДС з потенціальним КЕ 

при кососиметричному деформуванні в НК135 з урахуванням (3.149) і (3.152). 

Частинні розв’язки ДР (2.29) визначаються аналогічно п. 2.2.4.1: 

  )),/()/()()/()(

)/()()/()((),(

432100342414
2
404432313

2
303

423212
2
202413121

2
10100

ssssfssssffssssff

ssssffssssffDayxФ

rrrrr

rrrrkkrk

       (2.30) 

 
де )4,3,2,1(),(),,(),,( 000 iyxfyxfyxf rirr –частинні розв’язки ДР (2.24)–(2.26). 

2.2.4.2. Неоднорідні ДР порядку )1(2 N . Розглянемо ДР: 

 
)....,,3,1(),,(),(. 00122100 NkyxqDayxФDDDDDD kkkNN      

 (2.31) 

 
До таких ДР відносяться ДР (3.55) в НК135   N з урахуванням (3.48). Пока-

зано, що частинні розв’язки ДР (2.31) визначаються так: 

...).../()().../()((),( ,23,21,2
2
20,2,13,12,1

2
10,100 nrrnrrkkrk ssssffssssffDayxФ  

)),/().../()( 21001,2,1,
2

0, nrnnnnnrrn sssfssssff  ( ,...5,3;1 NNn ),        (2.32) 

 

де lmlm sss , ; )1...,,2,1(),(, Niyxf ri –частинні розв’язки ДР типу (2.26). 

Зазначимо, що частинні розв’язки неоднорідних ДР 4-го порядку (2.25) тут 

і надалі визначаються згідно з (2.20) або ж можна звести знаходження частинних 
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розв’язків ДР (2.25) послідовним інтегруванням неоднорідних ДР 2-го порядку 

згідно з (2.11) і (2.10). Тобто, частинні розв’язки неоднорідних ДР високих по-

рядків (2.23), (2.29), (2.31) виражаються диференціальним оператором від ліній-

ної комбінації частинних розв’язків неоднорідних ДР 2-го порядку. 

Загальні розв’язки ДР (2.23), (2.29), (2.31) визначаються сумою: 

 

),(),(),(),(
1

1
00 yxФyxФyxФyxФ rk

N

i
ikkk ,                          (2.33) 

 
де ),(00 yxФk –загальний розв’язок (2.19) бігармонічного ДР; ),( yxФ ik –загальні 

розв’язки ДР Гельмгольца )(,0),()( 1
2 constsyxfs ii . 

Якщо ДР вигляду ),,(),(.122100 yxfyxФDDDDDD NN  то його час-

тинний розв’язок ),( yxФr  знайдеться згідно з формули (2.32), у якій 100 kk Da , а 

частинні розв’язки ДР (2.24)–(2.26) отримаються при заміні ),( yxq  на ),( yxf ; 

загальний розв’язок отримається на основі залежності, аналогічній (2.33). 

Якщо неоднорідне ДР має вигляд: ),(),(43210000 yxfyxФDDDDDDDD  

(шаруваті пластини несиметричної структури, п. 7.4), то його частинний розв’язок виража-

тиметься через частинні розв’язки ,,, 000000 rrr fff )4,...,1(,0000 iff rir  таких ДР: 

,),(,),( 0
4

0
2 fyxffyxf rr ,),(,),( 0

8
0

6 fyxffyxf rr

fyxft rii ),()( 2 , де it – МГП. Знаходження частинних розв’язків неоднорідних ДР 4-

го, 6-го, 8-го порядків зведуться аналогічно пп.2.2.2, 2.2.3 до визначення частинних розв’язків 

неоднорідних ДР 2-го порядку (або ж з використанням рекурентних формул (2.17), (2.20)), а 

загальні розв’язки відповідних однорідних ДР визначаться методом Лагранжа. (п. 2.2.3). 

 
2.3. Про метод інтегрування СДРР нетонких однорідних і шаруватих 

пластин і пологих оболонок з використанням методів збурень і МПН 

 
СДРР високих порядків для нетонких однорідних (ортотропних і фізично нелі-

нійних) і шаруватих (фізично нелінійних) пластин, однорідних (транстропних, ортотро-

пних і фізично нелінійних) і шаруватих (фізично нелінійних) пологих оболонок отри-

муються з використанням методу збурень і МПН (для однорідних пологих оболонок, 
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шаруватих ФНП і ФНО). Праві частини ДР залежать від компонент НДС попередніх 

наближень (у методі збурень) і від попереднього наближення (у МПН). СДРР у кожно-

му наближенні також зводяться до неоднорідних ДР 2-го порядку (розділи 4, 6–8). 

СДРР для нетонких пологих оболонок методами збурень і МПН зводяться до по-

слідовності граничних задач для пластин (задачі обтискання і згину), для яких неоднорі-

дні ДР високих порядків розщеплюються на ДР 2-го порядку (розд. 8) і отже, в кожному 

наближенні можна отримати загальні розв’язки для ДР 2-го порядку, а потім і загальні 

розв’язки для СДРР високих порядків для пологих оболонок. 

 

2.4. Висновки по розділу  

 

1. Сформульована методологія побудови нових варіантів МТ лінійно і нелі-

нійно пружних нетонких однорідних і шаруватих пластин і пологих оболонок. 

2. Уперше розроблено новий метод і узагальнено операторний метод зведення неод-

норідних ДР високих порядків з частинними похідними до неоднорідних ДР 2-го порядку. 

3. Описано новий метод інтегрування СДРР високих порядків (який зводить їх до 

розв’язування ДР 2-го порядку) і отримання загальних розв’язків у граничних задачах варіан-

тів МТ нетонких лінійно і нелінійно пружних однорідних і шаруватих пластин при довільних 

поперечних навантаженнях (плавних, неплавних, переривчастих, локальних, зосереджених). 

4. Методи зведення неоднорідних ДР високих порядків до неоднорідних 

ДР 2-го порядку можуть бути узагальнені для неоднорідних ДР класу 

),(),(1 yxfDyxФDD n , ( D  довільний диференціальний оператор,  

,//)/(// 22222
ii dygxeyxcybxaD );,...,1( ni ida ..,, -const). 

5. Описано алгоритм розв’язування граничних задач і одержання загальних 

розв’язків у варіантах МТ фізично лінійних і нелінійних однорідних і багатоша-

рових пологих оболонок довільної товщини. 

6. Новий розроблений метод інтегрування СДРР високих порядків може 

також використовуватися в крайових задачах для тонких пластин, а наближені 

методи–в крайових задачах тонких пологих оболонок. 

Наукові результати, наведені в другому розділі, опубліковано в працях автора 

[114, 115, 140, 142, 147, 158–163, 167, 178, 180, 183, 185, 186, 190, 194, 315, 447, 449]. 



 105 

РОЗДІЛ  3 

ВАРІАНТ МАТЕМАТИЧНОЇ ТЕОРІЇ ОДНОРІДНИХ 

ТРАНСТРОПНИХ ПЛАСТИН ДОВІЛЬНОЇ ТОВЩИНИ 

 

Побудовано новий варіант МТ однорідних транстропних пластин довільної сталої 

товщини з позицій тривимірної ТП. Варіант оснований на методі розвинення усіх ком-

понент НДС і граничних умов на бічній поверхні (як функцій трьох змінних) в ряди за 

поліномами Лежандра по поперечній координаті з використанням ВПР і МВР. Виведені 

ДРР, розв’язувальні та визначальні ДР. Побудовані загальні розв’язки. Розроблені методи 

розв’язання граничних задач, отримані числові результати і нові висновки. Доведені тео-

реми про збіжність рядів для напружень і однозначність розв’язку другої основної задачі 

ТП. 

 

3.1. Постановка проблеми  

 

З позицій тривимірної ТП розглядається транстропна пластина довільної 

сталої товщини h в прямокутній системі координат x, y, z (рис. 3.1а). Осі х, у на-

лежать серединній площині, яка є площиною ізотропії, вісь z  перпендикулярна до 

неї. На лицевих площинах пластини діє статичне поперечне навантаження 

),,(1 yxq ),(2 yxq  (рис. 3.1б). Граничні умови на лицевих площинах: 

0)
2

()
2

();,()
2

();,()
2

( 21

h
z

h
zyxq

h
zyxq

h
z zyzxzz .    (3.1) 

 

Рис. 3.1. Однорідна пластина під дією довільного поперечного навантаження. 
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Надалі поперечне навантаження на лицевих площинах (рис. 3.1б) представ-

ляється у вигляді суми двох складових: кососиметричного та симетричного нава-

нтажень відносно серединної площини і граничні умови (2.1) приймають вигляд:  
 

0)
2

()
2

();,(),((
2

1
)

2
(

h
z

h
zyxpyxq

h
z zyzxz  ,      (3.2) 

 
де ),(),(),( 21 yxqyxqyxp , ),(),(),( 21 yxqyxqyxq . 

Граничні умови на бічній поверхні пластини, яку вважатимемо перпендику-

лярною до серединної площини, можуть бути довільними: 

на частині бічної поверхні 1Г , на якій задані переміщення, 

 

1ГUU , (U, V); 
1ГWW ;                                           (3.3) 

 
на частині бічної поверхні 2Г , на якій задані напруження 

2іГP , 
 

3

1
2

),cos(
j

іГjij Px , ( ).3,2,1i                                  (3.4) 

 
Тут WVU ,, та ij  – компоненти переміщень та напружень як функції zyx ,, ; 

функції  в правих частинах (3.3) та (3.4) – відомі функції від х, у, z, які визначені 

на бічній поверхні;  – вектор зовнішньої нормалі до бічної поверхні. 

Співвідношення між деформаціями та переміщеннями:  

 

,
x

U
x  ,

y

V
y  ,

z

W
z  ,

x

V

y

U
xy  ,

x

W

z

U
xz ),;,( VUyx . (3.5) 

 

Залежності між напруженнями та деформаціями для транстропної пластини, 

площина ізотропії якої паралельна серединній площині: 

 

)).1(2/((,/;/;/

;/)(();,(,//)(

vEGGGG

EvyxEvEv

zyzyzxzxxyxy

yxzzzyxx
          (3.6)  

 

Із залежностей (3.6) одержуються вирази для напружень x , y , xy : 

 
,)( 100 zyxx dvd  (х, у); xyxy G ,                         (3.7) 

де 
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),1/());1(2/( 2
0 vEdvEG  ))1(/(10 vEvEd .                 (3.8) 

 
Тривимірну задачу ТП для пластин довільної сталої товщини зведемо до 

двовимірної методом розвинення усіх компонент НДС і граничних умов на бічній 

поверхні, як функцій трьох змінних, у ряди за поперечною координатою при до-

помозі поліномів Лежандра з використанням ВПР. При цьому для одержання ос-

новних рівнянь узагальнимо МВР, започатковану в [310]. 

 

3.2. Основні рівняння 

 

3.2.1. Апроксимація переміщень, деформацій і поперечних  

напружень. Переміщення розвинемо в ряди за поперечною координатою z при 

допомозі поліномів Лежандра )/2( hzРk  [2, 226, 392]: 

 

1
1

0

),()/2(),,();,,(),,()/2(),,(
k

kk
k

kk yxwhzPzyxWvVuUyxuhzPzyxU .  (3.9) 

 

Тут функції kkk wvu ,, , – шукані, називатимемо їх складовими компонент пере-

міщень. Вони повинні надалі задовольняти ДРР та крайовим умовам. Зображення ком-

понент НДС у вигляді рядів за поліномами Лежандра дає змогу одержувати розв’язок з 

будь-якою точністю [41, 107, 363, 446]. Згідно з МВР [310] для кососиметричного 

відносно серединної площини поперечного навантаження транстропних пластин ком-

поненти переміщень приймались у вигляді двох доданків за поліномами Лежандра, не 

розглядаючи таку апроксимацію як частинні суми нескінченних рядів. Далі показано 

(табл. А.1), що МВР точніша в порівнянні з ЕАМ [288, 306]. 

Компоненти переміщень можна також розвивати в ряди і за іншими ортого-

нальними поліномами (Якобі, Лагерра, Чебишева та іншими). Але, як показує наш 

аналіз одержаних основних рівнянь, найбільш прийнятними є поліноми Лежанд-

ра, оскільки вони дають найпростіші рівняння через їх властивості [2, 226]. 

Слід підкреслити самоврівноваженість складових переміщень ),,( zyxUk , 

),,( zyxVk , ),,( zyxWk  по товщині пластини для 2k . 
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Складові компонент переміщень (3.9) для k =0, 1 визначають несамоврівно-

важений, а для 2k  – самоврівноважений деформований стан пластини. Дефор-

мації (3.5) в пластині з урахуванням (3.9) визначаються так: 

0

,
j

xjx  (х, у); 
1

,
j

zjz  
0

,
j

yxjyx  
1

,
j

xzjxz  (х, у); 

,,xjjjx uP (x, y; u, v); ;1 jjjz wP );( ,, xjyjjxjy vuP          (3.10) 

,,1 xjjjjxzj wPuP  (x, y; u, v). 

 
Для апроксимації компонент напружень xz , yz , z  застосуємо підхід [288, 

306], навівши числово-аналітичні обґрунтування, яких не було у вказаних працях. На 

основі тривимірних рівнянь ТП нами одержані чисельні значення безрозмірних на-

пружень z
~ , xz

~  для квадратної ( )haa  транстропної пластини, вільно обіпертої 

на краях від дії поперечного синусоїдального навантаження при різних МГП в зале-

жності від поперечної координати (табл. А.2, А.3). У верхніх частинах рядків резуль-

тати наведені для кососиметричного навантаження ( 2/),()2/( yxqhzz  ), а в 

нижніх – при дії на пластину навантаження, прикладеного тільки на верхній лицевій 

площині ( ),()2/( yxqhzz , 0)2/( hzz ). Напруження z
~  залежать тіль-

ки від z , а напруження xz
~ –залежать від yx,  і z  (обчислювались при 

4/ayx ). Відносні розходження  у відсотках визначалися по відношенню 

до значень напружень, обчислених для .3,0,0  Із зменшенням товщини 

пластини та із збільшенням податливості матеріалу пластини на поперечний зсув 

зменшується і вплив величини  на поперечні напруження, але для всіх указаних 

МГП цим впливом можна знехтувати. Для пластин середньої товщини  практи-

чно не впливає на поперечні напруження (  не перевищує 0,38% ). Це буде вико-

ристовуватися надалі при апроксимації напружень xz , yz , z . 

Зобразимо напруження zx (x, y, z), zy  (x, y, z) у вигляді рядів: 
 

1

,),,(
k

kzxzx zyx  (х,у),                                       (3.11) 

де 

);,()( yxQz kxkkzx  ),()( yxQz kykkzy .                        (3.12) 
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Функції )(zk  знаходяться після перетворень з першого ДРР елемента пла-

стини при деформуванні його по циліндричній поверхні при 0v : 

 

)12(

)(3
)( 11

kh

PP
z kk

k ,  ( ,...)2,1k .                                (3.13) 

 
Складові xzk , yzk  для 2k  самоврівноважені по товщині пластини. 

Нормальні напруження ),,( zyxz  також зобразимо у вигляді рядів так, щоб 

виконувались граничні умови на лицевих площинах (3.1), (3.2). 
 

0

),,(
k

zkz zyx ,                                             (3.14) 

де 

);,(5,00 yxpz  ),,()( yxz
kkzk  ( k =1, 2,…).          (3.15) 

 
Задовольняючи граничним умовам (3.2)  на лицевих площинах, дістанемо: 

 

),,(5,0)2/(1 yxqhzz   ,0)2/( hzzk  ( k =2, 3,… ).  

 

Із третього ДРР, ураховуючи (3.11)–(3.15), після перетворень знайдемо: 

 

,42/15/70/3)(

;70/37/10/1)(;10/5/3)();,(),(

5313

4223111

PPPz

PPzPPzyxqyx
     (3.16) 

 
або в загальному вигляді: 

 

)32)(12()32)(12(

2

)12)(12(2

3
)( 22

kk

P

kk

P

kk

P
z kkk

k , )2(k .   (3.17) 

 

Функції ),(),,( yxQyxQ kykx , ),( yxk  – шукані. Зазначимо, що вирази для 

)(zk , )(zk  співпадають з [299], де використано ВП Кастільяно в сполученні з 

методом невизначених множників Лагранжа. 

3.2.2. Варіаційне рівняння Рейснера. Залежності між напруженнями та 

переміщеннями. Тривимірна задача ТП для пластин та оболонок може бути зве-

дена до двовимірної за допомогою методу розкладання НДС в ряди за попереч-

ною координатою з використанням різних ВП (див. 1.3.3). Як одержано в [310], 
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ВПР [1, 427], має певні переваги при визначенні НДС пластин. На цьому й 

основується вибір ВПР для побудови нового варіанта МТ пластин та пологих 

оболонок. Згідно з ВПР [114, 116, 427], відповідне рівняння Рейснера для лінійно 

і нелінійно пружних тіл (без урахування об’ємних сил) має такий вигляд: 

 

,0)(

}))(())((

))(())(())((

))((

dAWZVYUX

dxdydz

A

yzijyzyzxzijxzxz

yxijyxyxzijzzyijyy

xijxxyzyzxzxzyxxyzzyyxx

 (3.18) 

 
де А – площа лицевих площин та бічної поверхні пластини; ZYX ,,  – інтенсив-

ність складових поверхневих сил в проекціх на осі координат; вирази із знаком  

означають відповідні варіації; yzxyzx ...,,...,, , –компоненти напружень і дефо-

рмацій, які залежать від компонент переміщень (3.9); інтегрування в потрійному 

інтегралі виконується по всьому об’єму, а в подвійному–по всій поверхні A .  

Із (3.18) одержуються залежності між напруженнями ,x  ,y  xy  з одного боку 

та деформаціями ,x  ,y  xy  і напруженнями z  з іншого боку у вигляді (3.7). 

Розглядаючи у (3.18) інтеграли з zx , zy , з урахуванням (3.10) і (3.11) одер-

жимо системи ЛАР відносно kxQ , kyQ , (k =1, 2,...). Вказані функції мають вигляд: 

 

,...);3,1(),(),(
3,1

, kulwhyxQ iik
i

xiikkx                                       (3.19) 

 

),;(,....),4,2(),(),(
4,2

, vuyxkulwhyxQ iik
i

xiikkx  (h  і l  з індексами–МГП). 

Функції ),( yxk  визначаються. розглядаючи потрійний інтеграл із z . Із  

нескінченної система ЛАР знаходяться ),( yxk , які мають вигляд: 

 

,...),4,2(,),(

,...);5,3(,),();,(),(

2,04,2

3,15,3
1

kpeewqyx

kqeewqyxyxqyx

kp
i

iikik ik

kq
i

iikik ik

          (3.20) 

 



 111 

де e  і q  з індексами–МГП; 

 

ykxkk vu ,,   (потенціальні функції).                                (3.21) 

 
Компоненти напружень на основі (3.7), (3.11), (3.14) з урахуванням (3.10), 

(3.12), (3.13), (3.15)–(3.17) зображуються у вигляді рядів за поліномами Лежандра: 

 

00

),()/2(),,(;),()/2(),,(
n

ynnyz
n

xnnxz yxthzPzyxyxthzPzyx . 

0

),()/2(),,(
n

znnz yxshzPzyx .                                  (3.22) 

0

),()/2(),,(
n

xnnx yxshzPzyx , ( );, yx  
0

),()/2(),,(
n

nxynyx yxthzPzyx . 

 
Множниками при поліномах Лежандра у рядах є функції, які залежать від 

складових компонент переміщень. Компоненти НДС можна знаходити з будь-

якою наперед заданою точністю. Точність визначення НДС пластин довільної 

сталої товщини залежить від кількості утримуваних членів у цих рядах. Із їх збі-

льшенням зростає точність знаходження НДС. Цим самим варіант МТ суттєвим 

чином відрізняється від інших теорій, побудованих на основі припущень і моде-

лей (див. розд. 1), визначення НДС за якими з довільною точністю неможливо в 

принципі, оскільки точність таких теорій обумовлена рамками прийнятих гіпотез. 

Як буде показано далі, методика побудови нового варіанта МТ збільшує ефектив-

ність цього варіанта МТ також у порівнянні з іншими варіантами МТ. 

3.2.3. Диференціальні рівняння рівноваги та крайові умови.  

Підставляючи напруження (3.22) і варіації деформацій (3.10) у ВР Рейснера (3.18) 

і, перетворюючи потрійний інтеграл, дістанемо ДР рівноваги та крайові умови. 

ДРР отримані в загальному випадку у вигляді: 
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00

y

t

x
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u  
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v ); 
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,02)(
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jxyjx
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s

j

h
 (при ju , jv ), (j=2, 4,...), 

);,;;(
yx

ttss ynxnyjxj  

,02)(
12

1

,...2,0

j

n
nx

jxyxj
t

y

t

x

s

j

h
 (при ju , jv ), (j=1, 3,...),  

 );,;;(
yx

ttss ynxnyjxj                                     (3.23) 
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yx  (при 
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w ); 

,2)(
12

1

,...3,1
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t
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h j

n
nz

jyjx
 (при 1jw ), (j=2, 4,...); 

,2)(
12

1

,...2,0

ps
y

t

x

t

j

h j

n
nz

jyjx
 (при 1jw ), (j=1, 3,...). 

 

Граничні умови на бічній поверхні зводяться до крайових умов таким чи-

ном. Розкладаючи в ряди за поліномами Лежандра по z  навантаження ZYX ,, , 

яке задовольняє ДР рівноваги пластини, дістанемо: 

 

0

),()/2(),(
j

jsi sxhzPszX                                       (3.24) 

 

dzhzPzyxX
h

j
yxx jjs )/2(),,(

12
),( , ( X ,ZY  jsx )jsjs zy . (3.25) 

 

Тоді крайові умови на основі (3 .18) зобразяться таким чином:  

 

,0]})(

)()[(
12

{

1

)( 0

dswzltlt

vylsltuxltls
j

h

jsjyyjxxj

jsjyyjxyxjjsjyyxj

s j
xxj

               (3.26) 

 
де yx ll , напрямляючі косинуси нормалі до бічної поверхні; для симетричного де-

формування беруться доданки з парними індексами, а для кососиметричного – з 

непарними. 
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Розвиваючи компоненти переміщень ),,,(
1

zyxUГ  ),,,(
1

zyxVГ  ),,,(
1

zyxWГ  які 

задані на бічній поверхні 1Г  пластини, в ряди за поліномами Лежандра, дістане-

мо: 

 

1
1

0

).,()/2(),,(

);;(),,()/2(),,(

j
jSjГ

jSjSГГ
j

jSjГ

yxwhzPzyxW

vuVUyxuhzPzyxU

             (3.27) 

 
Функції ),,( yxu jS  ),,( yxv jS  ),,( yxwjS  які визначені на контурі S  пластини 

Syx,( ), виражаються в такому вигляді: 

 

).,...,1(,)/2(),,(
12

),(

);,...,1,0(),;(,)/2(),,(
12

),(

1 NjdzhzPzyxW
h

j
yxw

NjVUvudzhzPzyxU
h

j
yxu

j

z

ГjS

ГГjSjSj

z

ГjS

 (3.28) 

 
На основі (3.24)–(3.28) отримуються різні крайові умови. 

 

3.3. Наближення К0-N 

 

Наведемо компоненти НДС, ДР рівноваги, крайові умови, розв’язувальні та 

визначальні ДР в наближенні К0-N (N – непарне натуральне число). 

3.3.1.Компоненти НДС. Переміщення згідно з (3.9) мають вигляд: 

 
N

k
kk

N

k
kk yxwhzPzyxWvVuUyxuhzPzyxU

1
1

0

).,()/2(),,();,,(),,()/2(),,( (3.29) 

 

Напруження на основі (3.22), (3.11)–(3.17), (3.19)–(3.22), (3.29): 

 
1

0

1

0

),()/2(),,(;),()/2(),,(
N

n
nynzy

N

n
xnnxz yxthzPzyxyxthzPzyx ; 

2

0

),()/2(),,(
N

n
znnz yxshzPzyx ;                                      (3.30) 

2
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xnnx yxshzPzyx , ( );, yx  

N

n
nxynyx yxthzPzyx

0

),()/2(),,( . 
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У формулах (3.30) з урахуванням (3.11)–(3.17), (3.19)–(3.22), (3.29) функції 

nxynx tt ,...,  мають такий вигляд: 

 

);...,,3,1(),(),(

);1...,,2,0(),(),(

0
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Nnulwhyxt
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i
xiinnx
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xiinnx

 

);2,...,3,1(,),(

);1,...,2,0(,),(

3,15,3
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Nnqggwpyxs

Nnpggwpyxs
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N

i
iin

N

i
iinnz
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N

i
iin

N

i
iinnz

             (3.31) 

),...,1,0(,)(),( 10,,0 Nnsdvudyxs znynxnxn ; 

 
)2,1(,),( 10 NNnsdyxs nznx , );,;,( kk vuyx  

 
)...,,1,0(),(),( ,, NnvuGyxt xnynyxn , 

 

де h , l , p , g  з індексами – МГП; Gdd ,, 100  – механічні сталі матеріалу пластини. 

Деформації визначаються за формулами (3.10) з урахуванням (3.29). 

3.3.2. Диференціальні рівняння рівноваги. Зобразимо ДР рівноваги (3.23) 

через NNN wvuwvuvu ,,,...,,,,, 11100 , ураховуючи вирази для ixyix tt ,...,  згідно з (3.31) 

і, приймаючи також до уваги, що на основі (3.8): 

 
)).1(2/()(0 vEGddG o                                    (3.32) 

 
Надалі ця рівність суттєвим чином буде використовуватися при перетво-

ренні ДР рівноваги. 

Перетворюючи (3.23) з урахуванням (3.32), дістанемо СДР з частинними похідни-

ми відносно шуканих складових компонент переміщень. В наближенні К0-N система ДР 

рівноваги має порядок (6N+4). Показано, що ця СДР розділяється на дві окремі незалежні 

СДР, одна з яких описує НДС пластини при дії на неї симетричного відносно серединної 

площини навантаження, яке прикладене як на лицевих площинах так і на бічній поверхні 

(симетричне деформування з урахуванням поперечного обтискання), а інша описує НДС 

при поперечному косисиметричному навантаженні (при чисто згинальному деформу-
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ванні). У всіх співвідношеннях і рівняннях потрібно приймати до уваги тільки ті складові 

компонент переміщень, які  ураховуються в частинних сумах рядів розвинення тангенці-

альних компонент переміщень (3.9). Це стосується також і крайових умов. 

Установлено, що в наближенні К0-N СДР для кососиметричного наванта-

ження має порядок 3(N+1), а для симетричного– порядок (3N+1). 

СДР, що описує кососиметричне деформування (наближення К13…N): 

 

)2/)1(3,...,2,1()),,(()(
3,1

NiyxqLwLvLuL qijjwijjvi

N

j
jjui .           (3.33) 

 

СДР, що описує симетричне деформування (наближення К02…(N-1)): 

 

)2/)13(,...,2,1()),,(()(
1

4,2

1

2,0

NiyxpMwMvMuM ipj

N

j
jwijjvi

N

j
jjui .     (3.34) 

 

У ДР (3.33), (3.34) ijij LM , – диференціальні оператори не вище 2-го поряд-

ку; )(),( qLpM iqip –функції поперечного навантаження; вказані оператори і функ-

ції залежать від МГП пластини. Явні вирази лівих і правих частин ДР (3.33), (3.34) 

наведені  далі для конкретних наближень: К01, К13, К0-3, К135, К024, К0-5. 

Аналіз структури диференціальних операторів ijij LM ,  показав, що дифере-

нціальні матриці систем ДР (3.33) і (3.34) симетричні. 

3.3.3. Крайові умови. Крайові умови випливають із (3.26) і мають вигляд: 

 

.0})(
12

))()((
12

{

1

1

1,0

)( 1,0

dswzltlt
j

h

vylsltuxltls
j

h

jsjyyjxxj

N

j

jsjyyjxyxjjsjyyxj

s

N

j
xxj

             (3.35) 

 
Наведемо деякі конкретні крайові умови. 

1). Якщо на бічній поверхні Г  пластини задаються компоненти переміщень 

),,,( zyxUГ  ),,,( zyxVГ  ),,,( zyxWГ  то на ній 0WVU  і крайові умови для   

),,( yxu
j

 ),,( yxv
j

 ),( yxw
j

 приймають такий вигляд: 
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.,);,...,1(),,(),(

);,...,1,0(),,(),();,(),(

SyxNjyxwyxw

Njyxvyxvyxuyxu

jSj

jSjjSj
                  (3.36) 

 
2). Якщо на бічній поверхні Г  задається тільки зовнішнє навантаження 

ZYX ,,  (3.24) (отже, відомі функції sisisi zyx ,, (3.25)), то дістанемо: 

 

),,();1,...,1,0(),,(),(),();,...,1,0(

),,(),(),();,(),(),(

SyxNjyxzlyxtlyxtNj

yxylyxslyxtyxxlyxtlyxs

jsyjyxjx

jsyjyxjxyjsyjxyxjx
 (3.37) 

 

де ,xjs …, yjt  – функції змінних х, у, які виражаються через складові ,ju  ,jv  jw . 

Отримаємо із (3.35) найбільш поширені в практиці крайові умови, напри-

клад, для прямокутної пластини ( hba ) на краю пластини х=а. 

1). На краю пластини ,1( xlconstax  )0
y

l  прикладене зовнішнє по-

верхневе навантаження ,X  ,Y  Z . Тоді згідно з (3.25) можна знайти jsjsjs zyx ,, . 

Оскільки на переміщення вільного краю обмежень немає, то варіації ,U  ,V  

W , а також ,ju  ,jv  jw  є довільними і не рівними тотожно нулю. Звідси 

множники при ,ju  ,jv  jw  в (3.35) повинні бути рівними нулю. Дістанемо: 

 

).1,...,1,0(),,(),(

);,...,1,0(),,(),();,(),(

Njyaxzyaxt

Njyaxyyaxtyaxxyaxs

jsjx

jsjxysjxj
   (3.38) 

 
2). Вільно обіпертий край ax  (крайові умови Нав’є): 

 

;0),,( zyaxV ;0),,( zyaxW  0),,( zyaxX . 

 

Тоді із (3.24) та (3.29) випливає, що ;0),( yaxv j  ;0),( yaxwj  

0),( yaxx js . Оскільки  на краю ,0jv  0jw , а 0),( yaxu j , то із 

(3.35) одержимо, що .0),(),( yaxxyaxs jsjx  

Таким чином, крайові умови для вільно обіпертого краю матимуть вигляд: 

 

;0),( yaxv j ,0),( yaxs jx ( ),..,1,0 Nj ; 

(3.39) 
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0),( yaxwj , ( )1,..,1,0 Nj . 

 

3). Жорстко защемлений край ax . В цьому випадку  

 
.0),,(),,(),,( zyaxWzyaxVzyaxU  

 

На основі (3.29)  крайові умови запишуться так: 

 
)1,...,1,0(,0),,();,...,1,0(,0),,(),,( NjyaxwNjyaxvyaxu jjj . (3.40) 

 
Зазначимо, що з (3.35) можна також отримати інші крайові умови. 

3.3.4. Кососиметричне деформування. Перетворення СДР рівноваги.  

3.3.4.1. Розв’язувальні рівняння. Перетворимо СДРР (3.33). Аналізуючи 

структуру операторів СДР (3.33) і, ураховуючи (3.21) і (3.32), система (3.33) в 

НК13…N перетвориться до такої: 

 

);,...,3,1(),(,)(

);(,)(

,,1,,
3,1

,,1,,
3,1
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wjjwN
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(3.42) 

 
де ),( yxj – вихрові функції: 

),...,2,1(,),( ,, Njvuyx xjyjj ;                            (3.43) 

 
22222 // yx  – оператор Лапласа; cba ,,  з індексами залежать від МГХ; в 

дужках указано при якій варіації складової переміщення отримане рівняння. 

Кількість ДР (3.41) дорівнює (N+1),  а ДР  (3.42) (N+1)/2, Кількість ДР сис-

теми (3.41), (3.42) дорівнює 3(N+1)/2. Така ж кількість і невідомих функцій 

NNN wvuwvuwvu ,,...,,,,,,, 333111 . Пронумеруємо рівняння так: ДР, отримане при 

1u –перше рівняння, при 1v –друге рівняння, при 3u –третє рівняння і т. д.  
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Виділимо СДР, яка описує ВКЕ. Перетворимо ДР (3.41). Диференціюємо 1-

е ДР по y , 2-е по x  і віднімемо їх. Аналогічно поступимо з 3-м і 4-м і т. д. Отри-

маємо однорідну розв’язувальну СДР порядку )1(N  відносно вихрових функцій 

),...,3,1(, Njj : 

;0),(
3,1

yxН
N

j
jjі  ( Nі ,...,3,1 ),                                  (3.44) 

 
де )( jiН ji –диференціальні оператори 2-го порядку; )( jiН ji  нульового: 

 

)(,);,...,3,1(),( 00
2

2 jihНNihhН jijiiiii .              (3.45) 

 

В (3.45) h  з індексами–МГП, причому 00 ijji hh , тобто, диференціальна мат-

риця СДР (3.44) симетрична: )(),,...,3,1( jiNjНН ijji . 

Виділимо СДР, яка не містять вихрових функцій і описує внутрішній НДС і 

потенціальний КЕ. Знову перетворимо ДР (3.41). Диференціюємо 1-е ДР по x , 2-е 

по y  і складемо їх; 3-е ДР по x , 4-е по y  і складемо їх і т. д. Отримаємо групу ДР 

 

),...,3,1(,))(( 2

,3,1

2
2

2
20 Niqwddd iu

N

j
jjwijjiji ,          (3.46) 

 
де d  з індексами залежать від МГП і визначаються через параметри ДР (3.41).  

Далі виразимо з ДР (3.42) ),( yxj   ( ),...,3,1 Nj  через ),( yxw j  і підставимо 

в (3.46). Дістанемо неоднорідну СДР порядку 2 )1(N  відносно функцій ),( yxw j : 

 

),(),(
3,1

yxqПyxwП qi

N

j
jji  ),...,3,1( Ni ,                            (3.47) 

 
де jiП  –диференціальні оператори 4-го порядку. qiП – диференціальні оператори 

2-го порядку. Всі оператори в (3.47) залежать від МГП. Аналізуючи якісну струк-

туру операторів jiП  і qiП установлено, що вони мають такий вигляд: 
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;);,;,...,5,3,(, 0
2

20
2

2
4

4 iiqijijijiji ПjijiNjiП   (3.48) 

0141 ,... i
– МГП. 

 
Диференціальні рівняння (3.44) і (3.47) називатимемо надалі 

розв’язувальними ДР при кососиметричному деформуванні. З цих ДР знаходяться 

вихрові функції ),...,3,1(),,( Njyxj  і складові ),( yxw j . Функції ),( yxj  ви-

значаються з (3.42); ),( yxu j , ),( yxv j знаходяться із групи ДР (3.41) і виражаються 

через ),( yxj , ),( yxw j  і ),( yxj . Знаючи складові переміщень та функції 

),...,3,1(),,(),,( Njyxyx jj  на основі (3.30) і (3.31) знаходяться напруження. 

3.3.4.2. Диференціальні рівняння ВКЕ. Загальні розв’язки. Зведемо 

розв’язувальну СДР вихрового КЕ (3.44) до більш зручного ДР. Перетворимо СДР 

(3.44) операторним методом (використовувався, зокрема, у [98, 100, 268, 310, 363]). 

Зобразимо шукані функції ),( ухj  через нову функцію ),( yx  таким чином: 

 

)3;,...,3,1(),,(),( 0
1 NNjухНух jj ,                          (3.49) 

 

де 0
1 jН –ад’юнкти диференціального визначника 0H  СДР (3.44). Ураховуючи 

(3.49), СДР (3.44) зведеться до визначення ),( yx  із однорідного ДР порядку 

)1(N  (називатимемо його визначальним ДР): 

 

,0),()(...)()(),( 2/)1(
2

2
2

1
2

0 yxrrryxH N            (3.50) 

 

де r  з індексами – МГП, корені відповідного характеристичного рівняння ( 0ir ). 

Загальний розв’язок ДР (3.50) зображується у вигляді: 

  
2/)1(

1

)( ),(),(
N

i

i ухух ,                                        (3.51) 

 

де ),()( ухi –загальні розв’язки (2.22) диференціальних рівнянь Гельмгольца 

 

)1;2/)1(,...,2,1(,0),()( )(2 NNiyxr i
i .                 (3.52) 
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На основі (3.49)–(3.52) і (2.22) отримаємо загальні розв’язки для вихрових 

функцій ),( yxj : 

2/)1(

1

)(0
1 ),(),(

N

i

i
jj ухHух .                                   (3.53) 

 
3.3.4.3. Визначальні ДР внутрішнього НДС і ПКЕ. Загальні розв’язки. 

Розглянемо СДР (3.47), яка описує внутрішній НДС і потенціальний КЕ. Операто-

рним методом зобразимо jw  через нові шукані функції ),( yxФk : 

 

),3;,...,3,1(,),(),(
3,1

0 NNjyxФПyxw
N

k
kjkj                    (3.54) 

 

де 0
jkП  є ад’юнктами  визначника 0П  системи (3.47). 

На основі (3.47), (3.48), (3.54) отримається зручна СДР відносно функцій 

),( yxФk  (називатимемо її визначальною), яка після розкладання на множники лі-

вих частин матиме вигляд: 

 
);,(),(... 00)1(2100 yxqDayxФDDDDD kkkN  ,3;,...,3,1 NNk      (3.55) 

 
де  

;;; 0
2

0
22

0 kkii sDsDD  ;1,...,2,1 Ni  

 

00,, kki ass –МГП;  is –корені відповідного характеристичного рівняння (для транс-

версально-ізотропних пластин з малою жорсткістю поперечного зсуву 0is ).  

СДР (3.55) зручніша, ніж (3.47), оскільки ліві частини цієї системи однакові. 

Форми загальних розв’язків СДР (3.55) отримуються в такому вигляді: 

 
),,...,3,1(),,(),(),( 0 NkyxФyxФyxФ rkkk                      (3.56) 

 
де ),(0 yxФk –загальні розв’язки відповідних однорідних ДР СДР (3.55), ),( yxФ rk –

частинні розв’язки неоднорідних ДР (3.55). Оскільки однорідні ДР системи (3.55) 

однакові, можна покласти 0),(0 yxФk , ( Nk ,...,5,3 ). не збільшуючи порядок ці-

єї СДР. Тоді загальні розв’язки (3.55) на основі (3.56) приймуть вигляд: 
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);,(),(),(),( 1111 yxФyxФyxФyxФ rПB  ),...,5,3(),,(),( NkyxФyxФ krk . (3.57) 

 
У формулах (3.57): ВФ1  – загальний розв’язок (2.19) бігармонічного рівняння 

01
4Ф ; ПФ1 –загальний розв’язок однорідного ДР порядку )1(2 N  

 

;0),(... 1)1(21 yxФDDD ПN                                      (3.58) 

 
),( yxФ rk  – частинні розв’язки неоднорідних ДР (3.55). 

Загальний розв’язок ПФ1  ДР (3.58) зобразиться у вигляді: 

 

),(
1

2,1
11 yxФФ

N

j
jПП ,                                             (3.59)  

 

де jПФ1  – загальні розв’язки ДР )1,...,2,1(,0)( 1
2 NjФs jПj  (п. 2.2.3). 

Потенціальний КЕ описується однорідним ДР (3.58). Внутрішній НДС ви-

значається сумою загального розв’язку ВФ1  бігармонічного рівняння і частинних 

розв’язків ),...,3,1( NkФ rk  неоднорідних ДР (3.55) порядку )1(2 N . Отже, ДР 

внутрішнього НДС і потенціального КЕ розділені. 

Загальні розв’язки СДР (3.47) на основі (3.54), (3.57), (3.59): 

 

),,()),(),((),(
3,1

0
11

0
1 yxПyxФyxФПyxw rk

N

k
jkПBjj  ).,...,3,1( Nj       (3.60) 

 
Складові ),...,3,1(,, Nkvu kk  визначаються з групи ДР (3.41): 

 

),,,,,,,,,(

,)(),(

,,,,,,,,

,,,,
3,1

yyxykxxyxk

xqkxiiwkyiikxiik

N

i
k

qwvqwu

qwyxu
                 (3.61) 

де 

),...,3,1(,)(),(
5,3

2
1

2
1 Niqwwух qikik

N

k
ikіі ,           (3.62) 

 
 з індексами–МГП. 

Напруження визначаються на основі (3.30), (3.31) (3.53), (3.60)–(3.62). 
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3.3.5. Симетричне деформування. Перетворення СДР рівноваги. 

3.3.5.1. Розв’язувальні рівняння. Перетворимо систему ДР рівноваги 

(3.34) симетричного деформування в Н К02…(N-1)). Невідомі функції 

11122200 ,,...,,,,,, NNN wvuwvuvu . 

Аналізуючи якісну структуру операторів СДР (3.34) та, приймаючи до уваги 

(3.21) і (3.32), система ДР рівноваги (3.34) перетвориться до такої: 

 

);(,

);(,

0,0,000

1

,4,2
,0

1

,2,0
,0

0,0,000

1

,4,2
,0

1

,2,0
,0

vpw

upw

yuxu

N

i
yiiwu

N

i
yiiu

xuyu

N

i
xiiwu

N

i
xiiu

               (3.63) 

);1,...,4,2(

),(,)(

);(,)(

,,000

1

,4,2
,0

1

,2,0
,0

,,0

1

,4,2
,

1

,2,0
,

Nk

vpvw

upuw

kyukxu

N

i
iiukuyiiwu

N

i
yiiu

kxukykku

N

i
iiukuxiiwku

N

i
xiiku

     (3.64) 

)1,...,4,2(),(,)(
1

,4,2
0

2
2

1

,2,0

Njwpw jjw

N

i
iiwjwiwjw

N

i
iijw .     (3.65) 

 

Кількість рівнянь (3.64) дорівнює (N-1),  а рівнянь (3.65) (N-1)/2, Кількість 

рівнянь системи (3.63)–(3.65) дорівнює (3N+1)/2. Така ж кількість і невідомих фу-

нкцій 11122200 ,,...,,,,,, NNN wvuwvuvu .  

ДР, які описують вихровий КЕ: 

 

;0
1

4,2

N

j
jjіS  ( 1,...,4,2 Nі ),                                  (3.66) 

 
де )(),1,...,4,2( jiNjS ji  –диференціальні оператори другого порядку; 

)( jiS ji –диференціальні оператори нульового порядку: 

 

)(,);1,...,4,2()( 00
2

2 jiSNiS jjijiiiiii .         (3.67) 
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В (3.67)  з індексами–МГП, причому 00 ijji , тобто, диференціальна мат-

риця симетрична: )(),1,...,4,2;1,...,4,2( jiNjNiSS ijji . Як бачимо ди-

ференціальні матриці рівнянь вихрового КЕ (3.67) при симетричному деформу-

ванні структурно такі ж, як і при кососиметричному (3.45). 

Виділимо тепер СДР, яка не містить вихрових функцій і описує внутрішній 

НДС і потенціальний КЕ. Знову перетворимо групу рівнянь (3.64). 

Диференціюємо перше рівняння по x , друге по y  і складаємо їх. Аналогіч-

но поступаємо з третім і четвертим і т. д. Отримується така група рівнянь: 

 

).1,...,4,2(,))(( 2
1

4,2

2
20

2
20

2
0 Niw iu

N

j
jjwijjijii  (3.68) 

 

Рівняння (3.68) разом з рівняннями (3.63) і (3.65) представляють СДР, яка описує  

ВНДС та ПКЕ при симетричному деформуванні. Перетворимо її. Для цього із ДР 

(3.65) виразимо 142 ,...,, N  через 1420 ,...,,, Nwww . Дістанемо: 

 

)1,...,4,2(,)(),(),(
1

4,2
0

2
200 Niwaaayxpayx

N

j
jjwijwiipii .  (3.69) 

 

Підставляючи (3.69) у (3.63) і (3.68), отримається розв’язувальна СДР внут-

рішнього НДС і потенціального КЕ (порядку 2N+2) відносно 14200 ...,.,,, Nwwwvu : 

 

)2/)3(,...,2,1(),,(
2/)3(

2,1
2)2(0201 NiyxpTwTvTuT pi

N

n
nniii ,             (3.70) 

 

де jiT  –диференціальні оператори (для наближень К02 і К024 ці оператори надалі 

виписані в явному вигляді).  

3.3.5.2. ДР вихрового КЕ. Загальні розв’язки. Зведемо розв’язувальні ДР 

(3.66) до зручного визначального рівняння. Введемо операторним методом нову 

шукану функцію ),( ух , через яку виразимо шукані функції ),( ухj : 
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)3;1,...,4,2(),,(),( 0
1 NNjухSух jj ,                     (3.71) 

 

де 0
1 jS –ад’юнкти диференціального визначника 0S  СДР (3.66). Тоді СДР (3.66) на 

основі (3.71) зведеться до знаходження ),( yx  з однорідного ДР порядку )1(N : 

 

0),()(...)()(),( 2/)1(
2

2
2

1
2

0 yxlllyxS N .            (3.72) 

 

де l  з індексами–МГП. 

Загальний розв’язок ДР (3.72) зображується у вигляді: 

 
2/)1(

1

)( ),(),(
N

i

i ухух ,                                         (3.73) 

 

де ),()( ухi –загальні розв’язки диференціальних рівнянь Гельмгольца: 

 

)3;2/)1(,...,2,1(,0),()( )(2 NNiyxl i
i .                      (3.74) 

 

Вихрові функції ),( yxj  визначаються на основі (3.71), (3.73), (3.74): 

 
2/)1(

1

)(0
1 ),(),(

N

i

i
jj ухSух .                                   (3.75) 

 
Формули (3.75) для ),( yxj  виражають на основі п. 2.2.3  загальні розв’язки 

для вихрового КЕ при симетричному деформуванні в НК02   (N-1). 

3.3.5.3. Визначальні ДР внутрішнього НДС і ПКЕ. Загальні розв’язки. 

Отримаємо визначальні ДР і загальні розв’язки СДР (3.70). Введемо нові шукані 

функції ))2/)3((,...,2,1(),( NjyxFj  таким чином: 

 

),2/)1(,...,2,1(),,(),(

);,(),();,(),(

2/)3(

2,1

0
)2(2

2/)3(

2,1

0
20

2/)3(

2,1

0
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N

j
jnjn

N

j
jj

N

j
jj

NnyxFTyxw

yxFTyxvyxFTyxu

                 (3.76) 

 



 125 

де 0
mjT  – ад’юнкти системи (3.70). Тоді функції ),( yxFj  з урахуванням (3.70) і 

(3.76) знаходяться з визначальної СДР порядку (2N+2): 

 

),(0 yxpTFT Pij ,                                               (3.77) 

 

де 0T –диференціальний визначник системи (3.70), який має вигляд: 
 

1

1,0

2
2

4
0

N

n

n
ПnNT )(...))(( 1

2
2

2
1

2
)1(2

4
NПN mmmN , 

 

im –корені відповідного характеристичного рівняння, залежать від МГП. 

Аналогічно п. 3.3.4.3 загальні розв’язки ДР (3.77) зобразяться таким чином: 

 
);,(),(),(),( 1111 yxFyxFyxFyxF rПB  2/)1(,..,1),,(),( NjyxFyxF jrj . (3.78) 

 

В (3.78) 
B

F
1

 – загальний розв’язок бігармонічного рівняння ;01
4

ВF  ),( yxF rj – 

частинні розв’язки неоднорідних ДР (3.77); 
П

F
1

 – загальний розв’язок ДР потенці-

ального КЕ 0),()(...))(( 11
2

2
2

1
2 yxFmmm ПN  порядку (2N-2): 

 
1

2,1
11

N

i
iПП FF .                                                  (3.79) 

 
В (3.79) iПF1 – загальні розв’язки ДР Гельмгольца: 

 

)1,...,2,1(,0),()( 1
2 NiyxFm iПi .                            (3.80) 

 
Отже, при симетричному деформуванні пластини рівняння ВНДС та ПКЕ 

також розділяються. На основі (3.76), (3.78)–(3.80) дістанемо 14200 ,...,,,, Nwwwvu : 

 

;)(),(
2/)3(

2

0
111

0
110

N

j
rjjПB FTFFTyxu  ;)(),(

2/)3(

2

0
211

0
120

N

j
rjjПB FTFFTyxv  

(3.81) 

)2/)1,...,2,1(,)(),(
2/)3(

2

0
)2(11

0
)2(12 NnFTFFTyxw

N

j
rjnjПBnn . 

 
Складові 114422 ,,...,,,, NN vuvuvu  визначаються із групи ДР (3.64): 
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),1,...,4,2(,)(),(

;)(),(
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1

2,0
,

,

1
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1
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Nkpwyxv

pwyxu
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i
yikwixiik

N

i
yiikk

xpk

N

i
xikwiyiik

N

i
xiikk

    (3.82) 

 
де kpkwiikik ,,,  – МГП пластини. 

Знаючи усі складові переміщень (3.81), (3.82), з урахуванням (3.69), (3.75) за 

відповідними формулами (3.29)–(3.31) знаходяться всі компоненти НДС. 

 

3.4. Частинні випадки наближень. Наближення К01, К0-3 

 

У п. 3.3 в наближенні К0-N отримані основні залежності, ряди для перемі-

щень, напружень, виведені ДР рівноваги, крайові умови, розв’язувальні та визна-

чальні ДР і загальні розв’язки. Наведемо нижче основні рівняння в наближеннях 

К01, К0-3, не зупиняючись детально на методиці їх отримання, яка описана в п. 

3.3. Зауважимо, що позначення деяких сталих і операторів для цих наближень не 

співпадають з позначеннями в загальному випадку для НК0-N. 

3.4.1. Наближення К01. Ураховуються тільки складові 11100 ,,,, wvuvu . 

Переміщення 

,),,( 1100 uPuPzyxU  );;( kk vuVU  10),,( wPzyxW ;       (3.83) 

деформації 
 

xxx uPuPzyx ,11,00),,( , ( vuyxyx ;//; ); 

0z ; 
1

0
,, )(),,(

k
xkykkyx vuPzyx ; 11,10),,( uPwPzyx xxz , 

( 11;//; vuyxyzxz ); 
 
напруження 
 

2200),,( xxxz tPtPzyx , ( 2,0;; ntt ynxnyzxz ); 

3

0

),,(
n

znnz sPzyx ; 
3

0

),,(
n

xnnx sPzyx ,                      (3.84) 

( ynxnyx ss; ); 1100),,( yxyxyx tPtPzyx , 

де 
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);;(;/),(),(;/),(),( 111210 yxnynxxxxx QQtthyxQyxthyxQyxt  

 
;2/),(),(0 yxpyxsz  ;5/),(3),(1 yxqyxsz  ;02zs  ;10/),(),(3 yxqyxsz  

 
;)(),( 010,0,000 zyxx sdvudyxs  ;)(),( 110,1,101 zyxx sdvvudyxs  ;02xs     (3.85) 

 

3103 ),( zx sdyxs , ( kkynxn vuyxss ,;/,/; ); )(),( ,, xkykyxk vuGyxt , ( 1,0k ). 

 

111,1111 ),( ulwhyxQ xx ;  111,1111 ),( vlwhyxQ yy ;  ;6/511 hGh  3/511 Gl . 

 

СДР рівноваги при кососиметричному деформуванні (СДР 6-го порядку): 

 

iqiii LwLvLuL 13,12,11, ,  ( 3,2,1i );                       (3.86) 

 
при симетричному деформуванні (СДР 4-го порядку): 

 

ipii MvMuM 02,01, ,  ( 2,1i ).                                (3.87) 

 
У рівняннях (3.86), (3.87): 
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 ;11
x

q
L uq ;1132

2

1112

2

1122,2
ух

L  ;1313,2
у

L  ;12
у

q
L uq  

2
3313,3L , ;3 qL q  ijji LL ,, ,  

 
де 

 

;0111 hd  ;112 hG  );( 0121 Gvdh  ;2/100 hdu  ;3/0111 hd  ;3/112 hG  

(3.89) 

;/2 11113 hl  ;3/0121 vdGh  ;3/2 11131 h  ;5/101 hdu  11331 h . 

 

Перетворена СДР (3.86) з урахуванням (3.88), (3.89) при кососиметричному дефо-

рмуванні має такий вигляд: 

 



 128 

;,1,1131,1112,11111113 xuxyx qwu  

;,1,1131,1112,11111113 yuyxy qwv                          (3.90) 

.1
2

3311131 qw  

 
ДР, яке описує вихровий КЕ: 

 

.0
10

121
2

Gh

G
                                           (3.91) 

 
ДР (3.91) з точністю до позначень для ізотропної пластини співпадає з рівнянням 

КЕ Рейснера ( друге рівняння (1.1)). 

Із перших двох рівнянь (3.90) отримаємо:  

 

.2
11

2
1311

2
1111113 qw u                             (3.92) 

 
Третє ДР (3.90) і ДР (3.92) описують ВНДС (без ПКЕ). Указані ДР зводяться до 

одного ДР: 

 

).
)1(12

;
5

3
(,

2

3

14
2

14113

141111
1

4 Eh
D

G
qqwD u              (3.93) 

 

Для ізотропної пластини ДР (3.93) прийме вигляд: ,
)1(10

)2( 2
2

1
4 qq

h
wD  

що з точністю до позначень співпадає з першим ДР Рейснера (1.1). 

Перетворимо СДР (3.87) операторним методом. Введемо нові функції 

),(),,( 21 yxTyxT  таким чином: 

 
.; 21112102121220 TMTMvTMTMu                            (3.94) 

 
На основі (3.87), (3.94) дістанемо ДР 4-го порядку відносно ),(),,( 21 yxTyxT : 

 

);/( 0
2

11
4 GdhMT p   )/( 0

2
22

4 GdhMT p .                         (3.95) 

 

Тоді складові компонент переміщень визначатимуться так: 

 

rrrr TMTTMvTMTTMu 211110210212110220 )(;)( ,  



 129 

 
де 10T –загальний розв’язок бігармонічного ДР, а rr TT 21 , –частинні розв'язки неод-

норідних ДР (3.95). 

Таким чином, при симетричному деформуванні вихровий КЕ не виникає, а 

ВНДС (без ПКЕ) описується сумою розв’язків бігармонічного рівняння і частин-

ними розв’язками двох неоднорідних ДР 4-го порядку (3.95). 

3.4.2. Наближення К0-3. Виходячи з п. 3.3, ураховуючи складові 

)3(,,,,,,,,,,, 33322211100 Nwvuwvuwvuvu , дістанемо 

переміщення: 

 
3

2,1
1

3

1,0

),()
2

(),,();,,(),,()
2

(),,(
k

kk
k

kk yxw
h

z
PzyxWvVuUyxu

h

z
PzyxU ; (3.96) 

 
напруження: 

 
4

1,0

4

1,0

),()/2(),,(;),()/2(),,(
n

nynzy
n

xnnxz yxthzPzyxyxthzPzyx . 

5

1,0

),()/2(),,(
n

znnz yxshzPzyx ;                                      (3.97) 

5

1,0

),()/2(),,(
n

xnnx yxshzPzyx , ( );, yx  
3

1,0

),()/2(),,(
n

nxynyx yxthzPzyx , 

де 

);,(
1

),( 10 yxQ
h

yxt xx  );,(
5

3
),( 21 yxQ

h
yxt xx  ));,(),(

7

3
(

1
),( 132 yxQyxQ

h
yxt xxx  

);,(
5

3
),( 23 yxQ

h
yxt xx  ),,(

7

3
),( 34 yxQ

h
yxt xx  ( ), yx ; 

);,(
10

1
),(5,0),( 20 yxyxpyxsz  );,(

70

3
),(

5

3
),( 31 yxyxqyxsz  

);,(
7

1
),( 22 yxyxsz );,(

15

1
),(

10

1
),( 33 yxyxqyxsz );,(

70

3
),( 24 yxyxsz

),(
42

1
),(

35
yxyxs

z
; )3,2,1,0(,)(),( 10,,0 nsdvudyxs znynxnxn ; 

znnx sdyxs 10),( , (n =4, 5); );,;,( kk vuyx  )(),( xnynyxn vuGyxt , ( )3,2,1,0n ; 

);3,1(),( 3311,33,11 kululwhwhyxQ kkxkxkkx                       (3.98) 

);;(,),( 222,2222 vuyxulwhyxQ xx  
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;),(

;),();,(),(

33331313333

222202022221

qeeewqyx

peeewqyxyxqyx

q

p
 

;5/84;5/14;5/7;7;6/7

;5/6;15/28;15/;15/14

333133312222

13111311

GlGlhGhhGlhGh

GlGlhGhhGh
 

./;/)21(;3/22;3/22;11

);/(66;2/7;2;7);/(14

2010301020330333031

20332302230202022

dddEddedede

hdqededehdq

q

p
 

 

3.4.2.1. Кососиметричне деформування. Наближення К13. В 

цьому наближенні  (N=3) , виходячи з (3.96)–(3.98), маємо:  

переміщення 
 

3

3,1
1

3

3,1

),()
2

(),,();,,(),,()
2

(),,(
k

kk
k

kk yxw
h

z
PzyxWvVuUyxu

h

z
PzyxU ; (3.99) 

 
напруження 
 

4

2,0

4

2,0

),()/2(),,(;),()/2(),,(
n

nynzy
n

xnnxz yxthzPzyxyxthzPzyx ; 

5

3,1

),()/2(),,(
n

znnz yxshzPzyx ;                                  (3.100) 

5

3,1

),()/2(),,(
n

xnnx yxshzPzyx , ( );, yx  
3

3,1

),()/2(),,(
n

nxynyx yxthzPzyx . 

 
СДР рівноваги має 12-й порядок (з точністю до позначень співпадає з СДР 

[114, 310, 314]): 

 

qiiiiiii LwLwLvLuLvLuL 36,15,34,33,12,11, , ( 6,...,2,1i ),     (3.101) 

де 

1132

2

1122

2

1111,1
yx

L ; 
yx

L
2

1212,1 ; 1332

2

1313,1
x

L ; 

yx
L

2

1414,1 ; ;1515,1
x

L  ;1616,1
x

L  ;11
x

q
L uq  

;2232

2

2222

2

2212,2
yx

L  ;
2

2313,2
yx

L  ;2432

2

2424,2
y

L  
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;2515,2
y

L  ;2616,2
y

L  ;12
y

q
L uq  ;3332

2

3322

2

3313,3
yx

L   (3.102) 

;
2

3414,3
yx

L  ;3515,3
x

L  ;3616,3
x

L  ;33
x

q
L uq  

;4432

2

4422

2

4414,4
yx

L  ;4515,4
y

L  ;4616,4
y

L  ;34
y

q
L uq  

;2
5515,5L  ;2

5616,5L  ;5 qL q  ;662
2

6616,6L  .
7

3
6 qL q  

 
Аналітично показано, що диференціальна матриця лівої частини СДР 

(3.101) – симетрична, ijji LL . У (3.102) сталі–МГП, визначаються згідно з (А.1). 

Після перетворень СДР (3.101) дістанемо: 

 

;,1,3161,1151,1112,3131,111131331113 xuxxyxx qwwuu  

;,1,3161,1151,1112,3131,111131331113 yuyyxyy qwwvv  

;

;

,3,3361,1351,3332,3331,113133331133

,3,3361,1351,3332,3331,113133331133

yuyyxyy

xuxxyxx

qwwvv

qwwuu
 

;13
2

5611
2

55133511151 qww w  

.33
2

66136621
2

56133611161 qwww w  

 

Розв’язувальна СДР 4-го порядку, яка описує ВКЕ:  

 

,0

,0

3
2

33233331133

31331
2

1121113
                                    (3.103) 

 
де вихрові функції ),(),,( 31 yxyx  мають такий вигляд: 

 

;)( 2
3323331  1333 .                              (3.104) 

 

В (3.104) функція ),( yx  задовольняє визначальному ДР: 

 
0),(0 yxH .                                                 (3.105) 
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У (3.105) 
0

H  – диференціальний визначник системи (3.103): 

 

),)(( 2
2

1
2

40
2

2
4

40 rrKKKKH BBBB              (3.106) 

 

де ;3321124BK  ;3331123321132BK  .2

1333331130B
K  

З урахуванням (3.106) загальний розв’язок ),( yx ДР (3.105) має вигляд: 

 
2

2,1

)( ),(),(
j

j yxyx ,                                        (3.107) 

 

де ),()( yxj –загальні розв’язки ДР Гельмгольца )2,1(,0),()( )(2 jyxr j
j . 

Функції )3,1(),,( iyxi  виражаються через складові ),( yxwi  таким чином:  

 

)3,1(43
2

3321
2

1 kqwww kkkkk ,                (3.108) 

 

де  з індексами–МГП (формули А.2 дод. А). 

Розв’язувальна СДР (8-го порядку) внутрішнього НДС з потенціальним КЕ: 

 

;

;

3333131

1313111

qПwПwП

qПwПwП

q

q
                                          (3.109) 

 
де qq ПППП 313311 ,,,...,  – диференціальні оператори: 

 

.;;

;;;

30
2

323330
2

332
4

33433
2

312
4

31431

10
2

121
2

132
4

13413
4

11411

q

q

ППП

ППП
  (3.110)  

 

В (3.110)  з індексами–МГП, які визначаються згідно з додатку (А.3). 

Загальний розв’язок СДР (3.109) 8-го порядку внутрішнього НДС з ПКЕ: 

 

);,(),(),( 3
0
311

0
111 yxФПyxФПyxw  ),,(),(),( 3

0
331

0
133 yxФПyxФПyxw    (3.111) 

 

де ),(),,( 31 yxФyxФ  – нові шукані функції, 0
33

0
11,..., ПП  – ад’юнкти диференціаль-

ного визначника системи (3.109): 33
0
11 ПП ; ;13

0
31 ПП  ;31

0
13 ПП  .11

0
33 ПП  

Визначальна СДР внутрішнього НДС з потенціальним КЕ: 
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)3,1(,),(0 kqПyxФП kqk ,                               (3.112) 

 
де 0П  – диференціальний визначник СДР (3.109) на основі (3.110) має вигляд: 

 

))( 2
2

1
24

4
4

0
6

2
8

40 ssККККП ПППП .          (3.113) 

 
В (3.113): 

;; 31413231213433211423141343341144 ПП KK  

.3121323301140ПK  

 
Загальні розв’язки визначальних неоднорідних ДР (3.112): 

 

rrrПВr ФФФухФФФФФФухФ 333031111101 ),(;)(),( .      (3.114) 

 
Тут 030Ф , ВФ1 –загальний розв’язок бігармонічного ДР; ),( yxФ rk  – частинні 

розв’язки неоднорідних ДР (3.112), які виражаються через неоднорідні ДР 2-го 

порядку; ПФ1  – загальний розв’язок ДР 4-го порядку: 

 

0),())( 12
2

1
2 yxФss П ,                                 (3.115) 

де 
2

2,1
11 ),(),(

j
jПП yxФyxФ ; jПФ1 –загальні розв’язки ДР Гельмгольца: 

0),(( 1
2 yxФs jПj  (п. 2.2.3). 

 
Тоді на основі (3.111) і (3.114) дістанемо: 

 
;)(),( 313111331 rrПВ ФПФФФПyxw  

(3.116) 
.)(),( 311111313 rrПВ ФПФФФПyxw  

 

Визначальна СДР (3.112) при кососиметричному деформуванні пластини 

розділена на рівняння ВНДС та ПКЕ. Рівняння (3.115) відносно функції ),(1 yxФ П  

описує ПКЕ, а загальні розв’язки бігармонічного рівняння ),(1 yxФ B  разом з час-

тинними розв’язками ),( yxФ rk  неоднорідних ДР (3.112) описують ВНДС. Загаль-

ні розв’язки розв’язувальної СДР (3.109) зображені у вигляді (3.116). 
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Складові ,ku  kv  через функції ),( yxk , ),( yxk , ),( yxwk  ( 3,1k ): 

;),( ,,33,11,33,11,33,11 xkqxkwxkwykykxkxkk qwwyxu  

(3.117) 

ykqykwykwxkxkykykk qwwyxv ,,33,11,33,11,33,11),( , 

 

де сталі  з індексами–МГП, визначаються за формулами (А.4) додатку А. 

Кососиметричне деформування пластини може відбуватися також при 

0pq , якщо на бічна поверхня зазнає кососиметричного відносно серединної 

площини навантаження або ж  кососиметричних переміщень. 

3.4.2.2. Симетричне деформування. Наближення К02 . У фор-

мулах  (3.96), (3.98) ураховуються складові компонент  22200 ,,,, wvuvu . 

Переміщення мають вигляд: 

 

),()
2

(),,();,,(),,()
2

(),,( 21

2

2,0

yxw
h

z
PzyxWvVuUyxu

h

z
PzyxU

k
kk ;   (3.118) 

 
Напруження: 

 
3

3,1

3

3,1

),()/2(),,(;),()/2(),,(
n

nynzy
n

xnnzx yxthzPzyxyxthzPzyx . 

4

2,0

),()/2(),,(
n

znnz yxshzPzyx ;                                 (3.119) 

4

2,0

),()/2(),,(
n

xnnx yxshzPzyx , ( );, yx  
2

2,0

),()/2(),,(
n

nxynyx yxthzPzyx , 

де 

);,(
5

3
),( 21 yxQ

h
yxt xx  );,(

5

3
),( 23 yxQ

h
yxt xx  ( ), yx ; 

);,(
10

1
),(5,0),( 20 yxyxpyxsz  );,(

7

1
),( 22 yxyxsz );,(

70

3
),( 24 yxyxsz  

)2,0(,)(),( 10,,0 nsdvudyxs znynxnxn ; 

4104 ),( zx sdyxs , );,;,( kk vuyx  )(),( xnynnxy vuGyxt , ( )2,0n ; 

);;(,),( 222,2222 vuyxulwhyxQ xx  

;),( 22220202222 peeewqyx p  ;7;6/7 2222 GlhGh  );/(14 2022 hdq  

;2/7;2;7 230223020 pedede 2010301020 /;/)21( dddEdd . 
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СДР (10-го порядку) при симетричному деформуванні у НК02 має таку форму: 

 

piiiiii MwMvMuMvMuM 25.24,23,02,01, , ( )5,...,2,1i ,       (3.120) 

де 

,
2

2

1122

2

1111,1
yx

M  ,
2

1212,1
yx

M  ,
2

2

1313,1
x

M  

,
2

1314,1
yx

M  ,1515,1
x

M  ;01
x

p
M up  

2

2

1112

2

1122,2
yx

M , 

,
2

1313,2
yx

M  ,
2

2

1314,2
y

M  ,1515,2
y

M  
y

p
M up 02 ,       (3.121) 

,3332

2

3322

2

3313,3
yx

M  ,
2

3414,3
yx

M  ,3515,3
x

M  
x

p
M up 23 , 

,3332

2

3312

2

3324,4
yx

M  ,3515,4
y

M  ,24
y

p
M up   

,552
2

5515,5M  .25 pM wp  

 

Показано, що диференціальна матриця СДР (3.120) симетрична: jiij MM . 

У формулах (3.121)  з індексами–МГП, визначаються згідно з (А.5) дод.А. 

Із СДР (3.120) отримано перетворену СДР: 

 
;,0,2151,2131,0112,0111 xuxxyx pw  

yuyyxy pw ,0,2151,2131,0112,0111 ; 

xuxyxx pwu ,2,2351,2332,23312333,0131 ;             (3.122) 

;,2,2351,2332,23312333,0131 yuyxyy pwv  

pw w22552
2

55123510151 )( . 

 
Із перших двох ДР цієї СДР виділяється розв’язувальне ДР 2-го порядку ві-

дносно функції ),(
2

yx , яке описує ВКЕ при симетричному деформуванні: 

.0)( 2333
2

332                                          (3.123) 

 

Із трьох останніх рівнянь (3.122) після перетворень дістанемо: 

 

pw u
2

22
2

3512333
2

3310
2

131 )( ; 
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(3.124) 

),,(),()(),(),( 23222
2

210202 yxpyxwyxyx  

 

де ;/ 35115120  ;/ 35155121  ;/ 35155322  351223 /w . 

СДР з перших двох ДР (3.122) і 1-го ДР (3.124) з урахуванням 2-го ДР 

(3.124), є розв’язувальною СДР внутрішнього НДС з потенціальним КЕ для симе-

тричного деформування. Вона 8-го порядку відносно ),(
0

yxu , ),(
0

yxv , ),(
2

yxw : 

 
,

230201
pTwTvTuT

jPjjj
 (j=1, 2, 3),                              (3.125) 

де  

;
2

2

1122

2

0111
yx

T  ;)(
2

1120112
yx

T  ;)( 03
2

0213
x

T  

;)(
2

1120121
yx

T  ;
2

2

1122

2

0122
xy

T  ;)( 03
2

0223
y

T  

;)( 06
2

0531
x

T  ;)( 06
2

0532
y

T  ;09
2

08
4

0733T  

;041
x

T P  ;042
y

T P  ;011
2

0103PT               (3.126) 

;2013111101  ;2113102  ;1512213103  ;23131004 u  

;2033113105  ;2033306  ;2133107  ;351213332233108  

;2233309  ;233312010 u  .23333011  

 

Отримаємо визначальну СДР і побудуємо загальні розв’язки ДР (3.125). 

Введемо нові шукані функції ),( yxF
j

: 

 
3

1

0
10 ),,(),(

j
jj yxFTyxu  

3

1

0
20 ),,(),(

j
jj yxFTyxv  

3

1

0
32 ),,(),(

j
jj yxFTyxw     (3.127) 

 

де 0
jmT  – ад’юнкти системи ДР (3.125), які з урахуванням (3.126) мають вигляд: 

 

;)()(
2

2
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2

5
2

2

2
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2

3
4

2

2
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2

1
0

11
y

n
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nT  

];)()[( 65
2
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4

21

2
0

21 nnnnnn
yx

T  
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);( 03
2

02
2

112
0

31
x

T  ;0
21

0
12 TT  

;)()(
2

2

52

2

6
2

2

2

32

2

4
4

2

2

12

2

2
0

22
y

n
x

n
y

n
x

n
y

n
x

nT    (3.128) 

);( 03
2

02
2

112
0

32
y

T  );( 06
2

05
2

112
0

13
x

T  

);( 06
2

05
2

112
0

23
y

T  4
7

0
33 nT ; 

;071121n  ;050207012n  ;081123n  ;0503060208014n  

;091125n  ;060309016n  .011127n  

 
Із (3.125), (3.127), (3.128) дістанемо визначальну СДР відносно ),( yxF

j
: 

 
)3,2,1(,0 jpTFT jPj .                                       (3.129) 

 

Тут 
0

T  – диференціальний визначник системи (3.125): 

 

))(()( 2
2

1
24

40
2

2
4

4
4

0 mmNNNNT ПППП ,        (3.130) 

де  

)( 020507011124ПN ; )( 0602050308011122ПN ; 

)( 060309011120ПN ; 

 

im –корені відповідного характеристичного рівняння. 

Загальні розв’язки СДР (3.129): 

 
),,(),(),( 0 yxFyxFyxF rjjj  (j=1, 2, 3),                        (3.131) 

 
де ),(

0
yxF

j
 – загальні розв’язки однорідних рівнянь 8-го порядку: 

 
00 jFT ;                                                    (3.132) 

 
),( yxF rj –частинні розв’язки неоднорідних рівнянь (3.129). 

Щоб не збільшувати порядок ДР покладемо 0),(,0),( 3020 yxFyxF ). 

Тоді, ураховуючи (3.131), загальні розв’язки СДР (3.129) будуть такими: 

 

)3,2().,(),(),,(),(),(),( 1111 jyxFyxFyxFyxFyxFyxF rjjrПВ .     (3.133) 
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Тут на основі (3.130) і (3.132) ),(1 yxF B  і ),(1 yxF П – загальні розв’язки ДР: 

 

;01
4

ВF  0),())(( 12
2

1
2 yxFmm П ,                           (3.134) 

 

де ),(
2

2,1
11 yxFF

j
jПП , ),(1 yxF Пj –загальні розв’язки ДР )2,1(,0)( 1

2 jFm Пjj . 

Функція ),(
1

yxF
П

 описує ПКЕ, а функція ),(
1

yxF
B

 разом з частинними 

розв’язками ),( yxF rj  (j=1, 2, 3) СДР (3.129) описують ВНДС при симетричному 

деформуванні пластини. Отже, окремо розділені розв’язки для ВНДС та ПКЕ. 

Приймаючи до уваги (3.127), (3.133) і (3.134), дістанемо 
0

u , 
0

v , 
2

w : 

 

;)(),(;)(),(
3

1

0
2

2

2,1
11

0
120

3

1

0
1

2

2,1
11

0
110

j
rjj

j
ПjB

j
rjj

j
ПjB FTFFTyxvFTFFTyxu  

(3.135) 

.)(),(
3

1

0
3

2

2,1
11

0
132

j
rjj

j
jПB FTFFTyxw  

 

Складові ),(
2

yxu , ),(
2

yxv  знаходяться з 3-го та 4-го ДР системи (3.122): 

 

,),(

;),(

,2,222,222,222,0022

,2,222,222,222,0022

ypywxyy

xpxwyxx

pwyxv

pwyxu
          (3.136) 

 

де ;
333

131
02  ;

333

331
22  ;

333

332
22  ;

333

351
22w  .

333

2
2

u
p  

Таким чином, симетричне деформування пластини описується СДР 10-го 

порядку. ДР, які описують ВКЕ, ПКЕ та ВНДС, розділяються. ВКЕ визначається 

ДР 2-го порядку (3.123) відносно функції 
2
; ПКЕ описується другим ДР (3.134) 

4-го порядку відносно функції
П

F
1

; ВНДС визначається бігармонічним ДР віднос-

но функції BF1  та частинними розв’язками rjF  системи неоднорідних ДР (3.129). 

Зазначимо, що симетричне деформування пластини має також місце, якщо 

на лицевих площинах 0),(),( yxpyxq , але на бічній поверхні діє симетричне 

відносно серединної площини навантаження, або ж коли бічна поверхня зазнає 

симетричних відносно серединної площини переміщень. 
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3.5. Вищі наближення. Наближення К0-5 

 

3.5.1. Основні рівняння. Аналогічною методикою отримані залежності і ДР 

для НК0-5. Ураховуються складові переміщень NNN wvuwvuvu ,,,...,,,,, 11100 . 

Переміщення: 

 
5

1

),,(
k

kkuPzyxU , );;( kk vuVU  
4

0
1),,(

k
kk wPzyxW ;       (3.137) 

 
Напруження: 

 

;),()/2(),,(;),()/2(),,(
6

1,0

6

1,0 n
nynzy

n
xnnxz yxthzPzyxyxthzPzyx  

7

1,0

),()/2(),,(
n

znnz yxshzPzyx ;                               (3.138) 

7

1,0

),()/2(),,(
n

xnnx yxshzPzyx , ( );, yx  
5

1,0

),()/2(),,(
n

nxynyx yxthzPzyx . 

 

У формулах (3.138): 
 

;
1

),( 10 xx Q
h

yxt  ;
5

3
),( 21 xx Q

h
yxt  ;

7

31
),( 312 xxx Q

h
Q

h
yxt  

;
3

1

5

3
),( 423 xxx Q

h
Q

h
yxt  ;

11

3

7

3
),( 534 xxx Q

h
Q

h
yxt  

;
3

1
),( 45 xx Q

h
yxt  xx Q

h
yxt 56

11

3
),( , );( , ynxnnynx QQtt ; 

);
5

1
(

2

1
),( 20 pyxsz  );

14

1
(

5

3
),( 31 qyxsz  );

6

1
(

7

1
),( 422 yxsz  

;
66

1

15

1

10

1
),( 533 qyxsz  );

11

1

10

1
(

7

3
),( 424 yxsz          (3.139) 

);
13

1

14

1
(

3

1
),( 535 yxsz  ;

66

1
),( 46 yxsz  57

286

3
),( yxsz ; 

nzynxnnx sdvudyxs 10,,0 )(),( , ( 5,...,2,1,0n ); 

nznx sdyxs 10),( , ( 7,6n ), );/,/;,;( yxvuss nnnynx  

)5,...,1,0(),(),( ,, nvuGyxt xnynnxy , 

де 
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5

0
,55,33,11),(

i
iinxnxnxnnx ulwhwhwhyxQ ; );5,3,1(n  

5

1
,44,22),(

i
iinxnxnxn ulwhwhyxQ , )4,2(n ; 

);//;;,( iikykx vuyxQQyx ;                        (3.140) 

qeeeewqyx qnnn
i

niinn 55331

5

2
1),( , ( 5,3n ); 

peeeewqyx kpkk
i

kik ik 44220

5

1
0),( , ( 4,2k ).  

 

Сталі при функціях у (3.140) –МГП, визначаються за формулами (А.6) дод. А. 

ДР рівноваги пластини для зручності подамо в єдиному вигляді: 

 

49,38,37,26,25,14,13,02,01, uDvDuDvDuDvDuDvDuD iiiiiiiii  

ipqiiiiiiii DwDwDwDwDwDvDuDvD 517,416,315,214,113,512,511,410, , (3.141) 

( 17...,,2,1i ), 

 
де jiD ,  – диференціальні оператори, ipqD  – функції зовнішнього навантаження. 

Аналітично показано, що jiD , = ijD ,  ( )17...,,2,1j . 

Диференціальні оператори jiD ,  визначаються таким чином: 
 

;
2

2

1122

2

1111,1
yx

D  ;
2

1212,1
yx

D  ;
2

2

1515,1
x

D  ;
2

1616,1
yx

D  

;017,115,113,112,111,18,17,14,13,1 DDDDDDDDD  ;
2

2

1919,1
x

D  

 ;
2

110110,1
xy

D  ;114114,1
x

D  ;116116,1
x

D  ;01
x

p
D upq   

;
2

2

2222

2

2212,2
yx

D  ;
2

2515,2
yx

D  ;
2

2

2616,2
y

D ;
2

2919,2
yx

D  

;
2

2

210110,2
y

D  ;214114,2
y

D  ;216116,2
y

D   

;017,215,213,212,211,28,27,24,23,2 DDDDDDDDD  ;02
y

p
D upq  

3332

2

3322

2

3313,3
yx

D ; 
yx

D
2

3414,3 ; 3722

2

3717,3
x

D ; 

 
yx

D
2

3818,3 ; 31122

2

311111,3
x

D ; 
yx

D
2

312112,3 ; 
x

D 313113,3 ; 
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x
D 315115,3 ; 

x
D 317117,3 ; 016,314,310,39,36,35,3 DDDDDD ; 

;13
x

q
D upq  4432

2

4422

2

4414,4
yx

D ; ;
2

4717,4
yx

D  

;4822

2

4818,4
y

D  
yx

D
2

411111,4 ; ;41222

2

412112,4
y

D  
y

D 413113,4 ; 

y
D 415115,4 ; 

y
D 417117,4 ; ;016,414,410,49,46,45,4 DDDDDD  

;14
y

q
D upq  5532

2

5522

2

5515,5
yx

D ; ;
2

5616,5
yx

D 5922

2

5919,5
x

D ; 

;
2

510110,5
yx

D  ;514114,5
x

D  ;516116,5
x

D  

017,515,513,512,511,58,57,5 DDDDDDD ; ;25
x

p
D upq  

6632

2

6622

2

6616,6
yx

D ; ;
2

6919,6
yx

D  61022

2

610110,6
y

D ; 

;614114,6
y

D  ;616116,6
y

D  ;017,615,613,612,611,68,67,6 DDDDDDD  

;26
y

p
D upq  7732

2

7722

2

7717,7
yx

D ; 
yx

D
2

7818,7 ; 

;71122

2

711111,7
x

D  
yx

D
2

712112,7 ; 
x

D 713113,7 ; 
x

D 715115,7 ; 

x
D 717117,7 ; ;016,714,710,79,7 DDDD  ;37

x

q
D upq          (3.142) 

8832

2

8822

2

8818,8
yx

D ; 
yx

D
2

811111,8 ; ;81222

2

812112,8
y

D  

y
D 813113,8 ; 

y
D 815115,8 ; 

y
D 817117,8 ; ;016,814,810,89,8 DDDD  

;38
y

q
D upq  9932

2

9922

2

9919,9
yx

D ; ;
2

910110,9
yx

D  ;914114,9
x

D  

;916116,9
x

D  ;017,915,913,912,911,9 DDDDD  ;49
x

p
D upq  

101032

2

101022

2

1010110,10
yx

D ; ;1014114,10
y

D  ;1016116,10
y

D  

;017,1015,1013,1012,1011,10 DDDDD  ;410
y

p
D upq  

111132

2

111122

2

1111111,11
yx

D ; 
yx

D
2

1112112,11 ; 
x

D 1113113,11 ; 
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016,1114,11 DD ; 
x

D 1115115,11 ; 
x

D 1117117,11 ; ;511
x

q
D upq  

121232

2

121222

2

1212112,12
yx

D ; 
y

D 1213113,12 ; 016,1214,12 DD ; 

y
D 1215115,12 ; 

y
D 1217117,12 ; ;512

y

q
D upq  ;2

1313113,13D  

;016,1314,13 DD  ;2
1315115,13D  ;2

1317117,13D  ;1113 qpD wwpq  

14142
2

1414114,14D ; ;017,1415,14 DD  ;14162
2

1416116,14D  

;2214 qpD wwpq ;15152
2

1515115,15D ;016,15D ;15172
2

1517117,15D

;3315 qpD wwpq  ;16162
2

1616116,16D  ;017,16D  ;4416 qpD wwpq  

;17172
2

1717117,17D  qpD wwpq 5517 . 

 

ДР (3.141) при 16,14,10,9,6,5,2,1i описують симетричне деформування 

пластини, а при 17,15,13,12,11,8,7,4,3i – кососиметричне. Як це випливає із (3.142) 

для операторів jiD , , симетричне і кососиметричне деформування описуються неза-

лежними СДР. СДР симетричного деформування має 16-й порядок, а кососиметри-

чне – 18-й. У ДР (3.141) оператори jiD ,  над складовими компонент переміщень з пар-

ними індексами – це оператори ДР (3.34), позначені символом M ; оператори над скла-

довими компонент переміщень з непарними індексами – оператори ДР (3.33), позначені 

символом L  з відповідними нижніми індексами. Праві частини ipqD  ДР (3.141) для си-

метричного деформування – це праві частини (3.34), позначені символом M , а для ко-

сосиметричного деформування – праві частини (3.33), позначені символом L  з від-

повідними індексами. 

У (3.142) сталі  і  з індексами –МГП, визначаються згідно з (А.7): 

Крайові умови на контурі мають вигляд (3.35), де потрібно урахувати дода-

нки з варіаціями складових компонент переміщень з відповідними нижніми індек-

сами (при симетричному деформуванні – ураховуються доданки з варіаціями 

42442200 ,,,,,,, wwvuvuvu , а при кососиметричному – з варіаціями 

531553311 ,,,,,,,, wwwvuvuvu ). 
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3.5.2. Наближення К135. Загальні розв’язки. Ураховуючи в (3.141) скла-

дові )5,3,1(,,, iwvu iii і, виконуючи перетворення, отримується CДР:  

 

53112,33713372,1332,13311333 uuu xyx  

;,1,53171,33151,13131,53111 xuxxxx qwww  

53112,33713372,1332,13311333 vvv yxy  

;,1,53171,33151,13131,53111 yuyyyy qwww  

57112,3772,37713773,13711372 uuu yxx  

;,3,57171,37151,17131,57111 xuxxxx qwww  

57112,3772,37713773,13711372 vvv xyy  

;,3,57171,37151,17131,57111 yuyyyy qwww                (3.143) 

xxx uuu ,511111511113,3711137112,1311113112  

;,5,511171,311151,111131,511112 xuxxxy qwww  

xyyy vvv ,511112,511111511113,3711137112,1311113112  

;,5,511171,311151,111131 yuyyy qwww  

;15
2

131713
2

131511
2

131315111313713113131 qwww w  

315152
2

151511
2

131515111513715113151 )( ww  

;)( 3515172
2

15171 qw w  

315172
2

151711
2

131715111713717113171 )( ww  

qw w5517172
2

17171 )( . 

 

Із системи (3.143) (18-го порядку) виділено дві CДР. 

СДР 6-го порядку з симетричною диференціальною матрицею описує ВКЕ: 

 
;0553311 ііі ННН  ( 5,3,1і ),                          (3.144) 

де 
 

;333
2

33211Н  ;37213Н  ;311215Н  ;37231Н  

;773
2

77233Н  ;711235Н  ;311251Н  ;711253Н  11113
2

1111255Н . 

 
СДР 12-го порядку з симетричною матрицею описує ВНДС і ПКЕ: 

 

1
2

313153112
2

31113372
2

3711
2

3311333 )()( w  

;2
15

2
31713

2
3151 qww u  
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1
2

713157112
2

71113773
2

7711
2

3711372 )()( w  

;2
35

2
71713

2
7151 qww u  

1
2

11131511113
2

1111137112
2

711113112
2

3111 )()()( w  

;2
55

2
111713

2
11151 qww u                             (3.145) 

;15
2

131713
2

131511
2

131315111313713113131 qwww w  

1
2

131515111513715113151 w  

;)()( 3515172
2

15171315152
2

15151 qww w  

1
2

131715111713717113171 w  

.)()( 5517172
2

17171315172
2

15171 qww w  

 

СДР (3.144)–розв’язувальна СДР вихрового КЕ. Введемо нову функцію .  

 

),(),( 0
111 ухНух ; ),(),( 0

133 ухНух ; ),(),( 0
155 ухНух ,     (3.146) 

 

де 0
15

0
13

0
11 ,, ННН  – ад’юнкти диференційного визначника СДР  (3.144). 

Визначальне ДР для функції ),( ух : 

0),(0 ухН .                                              (3.147) 

 

де 0Н  – диференціальний визначник системи (3.144): 
 

)(
3

1

2
60

2
2

4
4

6
60 j

j
BBBBB rКККККН ; 

;143326 nK B  ;14333123324 nnK B  

;3231122237212333103322 nnnnK B ;30311220372103330 nnnK B   

;1111277214n  ;111127731111377212n ;2
71121111377310n  ;1111237222n  

;311271121111337220n  ;311277232n 3112773711237230n ; 

 

jr –корені відповідного характеристичного рівняння, залежать від МГП ( 0jr ). 

Загальний розв’язок ДР (3.147): 
3

1

)( ),(),(
j

j ухух , де ),()( ухj –

загальні розв’язки ДР 0)( )(2 j
jr  (п. 2.2.3), а загальні розв’язки СДР (3.144)  
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визначатимуться на основі (3.146). Із СДР (3.145) знаходяться 531 ,,  через 

,, 31 ww  5w : 

,),( 65
2

5543
2

3321
2

1 qwwwwwух iiiiiіі  ( 5,3,1i ),  (3.148) 

 

де  з індексами–МГП, визначаються за формулами (А.8), у яких –визначник 

системи останніх трьох рівнянь (3.145)) відносно 531 ,, ; 3311,..., AA –

алгебраїчні доповнення до відповідних елементів . 

Із перших трьох ДР (3.145) отримується розв’язувальна СДР 12-го порядку 

ВНДС і ПКЕ відносно функцій )5,3,1( jwj : 

 
qПwПwПwП iqiii 553311  )5,3,1(i ,                        (3.149) 

де 

;4
11411П  ;2

132
4

13413П  ;2
152

4
15415П  ;10

2
121qП  

;2
312

4
31431П  ;330

2
332

4
33433П  ;350

2
352

4
35435П  

;30
2

323qП  ;2
512

4
51451П ;530

2
532

4
53453П  

;550
2

552
4

55455П ,50
2

525qП  (  з індексами–МГП (А.9)). 

 
Отже, у високому наближенні ДР рівноваги при кососиметричному дефор-

муванні також розділені на дві окремі системи: одна (6-го порядку) описує ВКЕ, 

а інша (12-го порядку)– ВНДС та ПКЕ. Показано, що, як і для К13 остання сис-

тема в свою чергу розділяється на систему ВНДС і систему, яка описує ПКЕ. 

Загальний розв’язок системи (3.149) подається у вигляді: 

 

),5,3,1(),,(),(),(),( 5
0
53

0
31

0
1 kyxФПyxФПyxФПyxw kkkk      (3.150) 

 

де 0
ijП  – ад’юнкти диференціального визначника системи (3.149).  

З урахуванням (3.150) СДР (3.149), перетворюється до такої: 

 
),5,3,1(,),(0 iqПyxФП qii                                     (3.151) 

 

де 0П  – диференціальний визначник системи (3.149): 
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4

1

24
80

2
2

4
4

6
6

8
8

4
0 )()(

j
jПППППП sKKKKKKП ;   (3.152) 

 
В (3.152) K  з індексами–МГП, визначаються за формулами (А.10); js –МГП, ко-

рені відповідного характеристичного рівняння. 

Загальні розв’язки ДР (3.151): 

 
);,(),(),(),( 1111 yxФyxФyxФyxФ rПB )5,3(),,(),( kyxФyxФ krk .  (3.153) 

 

Тут rrr ФФФ 531 ,,  – частинні розв’язки неоднорідних ДР (3.151); ВФ1  – загальний 

розв’язок бігармонічного рівняння 01
4

ВФ ; ПФ1  – загальний розв’язок ДР 

 

0),())(( 1

4

1

2 yxФs П
j

j ,                                         (3.154) 

 

де ),(),,(),( 1

4

1
11 yxФyxФyxФ jП

j
jПП –загальні розв’язки ДР 0)( 1

2
jПj Фs . 

Отже, ПКЕ описується ДР (3.154), а загальний розв’язок ВФ1  бігармонічно-

го рівняння 01
4Ф  разом з частинними розв’язками rrr ФФФ 531 ,,  3-х неоднорі-

дних ДР 12-го порядку (3.151) описують ВНДС пластини. На основі (3.150), 

(3.153) і (3.154) дістанемо загальні розв’язки СДР (3.149): 

 

).5,3,1(),,()),(),((),(
5

3,1

0
11

0
1 kyxПyxФyxФПyxw ri

i
kiПBkk      (3.155) 

 

Складові переміщень )5,3,1(, kvu kk  знаходяться з 1-го–6-го ДР (3.143): 

 

.,...,);,/,,/,(

,)(),(

,,

,,,,

5

3,1

МГПyvxu

qwyxu

qkxikyik

xkqxikwiyiikxiik
i

k

jk

                 (3.156) 

 

3.5.3. Наближення К024. Загальні  розв’язки . Ураховуючи у 

СДР (3.141) складові )4,2,0(,, iwvu iii  після перетворень одержується СДР 16-го 

порядку:  



 147 

;,0,41161,21141,4191,2151,0112,0111 xuxxxxyx pww  

;,0,41161,21141,4191,2151,0112,0111 yuyyyyxy pww  

;,2,45161,25141,45914592,2552,25512553,0151 xuxxxyxx pwwuu  

;,2,45161,25141,459145922552,25512553,0151 yuyyyxyy pwwvv  

(3.157) 

;,4,49161,29141,4992,49914993,25912592,0191 xuxxyxxx pwwuu  

;,4,49161,291414992,49914993,25912592,0191 yuyyxyyy pwwvv  

;)()( 2414162
2

14161214142
2

14141491412514101141 pww w  

.)()( 4416162
2

16161214162
2

14161491612516101161 pww w  

 

ВКЕ визначається СДР 4-го порядку відносно функцій ),(
2

yx , ),(4 yx : 

 

.0

;0

4
2

99249932592

45922
2

5522553
                                 (3.158) 

 
Виконуючи перетворення 3-го – 6-го рівнянь системи (3.157), дістанемо: 

 

;2
24

2
51612

2
51414

2
59145922

2
55125530

2
151 pww u  

(3.159) 

.2
44

2
91612

2
91414

2
99149932

2
59125920

2
191 pww u  

 
ДР (3.159) разом з першими двома та останніми двома ДР (2.157) складають СДР 

12-го порядку, яка описує ВНДС та ПКЕ. Зведемо вказану систему до чотирьох 

ДР відносно функцій .,,, 2200 wwvu  Із останніх двох рівнянь (3.157) дістанемо: 

 

),4,2(,)()(),( 40
2

220
2

200 iwccwbbapayx iiiiipii      (3.160) 

 
де cba ,,  з індексами–МГП, які визначаються залежностями (А.11). 

Перші два ДР (3.157) і ДР (3.159) з урахуванням (3.160) перетворюються до 

СДР: 

pTwTwTvTuT ipiiii 44230201 ,  (і=1, 2, 3, 4).                   (3.161) 
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Показано, що диференціальна матриця СДР (3.161) симетрична. В (3.161): 

 

;
2

2

1122

2

11111
y

d
x

dT  ;
2

12112
yx

dT  );( 132
2

13113 dd
x

T  

);( 142
2

14114 dd
x

T  
x

aaT ppup )( 4191215101 ; 

;
2

2

2222

2

22122
y

d
x

dT  );( 232
2

23123 dd
y

T                  (3.162) 

);( 242
2

24124 dd
y

T  
y

aaT ppup )( 42101226102 ; 

;333
2

332
4

33133 dddT  ;343
2

342
4

34134 dddT  ;03
2

233 ppp ddT  

;443
2

442
4

44144 dddT  04
2

244 ppp ddT , 

 

де сталі d  з індексами–МГП, визначаються згідно з (А.12). 

Загальні розв’язки СДР вихрового КЕ (3.158) зображуються так: 

 

;)(),( 993
2

9922 yx  5924 ,                    (3.163) 

 

де ),( yx  є розв’язком ДР 4-го порядку 

 

0),(0 yxS .                                             (3.164) 

 

Тут 0S  – диференціальний визначник СДР (3.158): ),)(( 2
2

1
2

40 ttNS B  

;9925524BN  ;9925539935522BN  2
5929935530BN ; 21,tt –корені характе-

ристичного рівняння. 

Після знаходження  із (3.164) визначаються функції 2  та 4  із (3.163). 

Для отримання загальних розв’язків СДР (3.161) введемо нові шукані фун-

кції )4,3,2,1(),( jyxFj : 

 
4

1

0
20

4

1

0
10 );,(),();,(),(

j
jj

j
jj yxFTyxvyxFTyxu  

(3.165) 
4

1

0
44

4

1

0
32 ),,(),();,(),(

j
jj

j
jj yxFTyxwyxFTyxw  

 

де 0
mjT  – ад’юнкти системи (3.161). 
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Функції ),( yxF
j

 (j=1, 2, 3, 4) знаходяться з чотирьох визначальних ДР: 

 
,0 pTFT jPj                                                     (3.166) 

 

де ,)(
4

1

24
80

i
iП mNT  iП mN ,8 – МГП. 

Загальні розв’язки ДР (3.166) зображуються у вигляді: 

 

);,(),(),(),( 1111 yxFyxFyxFyxF rПB  ),,(),( yxFyxF rjj  (j=2, 3, 4), (3.167) 

 

де 
B

F
1

 – загальний розв’язок ДР ;01
4

ВF  ),( yxF rj  – частинні розв’язки неод-

норідних ДР 12-го порядку (3.166); ПF1  – загальний розв’язок ДР 8-го порядку: 

 

0))(( 1

4

1

24
П

i
i Fm .                                        (3.168) 

 
Отже, і при симетричному деформуванні пластини розділені рівняння 

ВНДС та ПКЕ. Складові 
0

u , 
0

v , 
2

w , 4w  на основі (3.165) і (3.167) визначаються так: 

 

;)(),(
4

1

0
111

0
110

j
jrjПB FTFFTyxu  ;)(),(

4

1

0
211

0
120

j
jrjПB FTFFTyxv  

(3.169) 

;)(),(
4

1

0
311

0
132

j
jrjПB FTFFTyxw  .)(),(

4

1

0
411

0
144

j
jrjПB FTFFTyxw  

 

Складові компонент 2u , 2v , 4u , 4v , знаходяться із 3-го-6-го ДР (3.157):  
 

,),(

;),(

,,44,22,44,22

4

2,0
,

,,44,22,44,22

4

2,0
,

ypkywkykwxkxk
i

yiikk

xpkxwkxkwykyk
i

xiikk

pwwyxv

pwwyxu

  (3.170) 

 
де  з індексами– МГП пластини. 

Таким чином, симетричне деформування пластини визначається СДР 12-го 

порядку, причому, рівняння, які описують ВКЕ, ПКЕ та ВНДС, розділяються. 

ВКЕ описується ДР 4-го порядку (3.164) відносно функції ;  ПКЕ визначається 

ДР 8-го порядку  (3.168)  відносно  функції  
П

F
1

; ВНДС  описується  загальними  
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розв’язками бігармонічного рівняння відносно функції 
B

F
1

 та частинними 

розв’язками ),( yxF rj  чотирьох неоднорідних ДР 12-го порядку (3.166). 

3.5.4. Алгоритм розв’язання граничних задач для пластин. Наведемо 

алгоритм розв’язання граничних задач для пластин довільної товщини  в НК135.  

1). Для заданих геометричних і механічних параметрів пластини визначають-

ся всі інші МГП (формули (3.8), (А.6), (А.7)). 

2). Розв’язки граничної задачі можна знаходити двома шляхами: 1-й–

використовуючи СДР рівноваги (3.141) (при 17,15,13,12,11,8,7,4,3i ) з крайовими 

умовами (3.35) (при 5N ) ураховуючи 5,3,1j ; 2-й–використовуючи 

розв’язувальні та визначальні ДР. На наш погляд другий шлях простіший, якщо 

праві частини ДР (3.141) складні, або ж містять розривні функції (див. розд. 8). Зу-

пинимось на 2-у способі. Із ДР (3.147) знаходиться функція ),( yx  як загальний 

розв’язок цього ДР. Через функцію ),( yx  визначаються вихрові функції ),(1 yx  

та ),(3 yx  із залежностей (3.146).  

3). Знаходяться загальні розв’язки ),(1 yxФ В  бігармонічного рівняння, загаль-

ний розв’язок ),(1 yxФ П  ДР 8-го порядку з частинними похідними (3.154) і частинні 

розв’язки )),(),,(),,( 531 yxФyxФyxФ rrr трьох  неоднорідних ДР 12-го порядку 

(3.151). Визначаються загальні розв’язки ),( yxФi  СДР (3.151) згідно з (3.153). 

4). За формулами (3.155) знаходяться )5,3,1(),( kyxwk . 

5). Визначаються функції )5,3,1(),( iyxi  із залежностей (3.148).  

6). Знаходяться складові компонент переміщень ),(),,( yxvyxu kk  (3.156). 

7). За формулами (3.139), (3.140) визначаються функції stQ ,,,  з індексами. 

8). За формулами (3.141), (3.142) визначаються функції stQ ,,,  з індексами. 

9). Всі функції stvuw ,,,,,  з індексами залежать від сталих інтегрування 

(всього 16 сталих; 4 сталих ДР (3.147) і 12 сталих ДР (3.151)). 

10). Згідно з (3.24) і (3.28) визначаються складові компонент зовнішнього 

навантаження і переміщень на бічній поверхні пластини. 
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11) На основі крайових умов (3.35)–(3.40) знаходяться сталі інтегрування. 

Легко впевнитись, що кількість крайових умов і сталих інтегрування однакова. 

12). Згідно з (3.137) – (3.139) визначаються переміщення і напруження з 

урахуванням кососиметричних складових  )5,3,1(),(),,(),,( kyxwyxvyxu kkk . 

Аналогічний алгоритм розв’язання граничних задач при симетричному дефо-

рмуванні, а також в інших наближеннях. Якщо  розв’язуються граничні задачі для 

пластин з урахуванням поперечного обтискання, то потрібно урахувати компоненти 

НДС при кососиметричному і симетричному деформуваннях і результати скласти. 

 

3.6. Методи розв’язання граничних задач в тригонометричних рядах 

 

3.6.1. Метод розв’язання в одинарних тригонометричних рядах. 

3.6.1.1. Кососиметричне деформування. Розглянемо застосування цього 

методу в НК13.  В цьому випадку виконуються граничні умови (3.2) при 

0),( yxp . На краях by ,0  пластина вільно обіперта, а крайові умови при 

axx ,0  можуть бути довільними кососиметричними відносно серединної 

площини. Тоді згідно з (3.39) повинні виконуватися крайові умови: 

 
;0),0;( byxuk  ;0),0;( byxwk  ,0),0;( byxs iy  ( )3,1;3,1 ik . (3.171) 

 

Розкладемо навантаження ),( yxq  в одинарний тригонометричний ряд: 
 
 

1

,)(),(
n

ynn Sxqyxq  
b

ynn dySyxq
b

xq
0

),(
2

)( , )/;sin( bnyS nnyn . (3.172) 

 

Розв’язок бігармонічного рівняння зобразиться у вигляді: 
 

1
11 ,)(),(

n
ynnВВ SxФyxФ                                      (3.173) 

 

де функції )(1 хФ пB  для кожного n  містять по чотири сталих інтегрування. 

Загальний розв’язок ),(1 yxФ П  ДР (3.115) шукаємо у формі: 
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1
11 .)(),(

n
ynnПП SxФyxФ                                      (3.174) 

 

Ураховуючи (3.174), (3.113) і (3.115), дістанемо ДР для визначення )(1 хФ пП : 

 

,0)()2( 10
2

2
4

41
2

4214 ПпПпПпП
ІІ

пПпПП
ІV

пПП ФККKФКKФК           (3.175) 

 

характеристичне рівняння якого має вигляд: 

 

,0)()2(
0

2

2

4

4

22

42

4

4 ПпПпПпППП
ККKkКKkК  (п=1, 2,...).       (3.176) 

 

Корені рівняння (3.176) залежать від МГП пластини. ДР (3.175) для кожного n  

функції )(1 хФ пB містять по чотири сталих інтегрування.  

 

1

,)(),(
n

ynnrkrk SxФyxФ  (k =1, 3).                             (3.177) 

 

Функції )(xФ nrk  згідно з (3.113) визначаються із рівнянь: 

 

nkn
II
nk

IV
nrjn

VI
nrjn

VIII
nrj qbqbФbФbФ 4321 ,                        (3.178) 

де  

;/)4( 4
2

421 ПпППn KKКb  ;/)36( 40
2

2
4

42 ППпПпПn KКKКb  

;/ 423 Пkk Kb  Пknknk Kb 40
2

24 /)( , (k =1, 3); ( kknn bbbb 4321 ,,,  – МГП). 

 

За функції )(xФ nrk  можна взяти частинні розв’язки неоднорідних ДР (3.178).  

Розв’язки ДР ВКЕ (3.105) знаходимо у формі: 

 

)cos(,)(),(
0

yCCxyx nny
n

ynn ,                           (3.179) 

 

де для визначення функцій )(x
n

 матимемо ДР за структурою подібне рівнянню 

(3.115) із заміною в ньому коефіцієнтів ,
4П

K  ,
2П

K  
П

K
0

 відповідно на ,
4В

K  ,
2В

K  

В
K

0
. Функції )(x

n
 для кожного значення n  містять чотири сталі інтегрування. 

Функції ),(),,( 31 yxyx  ДР (3.103), ураховуючи (3.179), матимуть форму:  
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0
11 ;)(),(

n
ynn Cxyx  

0
33 ,)(),(

n
ynn Cxyx                (3.180) 

 

де функції )(xni  визначаються через функції )(xn . 

Після знаходження )(1 xФ nВ , )(1 xФ nП , )(xФ nrj , )(xn  з урахуванням 

(3.173), (3.174), (3.177), (3.179) одержуються ),(1 yxФ В , ),(1 yxФ П , ),( yxФ rj , 

),( yx . З урахуванням (3.104), (3.108), (3.116), (3.117) та (3.172) і (3.180)  діста-

немо вирази для ),( yxk  та складових переміщень ku , kv , kw   (k =1,3) у вигляді: 

 

11

11

,)(),(,)(),(

,)(),(,)(),(

n
ynnkk

n
ynknk

n
ynnkk

n
ynknk

CxvyxvSxuyxu

SxyxSxwyxw

                      (3.181) 

 

де функції )(xwkn  та )(xkn  залежать від )(1 xФ nВ , )(1 xФ nП , )(xФ nrk , )(xqn , а фу-

нкції )(xukn , )(xvkn  – від )(1 xФ nВ , )(1 xФ nП , )(xФ nrk , ),(xn  )(xq
n

. 

Згідно (3.98) знаходяться функції ),(),,( yxQyxQ kykx  ),3,1(k ),(3 yx : 

 

1
33

11

,)(),(

);3,1(,)(),(,)(),(

n
ynn

n
ynnkyyk

n
ynnkxxk

Sxyx

kCxQyxQSxQyxQ

       (3.182) 

 
де функції від x  виражаються через )(1 xФ nВ , )(1 xФ nП , )(xФ nrk , ),(xn  )(xq

n
. 

На основі (3.98) і (3.182) функції ,..,xit )3,1(kt yxk  мають вигляд: 

 

1

,)(),(
n

nynixxi Sxtyxt  
0

,)(),(
n

nynyiyi Cxtyxt  )4,2,0(i ; 

1

)(),(
n

ynzjnzj Sxsyxs , )5,3,1( j ;  
1

)(),(
n

nyxmnxm Sxsyxs ,      (3.183) 

1

,)(),(
n

nyymnym Sxsyxs )5,3,1(m ;  
0

)(),(
n

nynyxkyxk Cxtyxt , )3,1(k , 

 

де ),(xt nix …, )(xtyxkn  залежать від )(1 xФ nВ , )(1 xФ nП , )(xФ nrk , ),(xn )(xq
n

.  

Як випливає з (3.181) та (3.183) крайові умови (3.171) виконуються. 
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Сталі інтегрування (12 сталих для кожного n ) у функціях, що залежать 

тільки від x , визначаються із перетворених крайових умов для кососиметрично-

го деформування при axx ,0  )0,1( yx ll : 

 

.0})(
12

])()[(
12

{

1

2

2,0

)(

3

3,1

dswzlt
i

h

vyltuxls
i

h

ninsixnix
i

s i
ninsixnixyinnsixnix

 

 

На кожному краї задаються по 6 умов. Тут )(),(),( xtxtxs nixnixynix – функції, 

що входять в одинарні тригонометричні ряди для ),(),,(),,( yxtyxtyxs ixixyix : 

 

1

)(),(
n

ynnixxi Sxsyxs , ( ),, nixixnixix tss ; 
0

)(),(
n

ynnixyixy Cxtyxt , 

 
де nsinsinsi zyx ,,  – сталі коефіцієнти у розкладаннях функцій ),;,0( yaxx is  

);,0(),;,0( yaxzyaxy sisi  у тригонометричні ряди на краях ax ,0 : 

);,0( yaxxsi );(,
1

nsinsiissi
n

ynnsi zxzxSx ; );,0( yaxysi
1n

ynnsi Cy  

(сталі isnisnisn zyx ,,  для axx ,0  взагалі мають різні значення). 

При постановці задач в переміщеннях маємо по одній умові на кожному із 

двох країв ),0( axx  для кожної із функцій )3,1(),(),(),( kxwxvxu nknknk . 

Маючи вирази для складових переміщень та напружень за формулами (3.99), 

(3.100) визначаються компоненти переміщень та напружень як функції .,, zyx  

3.6.1.2. Симетричне деформування. Розглянемо застосування методу 

одинарних тригонометричних рядів при симетричному деформуванні транстроп-

них пластин в наближенні К02. На лицевих площинах пластини виконуються 

граничні умови (3.2) при 0),( yxq . На краях by ,0  пластина вільно обіперта, а 

крайові умови при axx ,0  можуть бути довільними симетричними відносно 

серединної площини пластини. Крайові умови приймають вигляд: 

 
;0),0;( byxuk  ;0),0;( byxwk  ,0),0;( byxsyi  ( 2,0;2,0 ik ).(3.184) 
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Навантаження ),( yxp  розвинемо в одинарний тригонометричний ряд: 
 

1

,)(),(
n

ynn Sxpyxp  
b

ynn dySyxp
b

xp
0

),(
2

)( .                   (3.185) 

 

Загальний розв’язок ДР ВКЕ (3.123) зобразиться у вигляді: 

 

0
22 ,)(),(

n
nyn Cxyx                                     (3.186) 

 

де  ,)( 212

x

n

x

nn
nn eCeCx  ( 332333

2 /nn ); njC  (j=1, 2) – сталі інтег-

рування, n >0 для всіх МГП. 

Загальний розв’язок ),(
1

yxF
B

 бігармонічного ДР: 

 

1
11 ,)(),(

n
ynnBB SxFyxF                                       (3.187) 

 

де  .)()()( 65431 xshxCCxchxCCхФ nnnnnnВп  

Загальний розв’язок ),(
1

yxF
П

 ДР (3.134) по структурі співпадає із (3.174): 

 

1
11 ,)(),(

n
nynПП SxFyxF                                    (3.188) 

 
де )(1 xF nП  визначаються із ДР 

 

0)()2( 10
2

2
4

41
2

4214 пППпПпП
ІІ
пПпПП

ІV
пПП FNNNFNNFN . 

 

Частинні розв’язки неоднорідних ДР (3.129) шукаються у вигляді: 

 

1

,)(),(
n

ynnrjrj SxFyxF  (j=1, 3), 
1

22 ,)(),(
n

nynrr CxFyxF      (3.189) 

 
де функції )(xF nrj  визначаються як частинні розв’язки ДР: 

 

,04131211 n
IV

nr
VI

nr
VIII

nr pFcFcFc  ,04232221 nn
IV

nr
VI

nr
VIII

nr pFcFcFc  

nnn
IV

nr
VI

nr
VIII

nr ppFcFcFc )( 011
2

010010333231 , ( ic  – МГП). 
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Знайшовши )(2 xn , )(1 xF nB , )(1 xF nП , )(xF nrj  (j=1, 2, 3), одержуються із 

(3.186)–(3.189) функції ),(2 yx , ),(
1

yxF
B

, ),(
1

yxF
П

, ),( yxF
jr

, а потім з урахуван-

ням (3.135) визначаються складові переміщень ),(
0

yxu , ),(
0

yxv , ),(
0

yxw :  

 

1
00 ,)(),(

n
nyn Sxuyxu  

1
22

1
00 ,)(),(,)(),(

n
ynn

n
nyn SxwyxwCxvyxv      (3.190) 

 
Функції ),(

0
yx  та ),(

2
yx  зображуються згідно з (3.21) та (3.124):  

 

1

)(),(
n

ynjnj Sxyx , (j=0, 2).                            (3.191) 

 
Складові переміщень ),(

2
yxu , ),(

2
yxv  знаходяться на основі (3.136), прий-

маючи до уваги (3.185), (3.186), (3.190) і (3.191): 

 

1
22 ,)(),(

n
ynn Sxuyxu  

0
22 )(),(

n
ynn Cxvyxv .                   (3.192) 

 

Функції )(
0

xu
n

, )(
0

xv
n

, )(
0

x
n

, )(
2

x
n

, )(2 xw n  залежать від )(xp
n

, )(1 xF nB , )(
1

xF
Пn

, 

)(xF nrj  (j=1, 2, 3), а )(2 xu n  і )(2 xv n  із (3.192) залежать ще й від )(xnj . 

Структура функцій двох змінних ,, 22 yx QQ ,2 ,ixt ),3,1(it iy ,jzs  

),4,2,0(,);4,2,0( mssj mymx kxyt )2,0(k  аналогічна (3.181) – (3.183). 

Крайові умови (3.184) виконуються. Сталі інтегрування (10 сталих для ко-

жного значення n ) знаходяться із крайових умов (3.35) (для )2,0,2 jN  на 

краях пластини при axx ,0 , які відображають симетричне деформування. 

При постановці задач в переміщеннях маємо по одній умові на кожному із двох 

країв для кожної із функцій )(),(),(),(),( 22200 xwxvxuxvxu nnnnn . 

3.6.2. Метод розв’язання в подвійних тригонометричних рядах. 

3.6.2.1. Кососиметричне деформування. Розглянемо наближення К13. На 

лицевих площинах виконуються граничні умови (3.2) при 0p . 

Приймемо, що при byax ,0;,0  виконуються  крайові умови Нав’є: 

 
 

,0);,0( yaxvk  ,0);,0( yaxwk  ;0);,0( yaxsxi  
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(3.193) 

,0),0;( byxuk  ,0),0;( byxwk  ,0),0;( byxsyi  ( )3,1;3,1 ik . 

 

Розвинемо навантаження ),( yxq  в подвійний тригонометричний ряд Фур’є: 

 

1 1

,),(
m n

nymxmn SSqyxq  
a b

nymxmn dxdySSyxq
ab

q
0 0

;),(
1

            (3.194) 

 
де тут і надалі ,sin xS mmx ,cos xC mmx  amm / . 

При вказаних крайових умовах вихровий та потенціальний КЕ будуть від-

сутні ( ,0),( yx
j

 (j=1, 3); 01ПФ ) і ВНДС пластини визначатиметься частин-

ними розв’язками rФ1 , rФ3  двох неоднорідних ДР 8-го порядку (3.112). Шукатиме-

мо частинні розв’язки ),(
1

yxФ
r

 та ),(
3

yxФ
r

 рівнянь (3.112) у формі: 

 

1 1

;),(
m n

nymxkrmnkr SSФyxФ  ,constФkrmn  (k =1, 3).               (3.195) 

 

Із (3.112) з урахуванням (3.194) і (3.195) знаходяться коефіцієнти nmrkФ : 

 

;
)(

)(

02
2

4
2

02

ППП

kkmn

nmrk
KKK

q
Ф  ;22

nm  (k =1, 3). 

 

Складові ),( yxwk  (k =1, 3) на основі (3.116) та (3.195) приймуть вигляд: 

 

1 1

,),(
m n

ynxmnmkk SSwyxw                                    (3.196) 

де 

;3311 nmrmnknmrmnkkmn ФaФaw  ;330332
2

33411mna  

);( 132
2

13413mna  );( 312
2

31431mna  .2
11433mna  

 

Функції ),( yxk  (k =1, 3) на основі (3.108), (3.194) і (3.196) мають вигляд:  

 

1 1

,),(
m n

nymxkmnk SSyx                                   (3.197) 

 

де .)( 433211 mnkmnkkmnkkmn qww  
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Складові компонент переміщень ),( yxuk , ),( yxvk  (k =1, 3) на основі 

(3.117), (3.194), (3.196) та (3.197) визначаються таким чином: 

 

1 1

;),(
m n

ynxmnmkk SCuyxu  
1 1

),(
m n

ynxmnmkk CSvyxv .         (3.198) 

 

В (3.198) ),( 33113311 mnkqmnkwmnkwmnkmnkmkmn qwwu  

)( 33113311 mnkqmnkwmnkwmnkmnknkmn qwwv . 

Тоді функції kxykx tQ ,...,  знаходяться згідно з формул (3.98) і (3.198): 

 

1 1

;),(
m n

ynxmnmxkxk SCQyxQ
1 1

;),(
m n

ynxmnmykyk CSQyxQ  

1 1
33 ;),(

m n
ynxmnm SSyx  

1 1

,),(
m n

ynxmnmixix SCtyxt  
1 1

,),(
m n

ynxmnmiyiy CStyxt  )4,2,0(i ;    (3.199) 

1 1

,),(
m n

ynxmnmjzjz SSsyxs  )5,3,1( j ; 
1 1

,),(
m n

ynxmnmlxlx SSsyxs  

1 1

,),(
m n

ynxmnmlyly SSsyxs )5,3,1(l ; 
1 1

),(
m n

ynxmnmxykxy CCtyxt , )3,1(k , 

 

де nmxynmxk tQ ...,,  – сталі, що залежать від МГП пластини і ....,, nmknmrk vФ  

Крайові умови (3.193) виконуються. 

Компоненти НДС пластини визначатимуться згідно з (3.99) і (3.100). 

3.6.2.2. Симетричне деформування. Розглянемо наближення К02. На ли-

цевих площинах виконуються граничні умови (3.2), при 0q , а на краях: 

 
0);,0( yaxvk , 0);,0( yaxwk , ;0);,0( yaxsxi  

(3.200) 

0),0;( byxuk , 0),0;( byxwk , 0),0;( byxsyi , ( 4,2,0;2,0 ik ). 

 

Зобразимо ),( yxp  у вигляді подвійного тригонометричний ряду: 
 

1 1

,),(
m n

nymxmn
SSpyxp  

a b

nymxmn dxdySSyxp
ab

p
0 0

),(
1

.            (3.201) 
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Для розглядуваних крайових умов КЕ відсутні. ВНДС пластини визнача-

ється частинними розв’язками rjF  трьох неоднорідних ДР 8-го порядку (3.129). 

Шукатимемо частинні розв’язки ),( yxF rj  у вигляді: 

 

1 1
11 ;

m n
nymxnmrr SCFF  

1 1
22 ;

m n
nymxnmrr CSFF  

1 1
33 ,

m n
nymxnmrr SSFF     (3.202) 

 
де constF nmrj  ).3,2,1( j  

Підставляючи ),( yxp  та ),( yxF
jr

 у (3.131), одержимо: 

 

;04
1

mn

mnm
nmr

N

p
F  ;04

2

mn

mnn
nmr

N

p
F  ,

])([ 011
22

010
3

mn

nmmn
nmr

N

p
F  

 

де .)]()()([ 222
0

22
2

222
4 nmПnmПnmПmn NNNN  

Тоді для ),,(
0

yxu  ),,(
0

yxv  ),(
2

yxw  із (3.135), (3.128) і (3.202) дістанемо: 

 

1 1
00 ;),(

m n
nymxmn SCuyxu  

1 1
00 ;),(

m n
nymxmn CSvyxv             (3.203) 

1 1
22 ,),(

m n
nymxmn SSwyxw  

 

де сталі wvu ,,  з індексами–МГП, визначаються за формулами (А.13). 

Функції ),(
0

yx  та ),(
2

yx  визначаються на основі (3.21), (3.124), (3.203): 

 

1 1

,),(
m n

ynxmnmii SSyx   ( )2,0i ,                           (3.204) 

 
де  

);( 000 mnnmnmnm vu nmnmnmnm pw 23221220202 )( . 

 

Складові 2u , 2v , ураховуючи (3.201), (3.203), (3.204), знаходяться із (3.136) 

 

1 1
22 ;),(

m n
nymxmn SCuyxu  

1 1
22 ,),(

m n
nymxmn CSvyxv            (3.205) 

де  

);( 22222220022 mnpmnwmnmnmmn pwu  

).( 22222220022 mnpmnwmnmnnmn pwv  
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Функції двох змінних yx QQ 22 , , 2 , ,);3,1(,, jzyixi sitt  ,);4,2,0( lxsj  

);4,2,0(lsyl )2,0(, ktyxk  на  основі  (3.201), (3.203), (3.205) мають вигляд 

(3.199). Неважко впевнитись у тому, що крайові умови (3.200) виконуються. 

НДС визначаються через складові компонент за відповідними формулами. 

3.6.2.3.Локальні і зосереджені навантаження. Не зменшуючи загальності 

підходу, розглянемо НК13 і випадок кососиметричного деформування з попере-

чними навантаженнями constqyxq 2/2/),( 0 , які напрямлені вниз і діють на 

прямокутні площинки з розмірами 2,2  з центрами площинок у точках 

)2/;;(1 hzdycxA , )2/;;(2 hzdycxA , ddyccx ;,; . 

Виконуються граничні умови (3.2) при 0),( yxp . Граничні умови (3.3), (3.4) на 

бічній поверхні також кососиметричні відносно серединної площини пластини. 

Інтегруючи рівність (3.194) в області пластини, отримаємо: 

 

)sin()sin()sin()sin(
16 0

nmnm

nm

nm dc
ab

q
q .                 (3.206) 

 
Тоді ),( yxq  згідно (3.194) і (3.206) зобразиться тригонометричним  рядом: 

 

ynxmnmnm
m n nm

SSdc
ab

q
yxq )sin()sin()sin()sin(

116
),(

1 1

0 .     (3.207) 

 
Якщо в точках 1A  і 2A  діють зосереджені сили 2/qF , які напрямлені вниз, 

то, покладаючи , що qFq 22,0,0 0 , дістанемо із (3.206): 

 
)/()sin()sin(4 abdcFq nmqnm                                    (3.208) 

 
і функція поперечного навантаження ),( yxq  зобразиться у вигляді ряду: 

 

ynxmnm
m n nm

q
SSdc

ab

F
yxq )sin()sin(

14
),(

1 1

.                 (3.209) 

 
Отже, при дії зосереджених поперечних сил 2/qF , прикладених у точках 

1A , 2A  і напрямлених униз, навантаження ),( yxq  у правих частинах СДР (3.101), 
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(3.109) зображується у вигляді (3.209), що еквівалентно наявності в правих час-

тинах цих СДР функції ),( dycxFq , де ),( dycx – функція Дірака: 

 

.0

;,
),(

yіxіншихдля

dyісxякщо
dycx  

 

А це тоді означає, що на основі (3.208), (3.209), (3.195)–(3.199) отримані 

аналітичні розв’язки визначальних ДР і ДР рівноваги при кососиметричному де-

формуванняі транстропних пластин довільної товщини при правих частинах цих 

рівнянь, які містять дельта –функцію і її похідні. 

Аналогічні отримуються вирази для навантаження ),( yxp  при симетрич-

ному (обтискуючому) навантаженні відносно серединної площини, В цьому ви-

падку на верхню і нижню лицеві грані на вказаних прямокутних площинках ді-

ють поперечні навантаження 2/0p , які стискують пластину. Умови (3.3), (3.4) на 

бічній поверхні також симетричні відносно серединної площини. Залежності 

(3.202)–(3.205) при дії зосереджених сил 2/pF  на верхній і на нижній лицевих 

гранях у точках 1A  і 2A , які стискують пластину, дають фундаментальні 

розв’язки  при обтискуючому деформуванні пластини. 

Якщо на пластину при кососиметричному навантаженні в точках 

),...,2,1()2/,,(),2/,,( 21 lihzdcAhzdcA iiiiii  діють зосереджені сили 

2/iqF , які напрямлені вниз, то функція поперечного навантаження ),( yxq  з ура-

хуванням (3.194), (3.209) і принципу суперпозиції зобразиться у вигляді: 

 
l

i m n
nymxinm SSqyxq

1 1 1

)(),( ,                               (3.210) 

де згідно з (3.208): 

)sin()sin(
4

inim

iq

inm dc
ab

F
q .                              (3.211) 

 
Тоді для розв’язків (3.195)–(3.199) потрібно взяти їх суми по i  від 1 до l : 

 



 162 

I

i m n
nymxinmrkkr SSФyxФ

1 1 1

)(),( ; 

I

i m n
ynxminmkk SSwyxw

1 1 1

)(),( ;  
I

i m n
nymxinmkk SSyx

1 1 1

)(),( ;   (3.212) 

I

i m n
ynxminmkk SCuyxu

1 1 1

);(),(  
I

i m n
ynxminmkk CSvyxv

1 1 1

)(),(    ( 3,1k ). 

 
У рядах (3.212) сталі коефіцієнти при тригонометричних функціях зале-

жать від inmq  згідно з (3.211) і (3.195)–(3.198). Компоненти напружень на основі 

(3.99), (3.100) також визначатимуться через сталі inmq . 

Аналогічно отримуються розв’язки  при симетричному зосередженому на-

вантаженні, а також в інших більш високих наближеннях. Структура тригономе-

тричних рядів для різних наближень однакова. 

 

3.7. Числові результати і їх аналіз 

 

3.7.1. Обгрунтування ефективності варіанта МТ. ВНДС прямокутних 

пластин довільної товщини при різних навантаженнях. На основі одержаних 

ДР варіанта МТ досліджено НДС вільно обіпертих на краях прямокутних плас-

тин ( hba ) при дії навантаження: 

 

nymxmn SSqyxq ),( ; nymxmn SSpyxp ),(  ( mnmm pq , – сталі).        (3.213) 

 

Числові розрахунки проведені на ПК на мові ФОРТРАН на основі складених па-

кетів математичних програм, які протестовані для різних частинних випадків з 

перевіркою достовірності отриманих результатів порівняннями їх у можливих 

випадках з відомими в літературі. Дослідження виконані для всіх компонент 

НДС і для широкого класу МГХ пластин при кососиметричному навантаженні 

( )0/ mnmn qp  і при навантаженні тільки на верхній лицевій площині ( згин з по-

перечним обтисканням: )1/ mnmn qp . 

Складові компонент переміщень відшукувались у вигляді: 
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nymxkmnk SCAyxu ),( ; nymxkmnk CSByxv ),( ; nymximni SSCyxw ),( ,       (3.214) 

 

де індекси k  та i  приймались відповідно розглядуваному наближенню, а саме: 

1;1,0 ik  (для НК01); 3,2,1;3,2,1,0 ik  (НК0-3); 

5...,,2,1;5...,,1,0 ik  (НК0-5). При цьому виконувались умови вільного обпи-

рання на бічній поверхні. Сталі nmknmknmk CBA ,,  визначались із відповідних сис-

тем ЛАР (підпрограма для розв’язування систем ЛАР на мові ФОРТРАН створена 

і апробована в задачах оптимізації к. т. н. доцентом кафедри будівельної механіки 

та опору матеріалів ПДАБА С. О. Шульгою). Компоненти переміщень та напру-

жень знаходились згідно з (3.29)–(3.31) з урахуванням відповідного наближення. 

При розгляданні циліндричного згину в паралельних xzO  площинах: 

 

mxmSqyxq ),( ; mxmSpyxp ),(   ),( constpq mm ,           (3.215) 

 

а складові компонент переміщень знаходились таким чином: 
 

mxkmk CAyxu ),( ; mxmii SCyxw ),( , ( mimk CA , – сталі); 0),( yxvk .   (3.216) 

 

Для з’ясування точності і ефективності побудованого варіанта МТ, знаходив-

ся також точний розв’язок задачі на основі тривимірних рівнянь ТП з використан-

ням операторного методу. На основі (3.213)–(3.216) та (3.29)–(3.31) знаходились 

безрозмірні компоненти НДС; безрозмірні компоненти VUzyzxxy

~
,

~
,~,~,~  ви-

значались для квадратних пластин при 4/ayx . В табл. А.4–А.19 наведені 

значення компонент НДС за різними наближеннями варіанта МТ (НК1, 

НК01,НК0-3, НК13, НК0-5, НК135) і за іншими теоріями (КТ-класична теорія, 

ТР-точний розв’язок за тривимірною ТП) для різних МГП пластин.. В цих таб-

лицях: t – розходження у % з точним розв’язком тривимірної ТП; 

У табл. А.4 представлені компоненти НДС, які отримані у [280] на основі 

ВП Ху-Вашіцу і Лагранжа при урахуванні перших двох наближень. В табл. А.5 

для порівняння точності і ефективності побудованого варіанта МТ наведені дані 

за різними теоріями. Побудований варіант МТ, оснований на ВПР і МВР, дає то-

чніші результати, ніж оснований на ВПР енергоасимптотичний метод [306].  
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Табл. А.4, А.5 показують, що в НК13 результати варіанта МТ в цілому порівня-

льні з результатами ВП Ху-Вашіцу і точніші результатів, отриманих за ВП Лаг-

ранжа; НДС в НК0-3 варіанта МТ за МВР точніший, ніж за іншими теоріями. 

Отже, розроблений варіант МТ при плавних навантаженнях описує достат-

ньо точно ВНДС товстих пластин і практично точно ВНДС пластин середньої 

товщини уже в НК13 (кососиметричне деформування) і в НК0-3 (згинальне де-

формування з урахуванням поперечного обтискання). НК135 і НК0-5 фактично 

співпадає з точним розв’язком. Висока точність розробленого варіанта МТ уже в 

перших наближеннях є обґрунтуванням вибору підходу до побудови варіанта 

МТ.за МВР для розв’язання граничних задач пластин і пологих оболонок. 

На рис. А.1–А.14 зображені графіки залежностей безрозмірних компонент 

НДС від hzz /~  для ізотропних і транстропних квадратних пластин за точною 

теорією та різними наближеннями варіанта МТ для параметрів 1nm , а на 

рис. А.15, А.16 при 9nm . Рис. А.9 і інші чисельні дані вказують на високу 

точність визначення НДС за НК13 навіть для товстих плит. Для компонент 

Wyxxzx

~
,~,~,~  результати за КТ і НК1 суттєво відрізняються від ТТ. Напружен-

ня z
~  за НК13, НК135 і ТТ відрізняються мало, залежність z

~  від z~  в межах 

4,0~4,0 z  практично лінійна, а поблизу лицевих площин слабо нелінійна. 

Рис. А.10 та інші результати показують, що урахування поперечного обтис-

кання призводить до зростання нелінійності змінення компонент НДС по товщині і 

деякому розходженню результатів за ТТ і НК0-3; для x
~ , yx

~  і W
~

 певні розхо-

дження мають місце на лицевих площинах, причому, на нижній лицевій площині во-

ни більші, ніж на верхній, для z
~  і xz

~  результати за НК0-3 і ТТ практично не від-

різняються. НК0-5 з високою точністю описує НДС навіть товстих плит. 

Збільшення податливості на поперечний зсув призводить до зростання не-

лінійності змінення компонент ,~
x  ,~

yx  xz
~  по товщині і зменшенню точності 

НК13, НК135, в основному на лицевих площинах – для ,~
x  ,~

yx  W
~

. Для xz
~  

певні розходження з точними результатами мають місце приблизно для 
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);15,0;35,0(z  );05,0;05,0(z  )35,0;15,0(z . Нелінійність змінення z
~  по 

товщині при зростанні GG /  зменшується і близьке до лінійного; НК0-3, НК0-5 

описують z
~  достатньо точно.  

Рис. А.15, А.16 і табл. А.12, А.13 характеризують НДС при швидкозмінюва-

них в області навантаженнях (полігармонічних; )9nm . Неплавність наванта-

ження збільшує степінь нелінійного змінення НДС по товщині і може впливати на 

якісний характер цього змінення. Важливо зазначити, що навіть для тонких плас-

тин вплив змінюваності поперечного навантаження може бути достатньо значним. 

Для 1,0/ah  значення за класичною теорією менше від точних в 2,10 рази для x
~  і 

в 6,49 рази для W
~

, а за теорією Рейснера (НК1) відповідно в 1,35 і в 1,24 рази ( табл. 

А.12). Як показують наведені результати і виконані додаткові дослідження, при не-

плавних навантаженнях НК0-3 дає для тонких плит достатньо точні результати, але 

для середньої товщини і товстих плит НК0-3 не дає задовільних результатів для 

НДС ні при згинальному ні при згинально-обтискуючому деформуванні. НК0-5 дає 

для x
~  значну різницю з точними значеннями, але з високою точністю описує по-

перечні переміщення. Аналіз даних табл. А.12, А.13 і додаткових чисельних резуль-

татів показує, що змінюваність поперечного навантаження, яку характеризуватиме-

мо для ізотропних пластин параметром ma /  (довжина півхвилі синусоїдально-

го навантаження) впливає на точність результатів, одержаних на основі наближень 

варіанта МТ. Високоточні результати для НДС ( розходження з точними менше 3% ) 

при згинальному деформуванні дає наближення К13 при h8,1 , а при згинально-

обтискуючому деформуванні наближення К0-3 при h2 . 

Табл. А.6–А.13 характеризують компоненти НДС в залежності від z~  для 

різних навантажень і наближень. Наведені розходження 135 ,, ttt  у відсотках 

між ТТ (індекс t ) і наближеннями варіанта МТ; pq  характеризує розходження у % 

між НДС при урахуванні і без урахування поперечного обтискання, яке віднесене до ком-

понентів з урахуванням поперечного обтискання. Вплив поперечного обтискання на НДС 

може бути достатньо суттєвим. Із зменшенням товщини, збільшенням податливості на по-

перечний зсув,  зменшенням податливості на поперечне стискання вплив поперечного об-
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тискання на НДС спадає. Збіжність результатів покращується із зменшенням податливості 

на поперечний зсув, із зменшенням товщини. Зазначимо високу збіжність при  плавних на-

вантаженнях )1( nm  в широких межах змінення МГХ навіть для товстих пластин.  

В табл. А.16 – А.19  – це розходження у відсотках між точними значен-

нями і наближеними К13, К0-3. .Із цих табл. випливає, що НК0-3 дає високоточні 

результати (  менші 3%) у широких межах змінення МГХ пластин. 

В табл. А.20 подані числові результати для компонент НДС квадратних 

ізотропних і транстропних пластин в різних наближеннях в залежності від кіль-

кості S  членів ряду (3.194) для ),( yxq  при кососиметричному навантаженні. Для 

ізотропної пластини приймалось 29...,,3,1nm , а для транстропної – 

11...,,3,1nm , що відповідало сумарному поперечному навантаженню на вер-

хній і нижній лицевих площинах у вигляді, зображеному на рис. А.17, А.18 (тут 

позначено 0qqmm , див (3.213)). Це навантаження характеризується високою інтенсив-

ністю в центрі пластини і невисокою – поза ним (називатимемо квазізосередженим нава-

нтаженням у центрі пластини). Слід зазначити, що теорія Тимошенко-Рейснера (НК1) дає 

незадовільні результати для x
~  і особливо для z

~ , що вказує на неможливість її ви-

користання навіть для тонких пластин при квазізосереджених навантаженнях. З іншого 

боку НК13 дає в певній мірі достатню точніть, а К135 практично точно описує НДС 

пластин із наведеними МГХ, що вказує на високу точність розглянутого варіанта МТ у 

високих наближеннях при квазізосереджених навантаженнях і дає впевненість у високій 

точності і при інших більш локальних навантаженнях. У [315] в НК13 розглядалась за-

дача згину транстропної пластини ( haa ), яка зазнає дії локального поперечного 

навантаження у вигляді піраміди з квадратною площинкою основи 3/a . Числові 

результати добре співпадають для ізотропної пластини з точним розв’язком [388]. 

3.7.2. Крайові ефекти.  

3.7.2.1. Крайові ефекти при кососиметричному деформуванні. Розгля-

немо НК13. У цьому випадку в ДР входять складові тангенціальних переміщень з 

індексами 1, 3. ВКЕ та ПКЕ описуються рівняннями 4-го порядку (3.105) і (3.115) 

відносно функцій ),( yx  та ),(1 yxФ П . 
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Для дослідження ВКЕ та ПКЕ розглянемо аналогічно [53] півнескінченну пла-

стину. Вісь Oy  напрямимо вздовж краю пластини 0x , біля якого локалізуються 

КЕ; вісь Ox – за нормаллю до контуру в глибину пластини. Вважатимемо, що напру-

жений стан біля краю пластини 0x  не залежить від координати y . Тоді рівняння 

(3.105) і (3.115) приймуть вигляд: 

 

;0)()/
~

/
~

/
~

( 2
0

22
2

44
4

2 xhKdxdKdxdKh BBB                      (3.217) 
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~
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44

4
2 xФhKdxdKdxdKh ПППП ,                    (3.218) 

 

де ПB KK 04

~
,...

~
 – безрозмірні МП, які одержуються із (3.106), (3.113). 

Згасаючі розв’язки ДР ВКЕ (3.217) мають експоненціальний характер: 

 

),/
~

exp()/
~

exp()( 3311 hxChxCx  

 

де 31

~
,

~
 – показники змінюваності (ПЗ) двох перших вихрових пограншарів (ПШ): 

 

GG /106,10
~
1 , GG /142,3

~
3 .                             (3.219) 

 

Згасаючі розв’язки рівняння (3.218) залежно від МП пластини мають експоне-

нціальний або осцилюючий характер згасання. Так, якщо KD
~

>0; 1

~
k >0; 3

~
k >0, де 

 

ПППK ККKD 04
2
2

~~
4

~~
, )

~
2/()

~~
(

~
423,1 ПKП KDKk ,                (3.220) 

 

то згасаючі розв’язки рівняння (3.221) мають експоненціальний характер: 

 

);/~exp()/~exp()( 33111 hxDhxDxФ П  ,
~~

11 k  33

~~ k ,     (3.221) 

 

де 31
~,~  – ПЗ двох перших потенціальних пограншарів.  

Якщо ж KD
~

0, то згасаючі розв’язки (3.218) будуть мати осцилюючий характер: 

 

),/
~

sin()/~exp()/
~

cos()/~exp()( 311 hxhxBhxhxBxФ KKKKП   (3.222) 
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де                ;~~~
KKK c  KKK d ~~~
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~~
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Із (3.219) – (3.222) показники змінюваності вихрових і потенціальних пог-

раншарів не залежать від ГП пластини. 

У табл. А.21 наведені ПЗ для вихрового і потенціального пограншарів пластини. 

У 4-й колонці наведені ПЗ K

~
 вихрового пограншару, якщо в даній теорії враховувати 

тільки 1. У 5-й колонці для порівняння  наведені результати для 
~

, отримані в [286]. 

При збільшенні податливості на поперечний зсув ПЗ 1-го  ( 1

~
) і 2-го ( 3

~
) ви-

хрових пограншарів зменшуються, що призводить до більшої глибини проникнення 

обох вихрових пограншарів. Оскільки ПЗ 3

~
 2-го вихрового ПШ більше відповідно-

го ПЗ 1

~
 1-го ПШ, то це означає, що глибина проникнення 2-го ПШ менше глибини 

проникнення 1-го ПШ, тобто другий ПШ уточнює НДС у більш вузькій області 

біля краю, ніж 1-й ПШ. Отже, можна виділити три області дії ВКЕ: область А 

( alx0 ) – обмежена від краю 0x  глибиною проникнення al  2-го ПШ, в ній 

ВНДС уточнюється 1-м і 2-м пограншарами; Область Б ( ba lxl ) – обмежена 

глибиною проникнення bl  1-го ПШ і знаходиться за межами впливу 2-го ПШ, в 

ній основний НДС уточнюється тільки 1-м пограншаром; область С ( blx ) – в 

ній ВКЕ практично не впливає на ВНДС. 

ПКЕ, як показують додаткові чисельні розрахунки, при 7708,0/GG  має 

рівні ПЗ 9478,7~~~
31 K . При GG / 0,7708 ПКЕ має експоненціальний 

характер, а при GG / >0,7708 – осцилюючий характер згасання. Причому, при 

збільшенні податливості на зсув, починаючи з 7708,0/GG , ПЗ 1-го ПШ змен-

шуються (і глибина проникнення збільшується). Одержані результати якісно уз-

годжуються для ізотропних пластин з дослідженнями Й. І. Воровича [55] і доста-

тньо точно описують вплив КЕ на НС (згідно з точною теорією ізотропних плит 
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А. І. Лур’є [238] ПЗ мають значення: ;142,3
~
1  ;423,9

~
3  1

~ =7,498; 3
~ =13,90). 

Зазначимо також, що отримані ПЗ для ізотропної пластини співпадають з [310]. 

3.7.2.2. Крайові ефекти при симетричному деформуванні. Розглянемо 

наближення К02. ДР містять складові тангенціальних переміщень з індексами 0, 2. 

ВКЕ та ПКЕ описуються ДР 2-го порядку відносно функції ),(2 yx  (3.123) та 4-го 

порядку відносно функції ),(1 yxF П  (3.134). 

Аналогічно кососиметричному деформуванню, отримуються рівняння ВКЕ 

та ПКЕ: 

0)()/~/( 2
2

333
22 xhdxd ;                                 (3.223) 
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2 xFhNxddNdxdNh ПППП ,               (3.224) 

 

де ПN0333

~
,...,~  – безрозмірні МП, що одержуються із (А.5), (3.130). 

Згасаючий розв’язок рівняння (3.223) зобразиться у вигляді: 

 

),/
~

exp()( 222 hxCx   ( GG /42
~

2  – ПЗ вихрового КЕ). 

 
Згасаючі розв’язки (3.224) також можуть бути експоненціального (ПЗ 

20
~,~ ) або осцилюючого характеру (ПЗ s ) залежно від МХ пластини. Як і при 

кососиметричному деформуванні, показники змінюваності вихрового та потенці-

ального ПШ для симетричного деформування також не залежать від ГХ. 

У табл. А.22 наведені ПЗ вихрового ( 2

~
) та потенціального ( s,~,~

20 ) ПШ 

для симетричного деформування ізотропної та транстропної пластин. 

Якісний характер змінення КЕ із зміненням податливості на поперечний 

зсув при симетричному деформуванні аналогічний як і для кососиметричного 

деформування. Слід відмітити, що на основі додаткових чисельних розрахунків 

ПКЕ при 6219,0/GG  має рівні ПЗ 7412,4~~~
20 s . При GG / <0,6219 

ПКЕ має експоненціальний характер, а при GG / >0,6219 – осцилюючий.  

Для ПЗ вихрових та потенціальних пограншарів при симетричному і косо-

симетричному деформуваннях характерні нерівності 1

~
< 2

~
< 3

~
 та 
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0
~ < 1

~ < 2
~ < 3

~ , k
~ > s

~  незалежно від GG / . Отже, характерно більш глибоке 

проникнення ПКЕ для симетричного деформування у порівнянні з відповідним 

ПКЕ для кососиметричного деформування.  

Урахування КЕ є важливим у визначенні НДС, особливо для пластин, 

суттєво податливих на поперечний зсув. 

 

3.8. Основні прикладні висновки до розрахунку 

транстропних пластин довільної товщини 

 

Основні прикладні висновки до розрахунку транстропних пластин довіль-

ної товщини опубліковані в [155] і наведені в дод. А.3. 

 

3.9. Обґрунтування використання математичних рядів у варіанті МТ 

 

В процесі аналітичного отримання рівнянь варіанта МТ і при їх перетво-

ренні використовувалися нескінченні математичні ряди для компонент НДС. Ви-

конувались операції інтегрування і диференціювання рядів. З теоретичних пози-

цій виникають питання збіжності рядів, правомірності інтегрування і диферен-

ціювання математичних рядів, однозначності розв’язків граничних задач. 

Переміщення і напруження варіанта МТ визначаються рядами (3.9), (3.22). 

Вирази для напружень (3.22) зобразимо в іншому вигляді: 

 

);,()(),()(),,( ,
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yxwzByxuzAzyx xi
i

iwi
i

ixzx  

);,()(),()(),,( ,
10

yxwzByxvzAzyx yi
i

iwi
i

iyzy  

)),(),()((),,( ,,
0

yxvyxuzAzyx yixi
i

izz  

);,()(),()(),()(
1

yxqzCyxpzCyxwzB qzpzi
i

iz              (3.225) 
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У залежностях (3.225): 
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2,0

;)(
n

npnp PazC  ;)(
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;)( ii PGzG  ,...),1,0(),/2( khzPP kk  

 

де bapghl ,,,,,  з індексами–МГП пластини. Числовий аналіз коефіцієнтів (3.226) 

показує, що із зростанням індексу n  вони в цілому зменшуються. 

Позначимо замкнену область трьох змінних )2/2/(,, hzhzyx , яку 

займає пластина, через VC , а відповідну область змінення yx, –через DC .  

Нехай функції ),(),,(),,( yxwyxvyxu kkk  визначені і неперервні в DC  разом 

зі своїми першими і другими похідними за обома змінними.  

Надалі розглядатимемо наступні математичні ряди: 

1) математичні ряди для складових компонент переміщень: 

 

0

),(
k

k yxu ; 
0

),(
k

k yxv ; 
1

),(
k

k yxw ;                           (3.227) 

2) математичні ряди із частинних похідних для рядів (3.227): 
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В [32, 107, 446] обґрунтовано розкладання неперервних функцій і їх похід-

них в рівномірно збіжні ряди за системою поліномів Лежандра. В [446] для цього 

використано класичний спосіб [52, 355]). Наведемо теореми про збіжність рядів 

для напружень і однозначність розв’язків для другої граничної задачі. 

Теорема 1 (про збіжність рядів для напружень) Ряди для напружень 

(3.225) будуть збігатися в області VC  рівномірно і абсолютно, якщо: 1) збігають-

ся рівномірно і абсолютно ряди (3.227) і (3.228) в області DC ; 2) збігаються рів-

номірно і абсолютно ряди )(),(),(),( zCzCzCzC qpqzpz  для 2/;2/ hhz ; 3) ряди 

iiiziwiiziyix CBBBAAAA ,,,,,,, , які визначаються згідно з (3.226), обмежені для 

всіх i  та всіх 2/;2/ hhz ; 4) функції ),(),,( yxqyxp  обмежені в DC . 

Доведення. Очевидно, що умови теореми щодо функцій і математичних 

рядів стосуються також всієї області VC . Доведемо теорему для ряду (3.225), 

який визначає напруження ),,( zyxx : 

За теоремою ряди ),(),,(),(),(),( yxqyxpzCzBzA iii –обмежені. Отже, існує 

таке 0H , що для всіх vCzyx ,,  справедливі нерівності: 

 

,/)(/ HzAi HyxqHyxpHzCHzB ii /),(/,/),(/,/)(/,/)(/ .   (3.229) 

 

Крім цього, за умовою теореми ряди ,),(
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i

iqi hzPa  збігаються в області VC  рівномірно і абсолютно.  

Це означає, що із збільшенням n  залишки цих рядів із модулів наближаються до 

нуля рівномірно і абсолютно в VC : 
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Виходячи з (3.225),(3.229), (3.230), для залишку xnR  ряду для ),,( zyxx  маємо: 
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Отже, при n  залишок ряду )( qnpnwnyvnxunxn rrrrrHR .  

На основі (3.230) із останньої нерівності отримуємо, що при n  зали-

шок ряду для ),,( zyxx  прагне  до нуля  рівномірно і абсолютно. Це означає, що 

ряд для ),,( zyxx  збігається рівномірно і абсолютно. Теорему доведено. Анало-

гічно доводиться рівномірна і абсолютна збіжність рядів для інших напружень. 

Про існування розв’язків можна погодитись із проф. Б. Л. Пелехом, який 

писав у [279]: “поскольку каждая задача оболочек–прежде всего задача физиче-

ская, то существование решения этой задачи не вызывает сомнения”. Те ж саме 

можна сказати і про пластини. 

Надалі доведемо теорему про однозначність розв’язку другої основної за-

дачі в довільному наближенні К0–N для лінійно пружних пластин. 

СДР рівноваги при відсутності об’ємних сил отримана відносно складових 

компонент ),(),,(),,( yxwyxvyxu nkk , ( NnNk ,...,2,1;,...,2,1,0 ). Граничні умови 

на лицевих площинах пластини–умови (3.2). Граничні умови на бічній поверхні 

для першої основної задачі зводяться до задоволення граничних умов у компо-

нентах напружень. Для другої основної задачі складові ),(),,(),,( yxwyxvyxu nkk  
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повинні задовольняти на бічній поверхні граничним умовам у переміщеннях. У 

випадку змішаної задачі на деякій частині бічної поверхні потрібно задовольнити 

граничним умовам у напруженнях, а на іншій–у переміщеннях.  

Позначимо ліві частини ДР рівноваги, які залежать від складових перемі-

щень, їх перших і других похідних по обох змінних,  через  

)23,...,2,1,(),,...,;,...,,;,...,,( 11010 NjiwwvvvuuuU NNNji . Праві частини залежать 

від ),( yxp  і ),( yxq  і їх похідних першого порядку. Позначимо їх ),( qpU qpi .  

При виведенні теореми вважатимемо виконаними такі фізичні умови: 1) 

граничні умови виключають переміщення точок пластини як жорсткого цілого, 

тобто, переміщення викликаються виключно деформуванням пластини; 2) прий-

мемо також гіпотезу про природний стан тіла.  

У наближенні К0–N маємо наступні ДР рівноваги і крайові умови. 

система ДР рівноваги: 

 
);23,...,2,1,(),,(),...,;,...,,;,...,,( 11010 NjiqpUwwvvvuuuU iNNNji     (3.231) 

 
граничні умови  (3.36) на бічній поверхні Г : 

 
),...,1(),,(),();,...,1,0(,),,(),( NjyxwyxwNivuyxuyxu jГГjiГГi ,  (3.232) 

 
де ),(),,(),,( yxwyxvyxu ГiГiГi –відомі складові переміщень на бічній поверхні Г . 

Теорема 2 (про однозначність розв’язку другої основної задачі). Якщо 

лінійно пружна гранична задача (3.231), (3.232) має розв’язок, то він однознач-

ний при вказаних вище умовах 1), 2) і,  якщо складові  переміщень неперервні 

разом зі своїми похідними 1-го і 2-го порядків за обома змінними. 

Доведення. Теорему доведемо класичним методом (від супротивного). При-

пустимо, що це не так. Тобто, вважатимемо, що є дві різні системи розв’язків: 

 

NNN wwvvvuuu ,...,;,...,,;,...,, 11010 ;                                  (3.233) 

NNN wwvvvuuu ,...,;,...,,;,...,, 11010 ,                                (3.234) 

 

які задовольняють СДР (3.231) і системі граничних умов (3.232). Тобто, маємо: 
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);23,...,2,1,(),,(),...,;,...,,;,...,,( 11010 NjiqpUwwvvvuuuU iNNNji     (3.235) 

),..,1(),,(),();,.,1,0(),(),,(),( NjyxwyxwNivuyxuyxu jГГjiiiГГi ;  (3.236) 

);23,...,2,1,(),,(),...,;,...,,;,...,,( 11010 NjiqpUwwvvvuuuU iNNNji     (3.237) 

),...,1(),,(),();,...,1,0(),(),,(),( NjyxwyxwNivuyxuyxu jГГjiiiГГi . (3.238) 

 

Віднімемо рівняння (3.237) від (3.235) і (3.238) від (3.236). Дістанемо: 

 
);23,...,2,1,(,0),...,;,...,;,...,( 110000 NjiwwwwvvvvuuuuU NNNNNNji  

);.,...,1,0(,0),(),(,0),(),( Niyxvyxvyxuyxu ГiГiГiГi         (3.239) 

).,...,1(,0),(),( Njyxwyxw ГjГj
 

 
Оскільки задача лінійна і справедливий принцип незалежності дії сил, то 

функції NNNNNN wwwwvvvvuuuu ,...,;,...,;,..., 110000  виражають сис-

тему розв’язків граничної задачі (3.239) в переміщеннях.  

Система (3.239) показує, що  нетривіальні розв’язки існують при відсутно-

сті об’ємних і поверхневих сил і при відсутності переміщень точок граничної по-

верхні, тобто, для природного стану пластини. Але цього бути не може. Отрима-

ли суперечність. Отже початкове припущення про різну систему розв’язків 

(3.233) і (3.234) невірне. Це означає, що функції 

NNNNNN wwwwvvvvuuuu ,...,;,...,;,..., 110000  повинні бути тотожно 

рівними нулю. Звідси: NNNNNN wwwwvvvvuuuu ,...,;,...,;,..., 110000 . 

Тобто обидві системи функцій (3.233) і (3.234) співпадають, що і вказує на єди-

ність розв’язку цієї граничної задачі. Теорему доведено. 

Аналогічна теорема про однозначність розв’язку другої основної задачі 

справедлива і для лінійно пружних оболонок. 

 

3.10. Висновки по розділу 

 

Для транстропних та ізотропних пластин довільної сталої товщини вирі-

шені наступні проблеми. 
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1. Побудовано новий варіант МТ транстропних пластин, оснований на ме-

тоді розкладання усіх компонент НДС і граничних умов (як функцій трьох змін-

них) у нескінченні математичні ряди за поперечною координатою при допомозі 

поліномів Лежандра з використанням ВПР і узагальненням МВР. 

2. Уперше розроблено новий метод інтегрування СДРР з частинними похі-

дними високого порядку варіанта МТ вказаних пластин, оснований на математи-

чних перетвореннях і на методі зведення  неоднорідних ДР високого порядку до 

неоднорідних ДР 2-го порядку. 

3. Отримані загальні розв’язки СДРР високих порядків МТ пластин, які з 

будь-якою високою точністю (в наближенні К0-N) описують НДС при довільних 

поперечних навантаженнях. 

4. У новій постановці граничних задач варіанта МТ отримані аналітичні розв’язки 

СДРР у високих наближеннях в одинарних тригонометричних рядах для прямокутних 

пластин, дві паралельні сторони яких вільно обіперті, а дві інші закріплені довільно. 

5. У новій постановці отримані загальні розв’язки та розв’язки  граничних задач у 

подвійних тригонометричних рядах при довільних поперечних навантаженнях (плавних, 

швидко змінюваних по області, неперервних, переривчастих, локальних, зосереджених). 

6. Одержано точний розв’язок тривимірної задачі ТП для транстропних 

пластин при крайових умовах Нав’є, який використано для порівняння числових 

результатів з різними наближеннями побудованого варіанта МТ. 

7. Показано, що СДР з частинними похідними в граничних задачах для розгляду-

ваних пластин у НК0-N (N – натуральне непарне число) має порядок (6N+4); вона зведена 

до двох незалежних лінійних крайових задач: одна описує НДС при кососиметричному 

(має порядок 3(N+1)), а інша – при симетричному деформуванні (порядок (3N+1)). ДР 

ВНДС, ПКЕ і ВКЕ розділяються. При кососиметричному деформуванні в наближенні 

К13…N ВКЕ описується СДР порядку (N+1), ПКЕ – СДР порядку 2(N-1), а ВНДС – біга-

рмонічним рівнянням і частинними розв’язками групи неоднорідних ДР порядку 2(N+1). 

При симетричному деформуванні в НК02…(N-1) ВКЕ описується СДР з частинними по-

хідними порядку (N-1), ПКЕ – СДР порядку (2N-2), а ВНДС – бігармонічним ДР і час-

тинними розв’язками групи неоднорідних ДР порядку 2(N+1). 
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8. Уперше в МТ високого наближення (К0-5, N=5) виведені в явному ви-

гляді граничні умови і СДРР з частинними похідними (34-го порядку). які зведе-

ні до неоднорідних ДР 2-го порядку, і дають реальну можливість отримання час-

тинних і загальних розв’язків граничних задач для вказаних пластин при довіль-

ному поперечному навантаженні з використанням методів математичної фізики. 

9. Розроблені алгоритм визначення НДС пластин і пакети  математичних  про-

грам на мові ФОРТРАН та отримані чисельні результати НДС пластин довільної ста-

лої товщини при плавних, неплавних, зосереджених  і квазізосереджених поперечних 

навантаженнях. Проведено глибокий аналіз впливу МГП та типу навантаження на 

НДС, а також збіжності результатів і їх точності в залежності від наближення варіан-

та МТ. Отримані в широких межах змінення МГХ числові результати вказують на 

більш високу точність НК0-3 і НК0-5 варіанта МТ в порівнянні з іншими МТ і теорі-

ями, які основані на різних гіпотезах, в т. ч. і з теорією типу Тимошенка-Рейснера.  

10. Установлено, що НК0-3 з високою точністю описує ВНДС товстих ізотропних 

пластин при плавних навантаженнях (різниця з точним розв’язком менше 0,6 % для танген-

ціальних нормальних напружень) і з високою точністю ВНДС тонких та середньої товщини 

транстропних пластин в широких межах змінення МГП. При неплавних навантаженнях роз-

рахунок за НК01, НК0-3 може давати неточні результати не тільки для пластин середньої то-

вщини, але і для тонких пластин, що вказує на необхідність використання вищих наближень. 

Високоточні результати для НДС при кососиметричному навантаженні ізотропних пластин 

НК13 дає при hma 8,1/  (m –кількість півхвиль полігармонічного навантаження), а 

при згинально-обтискуючому – при hma 0,2/  (розходження з точними менше 3%). 

11. Уперше в різних наближеннях МТ нетонких пластин одержані числові ре-

зультати при квазізосереджених і швидкозмінюваних в області навантаженнях. НК135 

дає високоточні результати для квазізосереджених навантажень, а теорія Рейснера – 

суттєво неточні результати для вказаних навантажень навіть для тонких пластин.  

12. Теорія Тимошенка-Рейснера при плавних навантаженнях придатна для 

опису НДС таких пластин: ізотропних при кососиметричних навантаженнях (НК1) 

для 5/1/ ah  (найбільше розходження з точними для x  складає менше 1,44 %, а 
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для поперечних переміщень–менше 3,92 %); ізотропних пластин при згинально-

обтискуючих навантаженнях (уточнена ТТР, НК01) для 5/1/ ah  (найбільше роз-

ходження з точними по x  складає менше 2,99 %, а для поперечних переміщень–

5,11%); транстропних пластин  ( ;;0,1/1,0 EEGG ) для 5/1/ ah  (найбі-

льше розходження по W  з точними складає при кососиметричному навантаженні 

менше 2,90 % для 1,0/ GG  і менше 3,92 % для 1/GG , а при згинально-

обтискуючому навантаженні по уточненій теорії менше ( 11.533,3 ) %). 

13. Уперше на основі МТ в НК0-3 для транстропних пластин установлено якісно-

кількісний вплив КЕ на НС, який характеризується показниками змінюваності (ПЗ) погра-

ншарів (ПШ). Установлено, що із збільшенням номера наближення зростають показники 

змінюваності НС. При кососиметричному деформуванні із збільшенням податливості на 

поперечний зсув глибина проникнення 1-го вихрового і потенціального ПШ збільшується, 

2-го вихрового збільшується, а потенціального – зменшується. Для ізотропних і податливих 

на поперечний зсув пластин глибина проникнення вихрового ПШ більша, ніж потенціаль-

ного, крім цього, для останніх 2-й потенціальний ПШ має невелику область проникання. 

14. Установлено, що НДС пластин найбільш суттєво залежить від зміню-

ваності та локальності поперечного навантаження, товщини, податливості на по-

перечний зсув, Точність варіанта МТ зростає при зменшенні товщини, податли-

вості на поперечний зсув і змінюваності поперечного навантаження. 

15. Отримані нові якісно-кількісні характеристики компонент НДС ізотро-

пних і транстропних пластин в залежності від МГП, типу навантаження і набли-

жень, сформульовані прикладні висновки (дод. А.3). 

16. На основі обґрунтованого використання поліномів Лежандра при зображенні пе-

реміщень і їх похідних у вигляді рядів доведені теореми про збіжність рядів для напружень і 

про однозначність розв’язку другої основної задачі ТП в розробленому варіанті МТ пластин. 

Наукові результати, наведені в третьому розділі, опубліковано в працях ав-

тора [114, 115, 140, 142, 147, 149, 153–156, 164, 165, 167, 178, 180, 182, 188, 194, 

314, 315, 447–449]. 
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РОЗДІЛ 4 

МЕТОД ЗБУРЕНЬ ПРУЖНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ У МТ 

ОДНОРІДНИХ ПЛАСТИН ДОВІЛЬНОЇ ТОВЩИНИ 

 

В даному розділі вперше побудовано новий варіант МТ нетонких 

однорідних ортотропних і ізотропних фізично нелінійних пластин за Каудерером 

[207] та розроблені на його основі методи розв’язування граничних задач. 

Варіант МТ базується на ВПР і новому комплексному методі, основаному на 

поєднанні методу розвинення усіх компонент НДС і граничних умов у ряди за 

поперечною координатою при допомозі поліномів Лежандра та методу збурень 

пружних властивостей матеріалу з використанням МВР. 

 

4.1. Метод збурень ізотропних властивостей в МТ 

ортотропних пластин  

 

4.1.1. Основні співвідношення. Розглядається ортотропна однорідна плас-

тина довільної сталої товщини h  в прямокутній системі координат Oxyz  (рис. 

3.1). Граничні умови на лицевих гранях мають вигляд (3.2), а умови на бічній по-

верхні можуть бути кінематичними, статичними або змішаними. 

Фізичні залежності для ортотропного тіла мають вигляд [12]: 

 
;131211 zyxx aaa    ;232221 zyxy aaa    

zyxz aaa  333231   );( jiij aa                                 (4.1) 

yzyz a  44 , xzxz a  55 , xyxy a  66 . 

 

Вважаючи, що ортотропні властивості мало відрізняються від ізотропних, 

введемо осереднені сталі 110a , 120a , 440a , що відповідають деякому ізотропному тілу: 

3/)( 332211110 aaaa  ; 3/)( 231312120 aaaa  ; )(2 120110440 aaa  .       (4.2) 

 

Тоді для ортотропного тіла, зведеного до осередненого ізотропного, маємо: 
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.;;;

;;

440440440110120120

120110120120120110

yxyxzyzyzxzxzyxz

zyxyzyxx

aaaaaa

aaaaaa








  (4.3) 

 
Від коефіцієнтів 440120110 ,, aaa  можна перейти до сталих 000 ,, vGE  (механіч-

них сталих для осередненого ізотропного тіла) і навпаки: 0110 /1 Ea  ; 

00120 / Eva  ; 00440 /)1(2 Eva  . Коефіцієнти ija  в (4.1) можна зобразити так: 

 

),6,5,4(),1(

);;3,2,1,(),1();3,2,1(),1(

440

120110





iaa

kikiaaiaa

iiii

ikikiiii




      (4.4) 

 

де   додатний параметр, що дорівнює найменшому за абсолютним значенням 

одному із відношень 11011011 /)( aaa  , 11011022 /)( aaa  , 11011033 /)( aaa  , 

12012012 /)( aaa  ,…, 44044066 /)( aaa  . Далі параметр   приймається малим. 

Коефіцієнти ij  в (4.4)–безрозмірні величини, які згідно з (4.2) 

характеризують для прийнятого   відхилення пружних характеристик 

ортотропного тіла від ізотропного. При 0ij  із (4.1) отримуються (4.3). 

Для одержання основних співвідношень використаємо комбінований 

метод, оснований на методі малого параметра в поєднанні з методом розвинення 

компонент НДС в ряди за поперечною координатою при допомозі поліномів 

Лежандра. Тривимірну задачу зведемо до двовимірної, застосовуючи ВПР і МВР. 

Розкладаючи у ряди за параметром   всі функції, одержимо: 
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 (4.5)  

 

у яких переміщення, деформації і зовнішнє навантаження мають вигляд: 
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xkk

l
xz uPwPzyx , ( vuyx ,;, ); ;...));,,(),,()0( zyxXzyxX    

),()0( yxpp  ; ),()0( yxqq  ; 0)()()(  lll ZYX  , 0)()(  ll qp , ( ,...)2,1l . 
 

Із ВРР (3.18) для ортотропних пластин після асимптотичного розщеплення 

по   [258], одержуються тангенціальні напруження в наближенні l  по  . 
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(4.7) 

де  

 /110110 ab ,  /120120 ab ; 4400 /1 aG  ;  /)( 12011012010 aaad ; ;2
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2
110 aa   
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xysyxysxs ; (4.8) 

 /)( 12
2
12011

2
11011  aac ;  /)( 221212011012 aac ; 

 /)( 231201311012013  aaac ;  /)( 111212011021 aac ; 

 /)( 12
2
12022

2
11022  aac ;  /)( 131202311012023  aaac . 

 
 

У залежностях (4.8) )1()1()1()()()()( ,,,,,,  l
syx

l
sy

l
sx

l
z

l
xy

l
y

l
x ФФФ , )1( l

x , )1( l
y , )1( l

z  – фу-

нкції zyx ,, , причому, тут і далі функції з індексом )1( l  угорі залежать від ком-

понент НДС від 0-го до )1( l -го наближення включно.  

4.1.2. Наближення К0-3 за поліномами Лежандра. 

4.1.2.1. Основні залежності. Не звужуючи суті проблеми, побудуємо варі-

ант МТ в НК0-3 за поліномами Лежандра і в довільному наближенні l  за малим 

параметром  . На основі (4.6) отримаємо: 
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Напруження yzxzz  ,,  зобразимо у вигляді (3.97), (3.98), ураховуючи 

функції );(2 yx , …, );(3 yxQ y  і розвинувши останні в ряди за параметром  : 
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На основі (4.5)–(4.10), одержимо напруження через поліноми Лежандра: 
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де коефіцієнти lheq ,,,  з індексами–МГП, які дорівнюють однойменним коефіці-

єнтам для відповідної ізотропної пластини (3.98). 

В (4.13): 
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Як це випливає із (4.12)–(4.14), функції ),(),,( )()( yxQyxQ l
ky

l
kx , ),,()(

2 yxl  

),()(
3 yxl  залежать від компонент НДС 0-го – l -го наближень по  . 

4.1.2.2. Диференціальні рівняння рівноваги. Із ВРР, виконуючи асимп-

тотичне розщеплення по степеням  , дістанемо ДР рівноваги пластини та крайо-

ві умови в наближенні l  по  . Опускаючи громіздкі викладки, одержується на-

ступна рекурентна CДР рівноваги пластини в наближенні l : 
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   (4.15) 

 

де )11...,,2,1( jDij – диференціальні оператори; )()( , l
iq

l
ip DD – функції l –го набли-

ження від зовнішнього навантаження; )1( l
iD   – функції, що залежать від компонент 

НДС попередніх наближень від 0-го до )1( l - го (далі функції, позначені з індек-
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сом   унизу і індексом )1( l  угорі матимуть аналогічний зміст). Зазначимо, що ці 

рівняння отримані прирівнюванням до нуля множників при варіаціях 
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Диференціальні оператори в лівій частині ДР (4.15) рівні диференціальним 

операторам лівих частин в (3.101) і (3.121) для ізотропної пластини з точністю до 

позначень операторів. Праві частини СДР (4.15): 

 

;)(
,13,1

)(
1

l
x

l
p pcD   ;0)(

1 l
qD  );( )2(

02
)1(

01
)1(

1
  l

u
l

u
l ФФhD   ;)(

,13,2
)(

2
l
y

l
p pcD   ;0)(

2 l
qD  

);( )2(
02

)1(
01

)1(
2

  l
v

l
v

l ФФhD   ;0)(
3 l

pD  ;)(
,13,3

)(
3

l
x

l
q qcD   ;3/)( )2(

12
)1(

11
)1(

3
  l

u
l

u
l ФФhD   

;)(
,13,4

)(
4

l
y

l
q qcD   ;3/)( )2(

12
)1(

11
)1(

4
  l

v
l

v
l ФФhD   ;)(

,13,5
)(

5
l
x

l
p pcD   ;0)(

5 l
qD   

;5/)( )2(
22

)1(
21

)1(
5

  l
u

l
u

l ФФhD   ;)(
,13,6

)(
6

l
y

l
p pcD   ;0)(

6 l
qD  ;5/)( )2(

22
)1(

21
)1(

6
  l

v
l

v
l ФФhD   

;0)(
7 l

pD  ;)(
,13,7

)(
7

l
x

l
q qcD   ;7/)( )2(

32
)1(

31
)1(

7
  l

u
l

u
l ФФhD   ;0)(

8 l
pD  ;)(

,13,8
)(

8
l
y

l
q qcD    (4.16) 

;7/)( )2(
32

)1(
31

)1(
8

  l
v

l
v

l ФФhD   ;0)(
9 l

pD  ;)(
15,9

)(
9

ll
q qcD   ;)2(

12
)1(

11
)1(

9
  l

w
l

w
l ФФD   

;)(
13,10

)(
10

ll
p pcD   ;0)(

10 l
qD  ;3/)( )2(

22
)1(

21
)1(

10
  l

w
l

w
l ФФD   ;0)(

11 l
pD  ;)(

15,11
)(

11
ll

q qcD   

5/)( )2(
32

)1(
31

)1(
11

  l
w

l
w

l ФФD  . 

 
де функції D  з верхнім індексом )(l  при 0l  повністю співпадають з функція-

ми правих частин для відповідної ізотропної пластини, при 1l  вони дорівню-

ють нулю. Доданки, які входять у функції )1( l
iD  , мають вигляд: 
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Праві частини CДР l -го наближення (4.15), як це випливає із (4.17), ліній-

но залежать від компонент НДС попередніх )1( l -го наближення. 

4.1.2.3. Крайові умови. Із ВРР, виконуючи асимптотичне розщеплення за 

степенями  , дістанемо крайові умови в l -му наближенні за  : 
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Крайові умови у наближенні l  як і ДР також лінійно залежать від компо-

нент НДС попередніх наближень. 



 186 

Отже, тривимірна гранична задача ТП для ортотропних  пластин довільної 

товщини зведена до рекурентної нескінченної послідовності лінійних двовимір-

них крайових задач для пластин з осередненими ізотропними характеристиками. 

Праві частини отриманих СДР (4.15) і крайові умови (4.19) в довільному набли-

женні за малим параметром лінійно залежать від НДС попередніх наближень. 

4.1.2.4. Перетворення ДР рівноваги. Оскільки ліві частини CДР (4.15) в 

l -му наближенні по   структурно співпадають із лівими частинами CДР для 

транстропної пластини в наближенні К0-3, то в кожному наближенні за малим 

параметром   CДР (4.15) розділяється на дві незалежні системи, одна з яких 

описує НДС при кососиметричному, а інша – при симетричному деформуванні. 

Надалі в позначеннях сталих і диференціальних операторів в лівих частинах рів-

нянь дотримуватимемося позначень в п. 3.4.2. 

В наближенні 0l  за параметром   всі ДР і залежності співпадають з відпові-

дними ДР і залежностями п. 3.4.2.1 і 3.4.2.2 для ізотропної пластини при 

;; 00 EE   )1/( 2
110  Eb . В наближенні ...,2,1l  за малим параметром   

деякі співвідношення і праві частини ДР мають суттєво іншу структуру, ніж у 0-

му наближенні, оскільки залежать від компонент НДС попередніх наближень. 

Наведемо далі для цих наближень основні рівняння і співвідношення. 

4.1.2.5. Кососиметричне деформування (НК13)в наближенні ...,2,1l  за 

малим параметром  . Загальні розв’язки. CДРР для ортотропної пластини в 

l -му наближенні за параметром   має вигляд структурно аналогічний (3.101): 
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де оператори )6...,,2,1(, jL ji , та функції )1( l
iL   дорівнюють відповідним   опера-

торам та функціям системи (4.15): 
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,...,,, 11,116,64,112,63,111,6 DLDLDL  .)1(
11

)1(
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  ll DL   

 
Із СДР (4.20) виділено систему ВКЕ і окремо систему  ВНДС і ПКЕ. 

ВКЕ визначається відповідною однорідною СДР 4-го порядку: 
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                              (4.21) 

 

а частинні розв’язки неоднорідної СДР (4.21) уточнюють ВНДС, який залежить 

від НДС попередніх наближень. 

Сталі kji  дорівнюють відповідно позначеним коефіцієнтам для ізотропної 

пластини. СДР (4.21) відрізняється від СДР (3.103) для транстропної пластини ная-

вністю в ній правих частин, складність яких збільшується із зростанням номера на-

ближення.  

СДР ВНДС і ПКЕ в наближенні l  по   зводиться до СДР 8-го порядку : 
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де 3311,..., ПП  – диференціальні оператори (3.110). Тут і далі в цьому п. функції, 

розв’язки і оператори без індекса угорі співпадають з відповідно позначеними в 

п. 3.4.2.1. Праві частини (4.22) отримуються з правих частин ДР (4.20)  перетво-

реннями, аналогічними п. 3.4.2.1 і тут не наводяться із-за їх громіздкості. 

Аналогічно п. 3.4.2.1 будуються загальні розв’язки СДР (4.22). 
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                          (4.23) 

 

де )(
3

)(
1 , l

r
l
r ФФ  – частинні розв’язки неоднорідних ДР: 
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 ll ПyxФП   )1(
3

)(
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Загальні і частинні розв’язкки ДР (4.24) визначаються загальними і час-

тинними розв’язками неоднорідних ДР 2-го порядку згідно з пп. 2.2.3, 2.2.4.2. 
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Праві частини цих ДР бажано апроксимувати зручними функціями або рядами, а 

потім знаходити частинні розвя’зки методами математичної фізики. 

Потенціальні функції ),()( yxl
k  визначаються за формулами: 
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де   з нижніми індексами – МГП (формули А.2 для ізотропної пластини). 

Складові )(l
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kv  ( 3,1k ): 
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де   з нижніми індексами – МГП (формули А.4 для ізотропної пластини). 

Отже, визначення НДС ортотропних пластин при кососиметричному дефо-

рмуванні в НК0-3 з використанням методу збурень зводиться до розв’язання в ко-

жному наближенні за параметром   двох незалежних неоднорідних СДР 4-го і 8-

го порядків. Ліві частини цих ДР співпадають з лівими частинами ДР для ізотроп-

них пластин у НК0-3. Тому ВКЕ і ПКЕ описуються відповідними однорідними ДР 

4-го порядку в наближенні 0l . ВНДС в кожному наближенні по   визначається 

загальним розв’язком бігармонічного ДР і частинними розв’язками вищеназваних 

неоднорідних ДР, які залежать від НДС попередніх наближень. 

Оскільки всі визначальні ДР зводяться до ДР 2-го порядку, то загальні 

розв’язки СДРР у кожному наближенні отримуються аналогічно лінійній задачі. 

4.1.2.6. Симетричне деформування (НК02) в наближенні ...,2,1l  за па-

раметром  . Загальні розв’язки. СДРР для ортотропних пластин має вигляд: 
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де оператори )5...,,2,1(, jM ji  та функції )1( l
iM   дорівнюють відповідним опе-

раторам та функціям системи (4.15): 
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ВКЕ описується згасаючими розв’язками однорідного ДР 2-го порядку 

(3.123), яке відповідає ДР: 
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де тут і надалі в п. 4.1.2.6 оператори і сталі в лівих частинах такі ж, як і в п. 

3.4.2.2. для ізотропної пластини. Неоднорідне ДР (4.28) уточнює ВНДС. 

СДР ВНДС і ПКЕ в l - му наближенні зводиться до системи трьох неодно-

рідних ДР 8-го порядку відносно функцій ),(),,(),,( )(
2

)(
0

)(
0 yxwyxvyxu lll : 
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де праві частини (4.29) отримуються з правих частин ДР (4.27)  перетвореннями, 

аналогічними п. 3.4.2.2 і тут не наводяться із-за їх громіздкості. 

Аналогічно п. 3.4.2.2 будуються загальні розв’язки СДР (4.29). Одержимо: 
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де )(l
irF  – частинні розв’язки неоднорідних ДР: 

 

)3,2,1(,),( )1()(
0   iTyxFT l

i
l

i  ,                                    (4.31) 

 

які зводяться до неоднорідних ДР 2-го порядку. 

Загальні розв’язки ДР (4.28) і (4.31) визначаються згідно з п.п. 2.2.3, 2.2.4.2. 

Загальний розв’язок для функції ),()(
2 yxl  визначиться таким чином: 
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Загальні розв’язки для складових компонент переміщень )(
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            (4.33) 

 

Залежності (4.30) і (4.33), ураховуючи (4.32), визначають складові переміщень.  

Таким чином, знаходження НДС ортотропної пластини при симетричному де-

формуванні методом збурень зводиться до розв’язання в кожному наближенні за   

неоднорідних ДР 2-го порядку і СДР 8-го порядку. Однорідне ДР 2-го порядку (4.28) 

описує ВКЕ, а однорідне 4-го порядку (3.134) відносно функції ПF1  описує ПКЕ, 

тобто, КЕ визначаються наближенням 0l  за  . ВНДС характеризується загальним 

розв’язком бігармонічного ДР і частинними розв’язками ДР (4.28) і (4.31). 

Загальні розв’язки отримуються аналогічно лінійній задачі. 

 

4.2. Метод збурень лінійно пружних властивостей в МТ однорідних ФНП 

 

У [239] наведено в узагальненій формі функціонал і ВР Рейснера для гео-

метрично і фізично нелінійного тіла. У [116] функціонал і ВРР для фізично нелі-

нійного тіла при малих деформаціях виводиться на основі принципу можливих 

переміщень. ВРР для фізично нелінійного тіла має вигляд (3.18), у якому дефор-

мації виражаються через напруження нелінійно за Каудерером. 

4.2.1. Основні співвідношення. Розглядається фізично нелінійна за Кауде-

рером [207] однорідна пластина довільної сталої товщини h  в прямокутній системі 

координат Oxyz (рис. 3.1). Виконуються граничні умови (3.2), а на бічній поверхні 

вони можуть бути довільними статичного характеру. 

Залежності між деформаціями і напруженнями згідно з [207]: 
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(4.34) 
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У (4.34), (4.35) 0 середнє напруження, 0 – середнє видовження; K і G – сталі 

матеріалу;   ; 0s  і 0t – зведене середнє напруження і зведена інтенсивність доти-

чних напружень; 0 інтенсивність зсуву;  0 ,  2
0  – функції видовження і 

зсуву. В загальному випадку функції видовження і зсуву зображуються у вигляді 

степеневих рядів, коефіцієнти яких визначаються експериментально [370], але 

для деяких матеріалів можна прийняти   10  ;   2
02

2
0 1  g , де 2g  безроз-

мірна стала матеріалу порядку 74 1010   (чиста мідь, алюмінієва бронза, марте-

нівська сталь). Між 0s  i 0 , 0t  i 0  існують певні залежності [207]. В [370] опи-

сана методика визначення сталих і наведені механічні дані для деяких із них. 

Виділяючи безрозмірний малий параметр 2/1 g  у залежностях (4.34) і 

(4.35), одержуються залежності між деформаціями і напруженнями у вигляді: 
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( ,y  ,z  ,xz  yz  отримуються циклічною перестановкою індексів ,x  ,y  z ). 

Розкладаючи у ряди за малим параметром   компоненти НДС, одержимо 

залежності (4.5), (4.6), а на основі (4.35) і (4.36) дістанемо: 

 



 192 

l

l

l  



0

)(
0

2
00 ,                                            (4.37) 

де 



   .3 )()()()()()()()()()()()(

0 0

)()()()()()()(
0

)(
0

j
yz

i
yz

j
xz

i
xz

j
xy

i
xy

j
z

i
y

j
z

i
x

j
y

i
x

ji

i

l

j

j
z

i
z

j
y

i
y

j
x

i
x

jil







  


 



 

 
Розглянемо НК0-3 за поліномами Лежандра. Розкладаючи його компонен-

ти за параметром   і, виконуючи асимптотичне розщеплення по   у ВРР (3.18), 

записаному для нелінійно пружної пластини, дістанемо залежності (4.9)–(4.11). 
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Компоненти напружень знаходяться згідно з (4.11). Функції ),()(
0 yxs l

x ,..., 

),()(
3 yxt l

yx  та ),(),...,,( )1()1( yxФyxФ l
syx

l
sx

 , що входять у (4.11), визначаються так: 
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4.2.2. Диференціальні рівняння рівноваги і крайові умови в НК0-3. Ро-

звиваючи компоненти НДС у ВРР у ряди за малим параметром   і, виконуючи 

асимптотичну процедуру, одержуються ДР рівноваги та крайові умови в довільно-

му l - му наближенні за  . Після достатньо складних і громіздких математичних 

викладок у НК0-3 отримується рекурентна СДР рівноваги фізично нелінійної 

пластини в l - му наближенні, яка має вигляд (4.15). Диференціальні оператори 

)11...,,2,1,( jiDij  дорівнюють відповідним операторам для ізотропної пласти-

ни, якщо покласти в них ;;; 000 GGEE  )1/( 2
110  Eb . 

Праві частини ДР (4.15) для нелінійно пружної пластини визначаються так:  
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У (4.41) 3131220 ,,,,,, wwuuwuu   визначаються згідно залежностей (А.5). 

Важливо зазначити, що на основі (4.40), (4.41) праві частини СДР для ФНП 

в l - му наближенні на відміну від ортотропних пластин нелінійно залежать від 

компонент НДС попередніх наближень і тому складність розв’язання СДР зрос-

тає на порядок в порівнянні з лінійно пружними пластинами. 

Оскільки структура ДРР в l - му наближенні для нелінійно пружної плас-

тини і для ортотропної пластини з використанням методу збурень однакова, то і 

всі висновки, розділення СДР на кососиметричне і симетричне деформування, 

методика знаходження загальних розв’язів, визначення НДС і т. п. аналогічні. 

Крайові умови в l -му наближенні мають вигляд (4.18) з урахуванням 

(4.19), (4.40) і (4.41). Вони також лінійно залежать від компонент НДС l -го на-

ближення і суттєво нелінійно– від компонент попередніх наближень. 

У НК0-N за поліномами Лежандра і в наближенні l  за   математична суть 

ДР і крайових умов аналогічна НК0-3 при будь-якому l  (ліві частини СДР і кра-

йових умов однакові, а праві–залежать нелінійно від НДС попередніх наближень. 
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Таким чином, тривимірна гранична задача ТП для фізично нелінійних пла-

стин довільної товщини зведена до рекурентної нескінченної послідовності лі-

нійних двовимірних крайових задач для лінійно пружних ізотропних пластин. 

Праві частини отриманих СДР і крайові умови в довільному наближенні за ма-

лим параметром нелінійно залежать від компонент НДС попередніх наближень. 

Знаходження частинних і загальних розв’язків СДРР в кожному наближен-

ні за   зводиться до розв’язання неоднорідних ДР 2-го порядку. Праві частини 

цих ДР, які нелінійно залежать від компонент НДС, бажано апроксимувати фун-

кціями, зручними для знаходження частинних розв’язків цих рівнянь. 

 

4.3. Метод тригонометричних рядів у граничних задачах для фізично 

нелінійних пластин. Числові результати 

 

Наведемо розв’язання CДР у кожному наближенні по   методами одинар-

них і подвійних тригонометричних рядів аналогічно п. 3.6.1, 3.6.2, приймаючи до 

уваги, що структура ДР рівноваги в l - му наближенні за малим параметром   

при використанні методу збурень така, як і для транстропної пластини, тільки 

праві частини ДР для транстропної пластини залежать від зовнішнього наванта-

ження, а в ДР із застосуванням методу збурень – від функцій попередніх набли-

жень (для ...,2,1l  ) або від зовнішнього навантаження ( в 0-му наближенні). 

4.3.1. Метод одинарних тригонометричних рядів. Не зменшуючи загаль-

ності, побудуємо розв’язки в одинарних тригонометричних рядах для визначення 

НДС фізично нелінійних пластин при кососиметричному деформуванні в НК13, 

яке описується СДР типу (4.20). Вважаємо, що граничні умови на лицевих пло-

щинах задовольняють (3.2) при 0),( yxp , а зовнішнє навантаження ),( yxq  мо-

же бути розвинене в одинарний тригонометричний ряд (3.172). Приймемо, що 

при byy  ,0  виконуються крайові умови Нав’є: 

 
0),0,,(;0),0,,(;0),0,,(  byzxbyzxWbyzxU y ,         (4.42) 
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а умови при axx  ,0  довільні кососиметричні відносно серединної площини. 

Крайові умови (4.42) згідно (4.18) в l - му наближенні по   при byy  ,0  

для кососиметричного деформування приймуть такий вигляд: 

 

;0),0;(;0),0;(;0),0;( )0()0()0(  byxsbyxwbyxu ykkk              (4.43) 
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В 0-му наближенні по   задача для ФНП зводиться до задачі для лінійно 

пружної ізотропної пластини. В цьому наближенні згідно з п. 3.6.1.1 маємо: 
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Крайові умови (4.43) при цьому виконуються. Функції, що входять множниками 

при синусах та косинусах у залежностях (4.45), є відомими функціями 0-го наближення, 

які знаходяться аналогічно п. 3.6.1.1 з урахуванням крайових умов при axx  ,0 .  

Аналізуючи вирази (4.39), (4.40) з індексом )0(  угорі та, ураховуючи відомі фо-

рмули тригонометрії, показано, що нижчезаписані функції можна зобразити так: 
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де множники при синусах та косинусах – відомі функції 0-го наближення. Функ-

ції змінної x  залежать від складових, а змінних x  і z – від компонент НДС. За-

значимо складність указаних функцій (4.46), оскільки згідно з (4.39) і (4.40) вони 

є подвійними та потрійними добутками одинарних тригонометричних рядів. 

Наведемо у першому наближенні за параметром   структурний вигляд 

правих частин ДР (4.15), (4.20) та (4.24) з урахуванням (4.41), (4.45), (4.46): 
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де функції від x  – відомі функції нульового наближення. 

Приймаючи до уваги, що структура лівих частин ДР в 0-му і інших набли-

женнях однакова, а в одинарних тригонометричних рядах згідно з п. 3.6.1.1 праві 

частини цих ДР також аналогічні за структурою, одержується такий висновок: 

загальні та частинні розв’язки ДР 0-го та 1-го наближень в одинарних тригоно-

метричних рядах структурно однакові. На основі цього та формул (4.45) маємо: 
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(4.48) 
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де функції )(),(),( )1()1(
1

)1(
1 xxФxФ knПnBn   для кожного значення n  містять по 4-и ста-

лих інтегрування. Оскільки вказані розв’язки за структурою аналогічні 0-му на-

ближенню, то і складові компонент НДС в одинарних тригонометричних рядах у 

1-му наближенні по структурі аналогічні 0-му наближенню (4.45). Сталі інтегру-

вання (12 сталих) знаходяться із крайових умов (4.18) при axx  ,0 : 
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Тут )0()0()0(
0

)0(
0 ,,, syxksxksyxsx ФФФФ – відомі функції (4.46) 0-го наближення від yx, , які в 

інтегралі (4.49) беруться при axx  ,0 , тобто це відомі функції від однієї змін-

ної y . Функції )1(
1

)1()1( ,, kxyxkxk tts  мають структуру аналогічну 0-му  наближенню (4.45) 

і залежать від двох змінних yx, . У ці функції входять невідомі сталі інтегрування. 

В (4.49) вказані функції приймаються при axx  ,0 , тобто це функції однієї 

змінної y , що містять 12 невідомих сталих. Якщо на краях при axx  ,0  задані 

тільки силові фактори, а на компоненти переміщень не накладено ніяких умов, то, 
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оскільки тригонометрична структура кожного доданку у (4.50) однакова, одержу-

ємо, що сталі інтегрування визначаються із ЛАР, які отримуються прирівнюван-

ням до нуля множників при варіаціях компонент переміщень у (4.49). 

Якщо ж при axx  ,0  задані компоненти переміщень, то сталі знаходять-

ся із 12 – ти умов: по одній умові на кожному краї для )3,1(,, )1()1()1( kwvu kkk . 

В інших наближеннях по   ...),3,2( l  структура функцій, розв’язків, 

складових і компонент НДС аналогічна (4.45) – (4.48). зокрема: 
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njD  – сталі інтегрування). 

Для визначення )()(
1 xФ l

Пn  отримується таке ДР (індекс l  угорі опущений): 
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Характеристичне рівняння має вигляд: 
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де корені останнього рівняння залежать від товщини пластини і МХ матеріалу. 

Розглянемо різні випадки. 

Перший випадок. Обидва корені n1  та n2  характеристичного рівняння 

додатні ( n1 >0, n2 >0) і різні ( n1 ≠ n2 ). Тоді маємо чотири дійсних різних коре-

ні: nk1 > 0, nk2 < 0, nk3 > 0, nk4 < 0, nn kk 12  , nn kk 34  . Загальний розв’язок для 

)(1 xФ Пn  буде: 
xk

n
xk

n
xk

n
xk

nПn
nnnn eAeAeAeAxФ 4321

43211 )(  . 

Другий випадок. n1 > 0, n2 > 0, n1 = n2 . Тоді nk1 = nk3 , nk2 = nk4 , nk1 > 0, 

nk2 < 0, nn kk 12  ; nk1 = nnk 13  ; nk2 = nnk 4 ; 

xk
nn

xk
nnПn

nn exAAexAAxФ 21 )()()( 42311  . 
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Третій випадок. n1 > 0, n2 < 0. Тоді nk1 > 0, nk2 < 0, nn kk 12  ; nk3 , nk4  – 

комплексні числа виду isk nnn 4,3 , де 1i ; nnnk 12,1  , nns 2 ; 

xsAxsAeAeAxФ nnnn
xk

n
xk

nПn
nn sincos)( 43211

21  . 

Четвертий випадок. n1 < 0, n2 < 0, n1 ≠ n2 . Тоді isk nnn 2,1 , ;4,3 irk nnn   

пns 1 , пnr 2 ; xrAxrAxsAxsAxФ nnnnnnnnПn sincossincos)( 43211  . 

П’ятий випадок. n1 < 0, n2 < 0, n1 = n2 . Тоді маємо два двократних корені 

для k виду iskk
n


31

, ;
42

iskk
n

  
nn

s
1
 ; 

xsхAAxsхAAxФ nnnnnnПn sin)(cos)()( 42311  . 

Шостий випадок. n1 , n2 – комплексні: bian 1 , bian 2 , де а, b – 

дійсні числа. Тоді nik  (і=1, ...,4)–комплексні числа вигляду: dick 2,1 ,  

dick 4,3 , де ))2/)((2/(,)2/)(( 2/1222/122 baabdbaac  ; 

.sin)(cos)()( 43211 dxeAeAdxeAeAxФ cx
n

cx
n

cx
n

cx
nПn

   

Для знаходження )()( xl
nk  будемо мати ДР по структурі подібне рівнянню 

по визначенню )()(
1 xФ l

Пn . Аналогічно розглядається шість випадків для коренів. 

Для знаходження частинних розв’язків відповідних неоднорідних ДР може 

бути використано метод зведення неоднорідного ДР високого порядку до неод-

норідних ДР 2-го порядку (див. п. 2.2.4). 

Крайові умови (4.44) виконуються. Умови на краях axx  ,0  визнача-

ються рівнянням (4.49) і залежностями (4.50), в яких замість верхнього індекса 

«1» записується індекс « l », а замість індекса «0» – індекс « 1l ». Таким чином, 

отримано рекурентний процес визначення НДС фізично нелінійної пластини. 

4.3.2. Метод подвійних тригонометричних рядів. Розглянемо метод по-

двійних тригонометричних рядів при розв’язанні граничних  задач для ФНП при 

згинальному деформуванні з урахуванням обтискання (НК0-3). 

Граничні умови на лицевих площинах задовольняють (3.2), а зовнішнє на-

вантаження ),( yxq  і ),( yxp  розкладемо в подвійні тригонометричні ряди (3.194), 
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(3.201). Приймемо, що при axx  ,0 , byy  ,0  виконуються крайові умови 

вільного обпирання, які згідно з (4.18) в l - му наближенні по   мають вигляд: 
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На основі п. 3.6.2 наведемо вигляд розв’язків, виразів для складових та 

компонент НДС нульового наближення, а також для нелінійних функцій НДС з 

індексом «0» угорі з урахуванням (4.38)–(4.40): 
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Крайові умови (4.51) в нульовому наближенні при цьому виконуються. 

Праві частини ДР типу (4.15) в 1-му наближенні на основі (4.41) та (4.52): 
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iSSDD nymx
m n

mnii  . 

 

Вони співпадають структурно з правими частинами ДР в нульовому наближенні. 

Оскільки КЕ в даній задачі відсутні, то розв’язання зводиться до визначення ча-

стинного розв’язку СДР типу (4.15), який з урахуванням (4.53) шукається у вигляді: 
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,),(
0 1

)1()1(
nymx

m n
mnkk SCuyxu  









  );3,2,1,0(,),(
1 0

)1()1(   








kCSvyxv nymx
m n

mnkk  

(4.54) 

),3,2,1(,),(
1 1

)1()1(   








kSSwyxw nymx
m n

mnkk  

 

де 
)1()1()1( ,, kmnkmnkmn wvu  – шукані сталі.  

Підставляючи (4.54) у СДР вигляду (4.15) і, ураховуючи (4.53), отримаємо 

для кожної пари значень m  і n  систему одинадцяти ЛАР відносно шуканих ста-

лих. Далі одержимо складові компонент переміщень і функції ),()( yxl
k : 

 

),3,2,1,0(,),(
1 1

)1()1(   








kSSyx nymx
m n

mnkk                           (4.55) 

 

де )1(
kmn  – уже відомі коефіцієнти.  

На основі (4.38) та (4.40), ураховуючи (4.11), (4.54) і (4.55), отримуються 

складові напружень і компоненти напружень в 1-му наближенні, які структурно 

аналогічні 0-му наближенню (4.52). Крайові умови (4.51) в 1-му  наближенні та-

кож виконуються. 

На основі рекурентності формул для складових і компонент НДС, можна 

побудувати розв’язки в тригонометричних рядах і в інших наближеннях за  , 

структурно аналогічні 0-му і 1-му наближенню. Зазначимо складність в отриму-

ванні коефіцієнтів розвинення у вказаних тригонометричних рядах. 

4.3.3. Числові результати для фізично нелінійних пластин. Для 

з’ясування якісного характеру змінення НДС розглянемо циліндричний згин 

(плоска деформація) ФНП, вільно обіпертої вздовж довгих країв axx  ,0 , при 

дії кососиметричного навантаження ),( yxq . Не рівні нулю компоненти НДС за-

лежатимуть від x  і z . На краях axx  ,0  виконуються умови Нав’є. СДР рів-

новаги (4.20), в якій, ураховуючи варіаційний метод їх одержання, потрібно взя-

ти 1-е, 3-е, 5-е, 6-е ДР, які відповідають у перетвореному рівнянні Рейснера рів-

ностям нулю множників при варіаціях )(
3

)(
1

)(
3

)(
1 ,,, llll wwuu  . 
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Введемо деякі спрощення в правих частинах ДР рівноваги в наближеннях 

...,2,1l  за параметром  , а саме: ураховуватимемо тільки ті доданки, що зале-

жать від складових )(),( )1(
1

)1(
1 xwxu ll  , а доданками, які містять ),()1(

3 xu l  )()1(
3 xw l  

нехтуватимемо, що логічно з фізичних міркувань. 

Розглянемо послідовність визначення НДС в 1-му наближенні за  .  

Опускаючи проміжні громіздкі викладки, наведемо деякі вирази і  функції 

з індексом  “0” угорі, які входять у праві частини ДР: 

 





3

0,

)0()0(
0 ),(

ji
ijji TPPyx  ( ji  ); 





3

0,,

)0()0(
0

)0( ),(),(
nji

xijnnjix TPPPzxzx  ; 



3

0,,

)0()0(
0

)0( ),(),(
nji

yijnnjiy TPPPzxzx  ;     (4.56) 





3

0,,

)0()0(
0

)0( ),(),(
nji

zijnnjiz TPPPzxzx  ; 



3

0,,

)0()0(
0

)0( ),(),(
nji

xzijnnjixz TPPPzxzx  , ( nji  ), 

 

де функції )0()0()0( ,...,, xzijnxijnij TTT  залежать від МГП пластини і складових  

)(),( )0(
1

)0(
1 xwxu . Тут і далі сталі і функції не наводяться із-за їх громіздкості.  

Приймаючи до уваги (4.39), (4.41) і,  ураховуючи (4.56), одержимо : 

 
)0(

000330033
)0(

000220022
)0(

000110011
)0(

000000000
)0(
0 )( TITITITIxФsx  , 

 )0(
110121012

)0(
111331133

)0(
111111111

)0(
111221122

)0(
110011001

)0(
1 )( TITITITITIxФsx  

)0(
113331333

)0(
110231023

)0(
112231223

)0(
111131113 TITITITI  , 

)0(
220132013

)0(
220022002

)0(
220332033

)0(
220222022

)0(
220112011

)0(
2 )( TITITITITIxФsx  , 

 )0(
330123012

)0(
331333133

)0(
331113111

)0(
331223122

)0(
330033003

)0(
3 )( TITITITITIxФsx  

)0(
330233023

)0(
333333333

)0(
332233223

)0(
331133113 TITITITI  , 





3

0,,

)0()0( )(
nji

xzijnkxijnqkx TaxI , ( )3,2,1k ,  



3

0,,

)0()0()0()0(
3 )(

nji
zijnzijnyijnyijnxijnxijn TcTcTcxI , 

( nji  ), 
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де dzPPPPI nm

z

jiijmn  ; kP –поліноми Лежандра; zijnyijnxijnkxijn ccca ,,,  – сталі, вира-

жаються через інтеграли ;ijmnI  )0(
ijmnkT  – функції від МГП і )(),( )0(

1
)0(

1 xwxu .  

В подальшому послідовність визначення НДС наступна. Після знаходжен-

ня )1(
3

)1(
1

)1(
3

)1(
1 ,,, wwuu  із CДР з урахуванням крайових умов за формулами (4.9) і 

(4.11) визначаються компоненти переміщень і напружень в наближенні 1l  за   

з урахуванням наближення 3,1k  за поліномами Лежандра: 

 





3

3,1

)1()1( ),(
k

kkuPzxU ; 



2

2,0

)1(
1

)1( ),(
k

kk wPzxW ; ;),(
5

3,1

)1()1(




k

zkkz sPzx  

(4.57) 

;),(
4

2,0

)1()1(




k

xkkxz tPzx  ;),( )0(
5

3,1

)1()1(
sx

k
xkkx ФsPzx  



 )0(
5

3,1

)1()1( ),( sy
k

ykky ФsPzx  


 , 

 

де ),(),,(),(...,),( )0()0()1()1( zxФzxФxsxs sysxzkzk  знаходяться згідно з (4.40). 

Компоненти НДС в наближенні 1,0l ; 3,1k  знаходяться таким чином: 

 

),(),(),( )1()0( zxUzxUzxU    ( xzzyxWU   ); 

(4.58) 
;0V  0yx ; 0yz , 

 

де функції з індексом «0» угорі – компоненти НДС нульового наближення,  ви-

значаються розв’язком лінійної задачі для ізотропної пластини. 

Числові розрахунки виконані для циліндричного згину вільно обіпертої на 

краях пластини від дії кососиметричного поперечного навантаження :)(xq  

;)( mxmSqxq   ( constqm  ); ;
0

)(






l

ll
mm qq   ;)0(

mm qq   0)( l
mq , якщо 1l . 

 

В НК13 і 0l  складові ),(),,( )0()0( yxwyxu kk  шукатимемо у вигляді: 

 

mxmkk CAxu 0
)0( )(  , mxmkk SCxw 0

)0( )(  , ( 3,1k ),                    (4.59) 

 
де mkmk CA 00 ,  – невідомі сталі, які знаходяться із системи чотирьох ЛАР, до якої 

зведеться система (3.101) для ізотропної пластини, що складається із 1-го, 3-го, 

5-го та 6-го рівнянь, після підстановки в неї (4.59).  
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Одержавши значення сталих mkmk CA 00 , , далі визначаються праві частини 

системи ДР (4.20), що складається із 1-го, 3-го, 5-го та 6-го рівнянь. Не виписую-

чи через громіздкість явно вирази для функцій, що входять у праві частини цих 

рівнянь, наведемо їх структурний вигляд через тригонометричні функції: 

 

  ,)( 2
0

2
0

)0(
mxmxcsximxsxixi SCФSФxФ     ,)( 2

0
2

0
)0(

mxmxcssximxssxisxi SCФSФxФ   

)3,2,1,0( i ;   mxmxcsmxs SCISIxI 2
30

2
30

)0(
3 )(   ;                 (4.60) 

  mxmxcixmxscixqix CCQSQxI 2
0

2
0

)0( )(  , ( 3,2,1i ), 

 

де множники при синусах і косинусах – сталі, які залежать від МГП пластини. 

Ураховуючи (4.41) і (4.60), отримаємо праві частини CДР в НК13, 1l : 

 

mxscii CxDxD )()( 0
)0(

  , ( 7,3i ); mxscii SxDxD )()( 0
)0(

  , ( 11,9i ),      (4.61) 

де 
 

2
0

2
00 )( mxcimxscisci CDSDxD  , )7,3( i ; 2

0
2

00 )( mxcsimxsisci CDSDxD  ,  )11,9( i  

cisci DD 00 ,( , csisi DD 00 ,  – МГП). 

 

Розв’язок СДР (4.20) в НК13, 1l  шукаємо у формі: 

 

mxmkk CAxu 1
)1( )(  ,  mxmkk SCxw 1

)1( )(  , ( 3,1k ),                   (4.62) 

 

де mkmk CA 11 ,  – невідомі сталі, які знаходяться із вказаної системи (4.20) після підс-

тановки в неї (4.62) з урахуванням (4.61). Після перетворень одержимо систему 

 

)(0 xDD sciisc  , ( 11,9,7,3i ),                                  (4.63) 

 

де iscD  – сталі, що залежать від МГП і лінійно – від шуканих коефіцієнтів mkmk CA 11 , .  

Осереднимо праві частини системи (4.63) сталими величинами. Цей крок є об-

грунтованим, оскільки праві частини цієї системи – парні функції на проміжку 

 ax ;0  відносно 2/ax  . Замінюючи праві частини системи (4.63) сталими csih , де  


a

scicsi dxxD
a

h
0

0 )(
1

 , ( 7,3,1i ), 
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одержується система 4-х ЛАР, із якої знаходяться mkmk CA 11 , , а потім – )()1( xuk  та 

)()1( xwk  3,1( k ) згідно з (4.62) і компоненти НДС з індексом «1» угорі (4.57). Далі 

на основі (4.58) визначаються компоненти НДС в НК13, 1,0l : 

 

  mxmummum CzfqzfqazxU )(
~~)(

~~),( 1
2

0  ;   mxmwmmwm SzfqzfqazxW )(
~~)(

~~),( 1
2

0  ; 

  mxmzmmzmz SzxqzqGzx ),(~~)(~~),( 1
2

0   ; 

(4.64) 

  mxmxmmxmx SzxqzqGzx ),(~~)(~~),( 1
2

0   ; 

  mxmxzmmxzmxz CzxqzqGzx ),(~~)(~~),( 1
2

0   , 

 

де mwmu ff 10

~
...,,

~
, mxmxzmz 000

~,~,~  – безрозмірні функції z , а mxmz 11
~...,,~   – безро-

змірні функції x  і z , які залежать від МГП пластини; Gqq mm /~  . 

Слід зазначити, що у (4.64) додаткові члени з параметром   містять множники 

3~
mq , в той час як доданки, які визначають наближення 0l  містять множник mq~ . 

Крайові умови в 0 -му і 1-му наближеннях на краях ax ,0  виконуються. 

Числові результати отримані на ПК на мові ФОРТРАН. Розроблена про-

грама обчислення НДС ФНП від дії кососиметричного навантаження при цилін-

дричному згині в наближеннях К13, 0l  та К13, 1,0l . Для числового знахо-

дження інтегралів від поліномів Лежандра використовувався метод Сімпсона, 

який протестовано на різних класах функцій. Чисельно знайдені інтеграли і точні 

їх значення співпадали до 6-го десяткового знаку.  

На рис. Б.1 – Б.4 наведені графіки залежностей компонент НДС від попе-

речної координати для ФНП в наближенні 3,1k ; 1,0l  по   (криві ). 

Для порівняння представлені також графіки за лінійною теорією в НК135. 

В табл. Б.1 – Б.3 наведені безрозмірні значення компонент НДС по товщині 

( )(/),4/(~,)(/),(~ xqzaxxqzx xzxzxx   , ,)(/),4/(~ xqzaxxzxz 

)))(/(),(
~

hxqEzxWW  , )))(/(),4/(
~

hxqEzaxUU   для ФНП із чистої міді 

44230( G  МПа; )1018,0;349,0 6
2  g , а в табл. Б.4 – із мартенівської сталі 

83650( G  МПа; )10085,0;294,0 6
2  g  для різних ah / . 
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В 2-й колонці наведені результати за КТ тонких пластин; у 3-й – 5-й ко-

лонках–у 0-му наближенні за   (при 0l ) з урахуванням НК1, НК13, НК135за 

поліномами Лежандра; у 6-й, 8-й колонках– в наближенні 1,0l  за   і з ураху-

ванням НК13 за поліномами Лежандра для 10mq  Мпа і 15mq  МПа (табл. Б.1, 

Б.2, Б.4 ) та 2mq  Мпа і 4mq  МПа (табл. Б.3). В 7-й та 9-й колонках вказано 

розходження   у % між результатами, отриманими за фізично нелінійною (ФН) 

та фізично лінійною (ФЛ) (для НК135) теоріями (по відношенню до ФЛ теорії). 

Як випливає із наведених результатів і додаткових числових досліджень 

вплив фізичної нелінійності на НДС пластин (детальніше у висновках) зростає і 

може досягати суттєвих значень із зменшенням її товщини, при збільшенні попе-

речного навантаження, м’якості матеріалу (зменшенні модуля зсуву G ).  

4.3.4. Числові результати для транстропних пластин з використанням ме-

тоду збурень ізотропних властивостей матеріалу. Розглянемо однорідну шарнір-

но обіперту на краях транстропну пластину hba  , яка знаходиться під дією 

гармонічного поперечного навантаження. Граничні умови (3.2), де  

 
,),( nymxmn SSqyxq   nymxmn SSpyxp ),( .                        (4.65) 

 
Вважатимемо, що на краях пластини виконуються крайові умови Нав’є 

(4.53). Для з’ясування ефективності методу збурень ізотропних властивостей ма-

теріалу розв’яжемо вказану задачу за методом збурень і безпосередньо в НК0-3. 

В 0-му наближенні по   складові переміщень шукатимемо у вигляді 

 

nymxkmnk SCAyxu 0
)0( ),(  , nymxkmnk CSByxv 0

)0( ),(   ( 3,2,1,0k ); 

(4.66) 

nymximni SSCyxw 0
)0( ),(  , ( 3,2,1i ), 

 
де 000 ,, immkmnkmn CAA  – сталі, які визначаються із системи 11-ти ЛАР, до яких зве-

деться система (4.15) в 0-му наближенні після підстановки в неї (4.65) і (4.66). 

Визначивши вказані сталі, одержуються компоненти НДС пластини із осередне-

ними ізотропними властивостями. 



 209 

Підставляючи (4.66) у праві частини системи ДР (4.15) і, опускаючи громі-

здкі викладки, одержимо такий структурний вигляд правих частин: 

 

nymxpii SCDyxD 0
)0( ),(  , ( 7,5,3,1i ); nymxpii CSDyxD 0

)0( ),(  , ( 8,6,4,2i ); 

nymxpii SSDyxD 0
)0( ),(  , ( 11,10,9i ); 0),(),( )1()1(  yxDyxD iqip , )11...,,2,1( i ,(4.67) 

( piD 0  ( 11...,,2,1i ) – МГП пластини). 

 

Розв’язок CДР 1-го наближення (4.15) за параметром   шукається у формі: 

 

nymxkmnk SCAyxu 1
)1( ),(  , nymxkmnk CSByxv 1

)1( ),(  , ( 3,2,1,0k ); 

(4.68) 

nymximni SSCyxw 1
)1( ),(  , ( 3,2,1i ), 

 
де 111 ,, immkmnkmn CAA  – невідомі сталі, які знаходяться із системи 11-ти ЛАР.  

Знаючи вказані коефіцієнти, на основі (4.9), (4.11), (4.12), (4.66), (4.68) ви-

значаються складові та компоненти НДС в 1-му наближенні за  : 

 

;)(),,( 1
)1(

nymxSCzUzyxU   ;)(),,( 1
)1(

nymxCSzVzyxV   ;)(),,( 1
)1(

nymxSSzWzyxW   

;)(),,( 1
)1(

nymxzz SSzzyx    ;)(),,( 1
)1(

nymxxzxz SCzzyx   ;)(),,( 1
)1(

nymxyzyz CSzzyx    

;)(),,( 1
)1(

nymxxx SSzzyx   ;)(),,( 1
)1(

nymxyy SSzzyx    nymxyxxy CCzzyx )(),,( 1
)1(   , 

 

де функції від z  залежать від поліномів Лежандра. 

Знайшовши компоненти НДС в 0-му ( 0l ) і 1-му ( 1l ) наближеннях по 

 , визначаються компоненти НДС з урахуванням 0-го і 1-го наближень за пара-

метром   ( 1,0l ) в наближенні К0-3 за поліномами Лежандра: 

 
  ;)()(),,( 10 nymxSCzUzUzyxU     ;)()(),,( 10 nymxCSzVzVzyxV   

  ;)()(),,( 10 nymxSSzWzWzyxW     ;)()(),,( 10 nymxzzz SSzzzyx    

  ;)()(),,( 10 nymxxzxzxz SCzzzyx      ;)()(),,( 10 nymxyzyzyz CSzzzyx    

  ;)()(),,( 10 nymxxxx SSzzzyx      ;)()(),,( 10 nymxyyy SSzzzyx    

  nymxyxyxyx CCzzzyx )()(),,( 10   . 
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Крайові умови (4.51) при цьому виконуються. 

Чисельно досліджено НДС квадратних пластин від дії навантаження (4.65). 

В табл. Б.5, Б.6 наведені компоненти НДС для квадратних пластин за побу-

дованим варіантом МТ в НК0-3 та за методом збурень ізотропних властивостей 

матеріалу ( GGG /)(  ). Вказані розходження   у % для результатів, отрима-

них при 1,0l  з урахуванням НК0-3 та в НК0-3. Прийняті позначення 

),(/),,(~ yxqzyxxx   ;  )),(/(),,(
~

0 hyxqEzyxWW  . Верхні значення в табл. Б.5, 

Б.6 наведені при граничних умовах: ;2/)2/( qhzz   0)2/(  hzxz  

( yx, ), а нижні – при ;)2/( qhzz   ;0)2/(  hzz  0)2/(  hzxz  ( yx, ).  

Отримані методом збурень числові розрахунки уже в перших двох набли-

женнях за параметром   достатньо точно описують НДС транстропних пластин 

із матеріалів, пружні сталі яких мало відрізняються від ізотропних.  

 

4.4. Основні рівняння для ФНП у полярних координатах 

 

Основні рівняння для ФНП випливають із рівнянь для фізично нелінійної 

сферичної оболонки [128] (дод. Г.2) при рівних нулю кривинах.  

Основні рівняння та алгоритм визначення НДС круглих пластин з викорис-

танням методу збурень пружних властивостей матеріалу одержані у [123, 126]. 

 

4.5. Висновки по розділу 

 
Для однорідних ортотропних і ізотропних фізично нелінійних за Каудере-

ром пластин довільної сталої товщини вирішені наступні проблеми. 

1. Уперше побудовано новий варіант МТ для вказаних елементів і розроблено 

на його основі методи розв’язування граничних задач. Варіант МТ базується на ВПР 

і новому комплексному методі, основаному на поєднанні методу розвинення усіх 

компонент НДС і граничних умов у ряди за поперечною координатою при допомозі 

поліномів Лежандра, методу збурень пружних властивостей матеріалу і МВР.  



 211 

2. Уперше в МТ на основі нового розробленого варіанта МТ тривимірна 

задача ТП для ортотропних (фізично нелінійних) пластин довільної сталої тов-

щини зведена до рекурентної нескінченної послідовності лінійних двовимірних 

крайових задач для пластин із осередненими ізотропними властивостями (для 

пластин лінійно пружних ізотропних). Праві частини отриманих СДР з частин-

ними похідними і крайові умови в довільному наближенні за малим параметром 

  лінійно (нелінійно) залежать від компонент НДС попередніх наближень. 

3. Уперше на основі МТ з використанням методу збурень пружних власти-

востей матеріалу виведені в явному вигляді в НК0-3 СДР 22-го порядку і крайові 

умови для довільного наближення l  за малим параметром  . Кожна СДР реку-

рентної послідовності узагальненою методикою перетворень ДР зведена до 

розв’язання двох незалежних неоднорідних СДР: одна описувала кососиметрич-

не деформування (КД) (12-го порядку), а інша–симетричне (СД) (10-го порядку).  

4. При КД в наближеннях ..,2,1l за   СДР розділена на дві незалежні не-

однорідні підсистеми ДР: одна (4-го порядку) описувала ВКЕ (однорідні ДР) і 

уточнювала ВНДС (частинні розв’язки неоднорідних ДР), а інша–(8-го порядку) 

описувала ВНДС (визначався загальним розв’язком бігармонічного ДР і частин-

ними розв’язками двох неоднорідних ДР 8-го порядку) і ПКЕ (визначався швид-

козгасаючим розв’язком однорідного ДР 4-го порядку). ВНДС залежав від НДС 

попередніх наближень (лінійно для ортотропних і нелінійно для фізично нелі-

нійних пластин), а ПКЕ і ВКЕ визначалися 0-м наближенням за  . 

5. При СД в наближеннях ...,2,1l за   СДР розділена на дві незалежні 

групи неоднорідних ДР: одне ДР (2-го порядку) описувало ВКЕ (однорідне ДР) і 

уточнювало ВНДС (частинні розв’язки неоднорідного ДР), а інша група–СДР 8-

го порядку описувала ВНДС (визначався загальними розв’язками бігармонічного 

ДР і частинними розв’язками трьох неоднорідних ДР 8-го порядку) та ПКЕ (ви-

значався швидкозгасаючим розв’язком однорідного ДР 4-го порядку). ВНДС за-

лежав від НДС попередніх наближень (лінійно для ортотропних і нелінійно для 

фізично нелінійних пластин). ПКЕ і ВКЕ визначалися 0-м наближенням за  . 
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6. Уперше з використанням МТ і збурення пружних властивостей матеріалу 

отримані загальні розв’язки СДРР високого порядку ортотропних і фізично нелі-

нійних ізотропних пластин на основі узагальненої методики математичних перет-

ворень СДР, операторного методу інтегрування і зведенням неоднорідних ДР висо-

кого порядку до неоднорідних ДР 2-го порядку. 

7. Побудовані розв’язки граничних задач у вигляді одинарних та подвійних  

тригонометричних рядів у перших двох наближеннях за малим параметром. 

8. Досліджено якісно ВНДС нетонких ФНП за НК13 для задач циліндрич-

ного згину при гармонічному навантаженні в широких межах змінення МГХ. Фі-

зична нелінійність може суттєво впливати на компоненти НДС. Вплив фізичної 

нелінійності зростає із зменшенням товщини, із збільшенням відхилення нелі-

нійних властивостей від лінійних та із збільшенням поперечного навантаження. 

Розраховуючи тонкі пластини, потрібно ураховувати нелінійно пружні властиво-

сті матеріалу, але при цьому достатньо використовувати класичну теорію. Ви-

значаючи НДС товстих пластин, фізичною нелінійністю можна нехтувати, але 

розкладати компоненти НДС в ряди за поперечною координатою. При розрахун-

ку пластин із відношенням 8/1/ ah 3/1  потрібно використовувати метод розк-

ладання НДС по товщині і ураховувати нелінійно пружні властивості матеріалу. 

При неплавних навантаженнях і в інших випадках, які призводять до НДС з висо-

ким градієнтом змінювання, також потрібно ураховувати фізичну нелінійність су-

місно з розкладанням компонент НДС у ряди за поперечною координатою. 

9. Ефективність методу збурень ізотропних властивостей матеріалу зростає 

при наближенні МХ ортотропного матеріалу до ізотропного. Розроблений метод 

збурень ізотропних властивостей матеріалу варіанта МТ нетонких пластин може 

бути узагальнено для розрахунку анізотропних пластин із суттєвою анізотропією. 

Наукові результати, наведені в четвертому розділі, опубліковано в працях 

автора[116–119, 122, 123, 125–128, 133, 137, 142, 151, 155, 156, 168–171, 176, 178, 

179, 181, 182, 449, 450]. 
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РОЗДІЛ 5 

ВАРІАНТ МАТЕМАТИЧНОЇ ТЕОРІЇ НЕТОНКИХ ОДНОРІДНИХ 

ТРАНСТРОПНИХ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК 

 

Розділ присвячено побудові нового варіанта МТ однорідних транстропних по-

логих оболонок довільної сталої товщини, що знаходяться під дією довільного попе-

речного навантаження. Уперше виведені в явному вигляді взаємозв’язані основні рі-

вняння у НК02, НК0-3, НК0135, НК024, НК0-5, які придатні для прикладних цілей. 

Розроблені методи розв’язування граничних задач. Отримані форми і загальні 

розв’язки отриманих СДР високого порядку. Досліджено НДС в різних наближеннях 

в залежності від типу навантаження та МГХ. Одержані нові важливі висновки. 

 

5.1. Постановка проблеми 

 

З позицій тривимірної теорії пружності розглядається нетонка транстропна 

полога оболонка товщини h  подвійної кривини в прямокутній системі координат 

Oxyz  (рис. 5.1). Вісі Ox та Oy  напрямлені вздовж сторін плана оболонки, які 

приймемо відповідно рівними а і b. Вісь Oz  направлена вбік опуклості оболонки. 

На лицевих поверхнях оболонки граничні умови мають вигляд (3.1), (3.2). 

Граничні умови на бічній поверхні, яку вважатимемо перпендикулярною 

до серединної поверхні оболонки, яка є поверхнею ізотропії, можуть бути дові-

льними статичного характеру і формулюються у вигляді (3.3), (3.4). 

 

Рис. 5.1. Однорідна полога оболонка сталої товщини. 
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Співвідношення між деформаціями та переміщеннями як функціями трьох 

змінних визначаються залежностями [240], в яких, оскільки оболонка є нетон-

кою, ураховуються компоненти тангенціальних переміщень у виразах для попе-

речних кутових деформацій yzxz  , (в теорії тонких оболонок ними нехтують): 
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VUWWkVWkU
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       (5.1) 

 

де 21, RR – головні радіуси кривини серединної поверхні оболонки; уточняючі 

складові у виразах для поперечних кутових деформацій містять множники 21, kk  . 

Залежності між поперечними деформаціями та напруженнями виражають-

ся згідно з (3.6), а для тангенціальних напружень згідно з (3.7). Матимемо: 
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     (5.2) 

 
Як і для пластин, тривимірну задачу ТП для нетонких пологих оболонок 

сталої товщини зведемо до двовимірної на основі ВПР та методу розвинення усіх 

компонент НДС у ряди за товщинною координатою при допомозі поліномів Ле-

жандра з використанням методики взаємозв’язаних рівнянь. 

 

5.2. Основні рівняння 

 

5.2.1. Апроксимація компонент НДС. ДРР та крайові умови. Теорема 3 

(про збіжність рядів для напружень). Компоненти переміщень 

),,,(),,,( zyxVzyxU ),,( zyxW  апроксимуються рядами за допомогою поліномів 

Лежандра у вигляді (3.9). Деформації в оболонці також зображуються рядами: 
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де з урахуванням (5.1) і (3.9): 
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Напруження ),,( zyxxz  і ),,( zyxyz , ),,( zyxz  приймаються у вигляді 

(3.1)–(3.17), які задовольняють граничні умови (3.1), (3.2) на лицевих поверхнях. 

ВРР для пологої оболонки має вигляд (3.18). 

Послідовність побудови основних рівнянь для пологих оболонок на основі 

ВПР з використанням поліномів Лежандра і МВР аналогічна як і для пластин. 

Для функцій ),( yxQkx , ),( yxQky , опускаючи викладки, отримаємо: 
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;( kykx QQ   ;// yx   ;kyikxi ll   ii vu  ), 
 
де kih – МГП, що залежать від МХ та товщини оболонки; kyikxi ll , – МГП, сталі, 

які залежать від МГХ оболонки. Вказані параметри для різних наближень мають 

різні значення. Слід підкреслити наявність у залежностях (5.5) доданків, що міс-

тять кривини 1k   та 2k  . З цієї причини вирази для kykx QQ ,  містять складові пере-

міщень з парними і непарними індексами. Якщо покласти у (5.5) 021  kk , то 

одержуються ),(),,( yxQyxQ kykx , що відповідають пластині. 

Для функцій ),( yxk  отримаємо: 
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         (5.6) 

 
де kpkqki eee ,, – МС; kiq – МГП, які залежать від МХ, товщини та кривин обо-

лонки (вказані параметри також для різних наближень мають різні значення). 

Зазначимо, що ),( yxk  для оболонки на відміну від пластини залежать від 
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складових переміщень з парними і непарними індексами. Якщо в (5.6) покласти 

кривини 021  kk , то одержимо відповідні функції для транстропної пластини. 

Залежності між напруженнями та складовими переміщень для пологої тра-

нстропної оболонки одержуються аналогічно пластині і мають вигляд: 
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де ),,(),,(),(,)(),( kkyiyikkxixikzizikyyiyikxxixi vussvussssQttQtt    

),,( kkyxiyxi vutt   а функції ),,( yxQkx ),,( yxQky
),( yxk  визначаються за формула-

ми (5.5), (5.6) через складові компонент переміщень і МГП. Поперечні напру-

ження zxzxz  ,,  (5.7) задовольняють граничним умовам (3.1), (3.2). 

Напруження (5.7) за структурою аналогічні напруженням (3.225) для пластин, тільки 

множники в (3.226) змінної z  залежать ще й від кривин. І тому справедлива теорема 3 про 

збіжність рядів для напружень в пологій оболонці (аналогічна теоремі 1 для пластин). 

ДР рівноваги транстропної пологої оболонки, навантаженої на лицевих по-

верхнях поперечними силами, на основі ВРР зображуються так: 
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Крайові умови мають вигляд (3.26), тільки на відміну від пластини, функції 

xiyxiyixi sttt ,,, , yis  від двох змінних yx,  залежать також від радіусів кривини 

оболонки, тобто крайові умови для оболонки містять кривини серединної повер-

хні. Функції sisisi zyx ,, мають той же зміст, що і для пластин (3.25). 

Не зупиняючись на різних випадках, зазначимо, що, як і для пластин, із 

(3.26) можна отримати різні крайові умови. 

Далі, не зупиняючись на НК0-N, дослідимо конкретні наближення. 

5.2.2. Наближення К01. В цьому наближенні у всіх залежностях, рівнян-

нях рівноваги (5.8) та крайових умовах (3.26) ураховуються тільки складові ком-

понент переміщень 11100 ,,,, wvuvu . 

Компоненти переміщень мають вигляд (3.83). 

Деформації: 

 
0;)(),,(;)(),,( ,1112,00,1111,00  zyyyxxx vPwkvPzyxuPwkuPzyx  ; 

;)(),,(
1

0
,,




k

xkykkxy vuPzyx ; ,)(),,( 1111101,10 uPkuPukwPzyx xzx
   (5.9) 

( ).;;, 21 kkvuyx   
 

Напруження: 
 

2200),,( xxxz tPtPzyx  , ( yx, ); 



3

0

),,(
n

znnz sPzyx ; 

(5.10) 





3

0

),,(
n

xnnx sPzyx , ( yx, ); 1100),,( yxyxyx tPtPzyx  , 

де  

;/),(),( 10 hyxQyxt xx   ;/),(),( 12 hyxQyxt xx   ( yxynxn QQtt 11;  ); 

;2/),(),(0 yxpyxsz   ;5/),(3),(1 yxqyxsz   ;02 zs  ;10/),(),(3 yxqyxsz   

110,1,10101011,0,000 )(),(;)(),( zyxxzyxx sdvudyxssdwkvudyxs    ,  

(5.11) 

zkxx sdyxss 1032 ),(;0  , ( vv kkvuyx 21;,;,  ); )(),( ,, xkykyxk vuGyxt  , ( 1;0k ); 

,),( 111001,1111 ululwhyxQ xxxx   ( vuyx ;, ); 

;6/511 hGh   ;6/5 101 khGl x
  ;3/511 Gl x

  ;6/5 201 khGl y
  1111 xy ll  . 
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ДР рівноваги оболонки (10-го порядку) з урахуванням (5.8)–(5.11): 

 

ipqiiiii DwDvDuDvDuD  15,14,13,02,01,  ( 5...,2,1i ),           (5.12) 

де 

;0112

2

1122

2

1111,1 xlk
yx

D 








   ;

2

1212,1
yx

D



   ;1113,1 xlkD   

;04,1 D ;115,1
x

kD w



  ;01

x

p
D upq




   ;0122

2

1112

2

1122,2 ylk
yx

D 








   ;03,2 D  

;1124,2 ylkD   ;125,2
y

kD w



  ;02

x

p
D upq




   ;1132

2

1122

2

1123,3  










yx
D  (5.13) 

;
2

1214,3
yx

D



   ;1515,3

x
D




   ;13

x

q
D upq




  ;1132

2

1112

2

1124,4  










ух
D  

;1515,4
у

D



   ;14

у

q
D upq




   11

2
5515,5 wrD   , ;

2
12

10
5 qpk

hd
D pq   jiij DD  . 

;0111 hd  ;112 hG  );( 0121 Gvdh   ;
2

1
100 hdu   ;

3

0
111

hd
  ;

3
112

hG
  

;
2 11

113
h

l x   ;
3

0121 vdG
h

  ;
2 11

151
h

h
  ;11551 h  ;

5

0
1

hd
u   

;1111011 khkhdk vw
  ;2112012 khkhdk vw

  vw khdr 011  ,  22112112 ; kkkkkkkk  . 

 

СДР для оболонок (5.12) на відміну від CДР для пластин (3.86), (3.87) не 

розділяється на окремі незалежні системи ДР симетричного і кососиметричного 

деформування, що вказує на їх взаємний вплив. Крайові умови отримуються із 

(3.26) при урахуванні складових компонент переміщень 11100 ,,,, wvuvu . Поклада-

ючи в (5.11) і (5.13) кривини 021  kk , отримаємо СДР відповідних пластин. 

5.2.3. Наближення К0-3. В цьому наближенні ураховуються тільки скла-

дові компонент переміщень 32133221100 ,,,,,,,,,, wwwvuvuvuvu . 

Компоненти переміщень мають вигляд: 

 

,),()
2

(),,(
3

0





k

kk yxu
h

z
PzyxU  (U, V; u, v); 




3

1
1 ),()

2
(),,(

k
kk yxw

h

z
PzyxW ;  (5.14) 

 

деформації: 
 

);;;,(,)(),,( 21

2

0
,3311, kkvuyxuPwkuPzyx

k
xkxkkx 
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;),,( 1

2

0




  k
k

kz wPzyx  



3

0
,, )(),,(

k
xkykkxy vuPzyx ;                (5.15) 

,))((),,( 33133

2

0
1,1 uPkuPuPukwPzyx

k
kkkxkkxz




  ( );;, 21 kkvuyx  ; 

 
напруження: 

 





4

0

;),,(
k

xkkxz tPzyx  



4

0

),,(
k

ykkyz tPzyx , 



5

0

),,(
k

zkkz sPzyx ; 

(5.16) 





5

0

),,(
k

xkkx sPzyx , ;( yx    )ykxk ss  ; ,),,(
3

0





k

yxkkxy tPzyx  
 
де 
 

;/),( 10 hQyxt xx   );5/(3),( 21 hQyxt xx   );7/(3/),( 312 hQhQyxt xxx   

);5(3),( 23 hQyxt xx   ),7(3),( 34 hQyxt xx   ;( ykxk tt   );kykx QQ   

;2/)5/(),( 20  pyxsz  ;5/)14/(3),( 31  qyxsz  ;7/),( 22 yxsz  

;15/10/),( 33  qyxsz  ;70/3),( 24 yxsz  ;42/),( 35 yxsz  

zkkykxkxk sdwkvudyxs 1011,,0 )(),(   , (k =0, 1, 2); 

310,3,303 )(),( zyxx sdvudyxs   ; zkxk sdyxs 10),(  , (k =4, 5), 

);,,,,( 2,1, vykkyvxkxk kvskus   )(),( ,, xkykyxk vuGyxt  ; 





3

1,0
,33,11),(

i
ikxixkxkkx ulwhwhyxQ ; ( k 1, 3);                   (5.17) 





3

2,1
2,2222 ),(

i
ixixx ulwhyxQ , ),,,/,,,,/,( 21 kvlyQkulxQ iiykkyiixkkx

 ; 

peeewqwqwqyx p22220203232221212 ),(   ; 

qeeewqwqyx q33331313332323 ),(   ; 

101
15

14
khGl x
 ; Gl x


15

28
11 ; 121

15

1
khGl x
 ; Gl x


5

6
31 ; 103

5

7
khGl x
 ; 

Gl x


5

14
13 ; 123

5

7
khGl x
 ; Gl x


5

84
33 ; ;

6

7
112 khGl x
  Gl x

 722 ; 132
2

1
khGl x
 ; 

hGh 
15

14
11 ; hGh 

15

1
13 ; hGh 

6

7
22 ; hGh 

5

7
31 ; 3133 hh  , );,( 21 kykx  ; 

;7 123021 kdq   ;
14

20

22
hd

q   ;2 123023 kdq   ;11 123032 kdq  ;
66

20

33
hd

q   

;7 3020 de   ;2 3022 de   ;11 3031 de   ;
3

22
3033 de   ;

2

7
2 pe  

3

22
3 qe . 

 

Поперечні напруження (5.16) точно задовольняють граничним умовам 

(3.2), (3.3) на лицевих поверхнях. 
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СДР рівноваги з частинними похідними має 22-й порядок: 

 

),11...,,2,1(),,(311,210,19,38,

37,26,25,14,13,02,01,





jyxDwDwDwDvD

uDvDuDvDuDvDuD

jpqjjjj

jjjjjjj
         (5.18) 

де  
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x
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yx
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'
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2
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y
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D
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q
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 14  ; 25

2'
13332

2

3322

2

3315,5 )( ukk
yx

D 








  , 
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D






2

3416,5  ,   (5.19) 

35
'
17,5 ukkD  , 08,5 D , 

x
kD w
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x
D




 35110,5  , 

x
kD w




 3511,5 , 

x

p
D upq




 25  , 
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2'

23332
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3312

2

3326,6 )( vkk
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D 








  , 07,6 D , 35

'
28,6 ukkD  , 

y
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y
D




 35110,6  , 

y
kD w
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y

p
D upq




 26  , 

37
2'

13332

2

3322

2

3317,7 )( ukk
yx
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  , 

yx
D




 3418,7  , 

x
D




 3519,7  , 

x
kD w




 2710,7 , 

x
D




 36111,7  , 

x

q
D upq




 37  ; 
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38
2'

23332

2

3312

2

3328,8 )( vkk
yx

D 








  , 

y
D




 3519,8  , 

y
kD w




 2810,8 , 

y
D




 36111,8  , 

y

q
D upq




 38  , 11

2
5519,9 wrD   , 2110,9 wrD  , 31

2
56111,9 wrD   , 

qpkD wpqp 199  , 22552
2

55110,10 wrD   , 3211,10 wrD  , pqkD wqpq 21010  , 

33662
2

66111,11 wrD   , pkqD pwpq 11311   . 

 

Показано, що диференціальна матриця СДР (5.18) симетрична ( jiij DD  ). 

У формулах (5.19) коефіцієнти наведені у дод. В.1. 

СДР (5.18) також не розділяється на дві системи, які описують незалежно 

симетричне і кососиметричне деформування, що вказує на їх взаємозалежність. 

МГП (В.1) з однаковими позначеннями не співпадають з (5.13). Крайові умови 

отримуються із (3.26) при урахуванні складових компонент переміщень 

3211100 ,,...,,,,, wwwuuvu . 

5.2.4. Наближення К0-5. В цьому наближенні ураховуються складові ком-

понент переміщень 521551100 ,...,,,,...,,,,, wwwvuvuvu .  

Компоненти переміщень зображаються у вигляді:  

 





5

0

),,(
k

kkuPzyxU  ;( VU   );kk vu   



4

0
1),,(

k
kk wPzyxW .       (5.20) 

 
Деформації: 

 

);;;,(,)(),,( 21

4

0
,5511, kkvuyxuPwkuPzyx

k
xkxkkx  


  

;),,( 1

4

0




  k
k

kz wPzyx  



5

0
,, )(),,(

k
xkykkxy vuPzyx ;              (5.21) 

,))((),,( 55155

4

0
1

1 uPkuPuPuk
x

w
Pzyx

k
kkk

k
kxz









  ( ).;;, 21 kkvuyx   

 

З урахуванням (5.20), (5.21) і ВР Рейснера дістанемо наступні залежності: 

Напруження: 

 





6

0

;),,(
k

xkkxz tPzyx  



6

0

),,(
k

ykkyz tPzyx ; 



7

0

),,(
k

zkkz sPzyx ; 

(5.22) 
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7

0

),,(
k

xkkx sPzyx , ;( yx    )ykxk ss  ; ,),,(
5

0





k

yxkkxy tPzyx  

де 
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h
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h
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h
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h
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h
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3
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5

1
(

2

1
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1
(

5

3
),( 31  qyxsz  );

6

1
(

7

1
),( 422  yxsz  

;
66

1

15

1

10

1
),( 533   qyxsz  );

11

1

10

1
(

7

3
),( 424  yxsz          (5.23) 

);
13

1

14

1
(

3

1
),( 535  yxsz  ;

66

1
),( 46 yxsz  57

286

3
),( yxsz ; 

zkkykxkxk sdwkvudyxs 1011,,0 )(),(    ( k =0, 1, 2, 3, 4); 

510,5,505 )(),( zyxx sdvudyxs   ; zkxk sdyxs 10),(  , (k =6, 7), 

);;,;( 21,, vvykxkykxk kkvuss   )(),( ,, xkykyxk vuGyxt  . 

У (5.23): 
 





5

0
,55,33,11),(

i
ikxixkxkxkkx ulwhwhwhyxQ , ( k 1, 3, 5); 





5

1
,44,22),(

i
ikxixkxkkx ulwhwhyxQ , ( k 2, 4); 

;( kykx QQ   ;// yx   ( ;kyikxi ll   ii vu  );                    (5.24) 

qeeeewqyx kqkk
i

kikik 


55331

5

2
1),(  , ( k 3, 5); 

peeeewqyx kpkk
i

kik ik  


44220

5

1
0),(   ( k 2, 4). 

 
У залежностях (5.24) коефіцієнти наведені у формулах (В.2). 

Поперечні напруження точно задовольняють граничним умовам (3.1), (3.2). 

Виведені із (5.8) взаємозв’язані ДР рівноваги мають 34-й порядок: 

 
 49,38,37,26,25,14,13,02,01, uDvDuDvDuDvDuDvDuD iiiiiiiii  

ipqiiiiiiii DwDwDwDwDwDvDuDvD  517,416,315,214,113,512,511,410, ,  (5.25) 

( i 1, 2, …, 17), 

 
де jiD ,  ( j 1, 2, …, 17) – диференціальні оператори, ),( qpDD ipqipq  : 
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1416116,14 rD    ;141717,14 rD   ;2214 qpD wwpq    

;151515152
2

1515115,15 rD    ;151616,15 rD   ;151715172
2

1517117,15 rD    

;3315 qpD wwpq    ;161616162
2

1616116,16 rD    ;161717,16 rD   

;4416 qpD wwpq    ;171717172
2

1717117,17 rD    .5517 qpD wwpq    

 
Показано, що диференціальна матриця СДР (5.25) симетрична. 

У (5.26)   і   з індексами –МГП, визначаються згідно з (В.3) дод. В. 

МГП (В.3) переходять при рівних нулю кривинах у МГП для пластин. 

Крайові умови на контурі для оболонки мають вигляд (3.26) з урахуванням 

відповідних доданків з індексами від «0» до «5». 

Система ДР (5.25) (34-го порядку) описує взаємозалежні між собою симетри-

чне і кососиметричне деформування.  

 
5.3. Перетворення систем ДР рівноваги для різних наближень. Форми 

загальних розв’язків 

 
СДР (5.8) у всіх наближеннях не розділяється на СДР симетричного і косо-

симетричного деформування, не виділяються ДР ні ВКЕ, ні ПКЕ, ні ВНДС. Для 

нетонких середньопологих або сильнопологих оболонок ( baaR  ,1/2,1 ), як по-

казують додаткові числові дослідження, у (5.8) можна покласти 021  kk  і тоді 

виділяються ДР ВКЕ та система, яка описує ВНДС з ПКЕ. 

5.3.1. Наближення К01. Після перетворень, аналогічних пластині, система 

10-го порядку (5.12) при 021  kk  зобразиться у вигляді: 

 
;,0,111,0112,0111 xuxwyx pwk    

;,0,112,0112,0111 yuywxy pwk    

;,1,1151,1112,11111113 xuxyx qwu    

;,1,1151,1112,11111113 yuyxy qwv    

.)( 5111
2

5511151,012,011 pqwywxw Dwrvkuk    
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Із цієї СДР виділяється рівняння ВКЕ, що має вигляд (3.91) (як і  для пластин) та 

СДР, яка описує ВНДС з ПКЕ: 

 
;,0,111,0112,0111 xuxwyx pwk    ;,0,112,0112,0111 yuywxy pwk    

.2
11

2
1511

2
1111113 qw u                                (5.27) 

;)( 5111
2

5511151,012,011 pqwywxw Dwrvkuk    

 
Четверте ДР системи (5.27) співпадає із ДР (3.92) для пластин. Виражаючи 

із 3-го ДР (5.27) 1  через інші функції і, підставляючи в 4-е ДР (5.27) та, заміню-

ючи 0  і 0  через 0u  та 0v , одержимо систему трьох ДР відносно 0u , 0v , 1w , для 

якої операторним методом одержуються форми загальних розв’язків. 

5.3.2. Наближення К0-3. Покладаючи 0,0 21  kk , СДР (5.18) (22-го по-

рядку) після відповідних перетворень прийме вигляд: 

 
;,0,331,2151,111,2131,0121,0112,0111 xuxwxxwxxyyyxx pwkwwkvuu    

;,0,331,2151,112,2131,0111,0112,0121 yuywyywyyyxxxy pwkwwkvvu    

;,1,3161,223,1151,3131,1112,111131331113 xuxxwxxyx qwwkwuu    

;,1,3161,224,1151,3131,1112,111131331113 yuyywyyxy qwwkwvv    

;,2,335,2351,115,2332,2331,01312333 xuxwxxwyxx pwkwwku    

;,2,336,2351,115,2332,2331,01312333 yuywyywxyy pwkwwkv    

(5.28) 
;,3,3361,227,1351,3332,3331,113133331133 xuxxwxyxx qwwkwuu    

;,3,3361,227,1351,3332,3331,113133331133 yuyywyxyy qwwkwvv    

;)(

)(

91331
2

561221

111
2

55133512151151,012,011

pkqwrwr

wrkvkuk

pwww

wwywxw








 

;)( 210332222553
2

551121

3272351,124,1230151

pqkwrwrwr

kvkuk

wqwww

wywxw








 

.)(

)(

113333662
2

661232

131
2

5613361,236,2351161031

pkqwrwr

wrvkukk

pwww

wywxww








 

 

Виконуючи перетворення, аналогічні п. 3.4.2 для пластин, із СДР (5.28) ви-

діляються розв’язувальні рівняння, у які входять вихрові функції: 
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;0)( ,2242331331
2

1121113  yxww wkk  

;0)( .336352
2

3322333  yxww wkk                           (5.29) 

.03
2

33233331133    

 
Із (В.1) дод. В випливає, що система ДР 6-го порядку (5.29) не є СДР, яка 

описує тільки вихровий КЕ із-за наявності в ній складових ),(2 yxw  і ),(3 yxw . 

Але якщо полога оболонка квазірівнокривинна ( 21 RR  ), то СДР (5.29) мі-

ститиме тільки вихрові функції )3,2,1(),( iyxi  і отже, співпадатиме з відпові-

дними ДР вихрового КЕ для пластин при кососиметричному (3.103) і симетрич-

ному (3.123) деформуванні. Тобто, для квазірівнокривинної пологої оболонки ДР 

вихрового КЕ виділяються окремо і розділяються на дві окремі групи, одна з 

яких описує ВКЕ при кососиметричному (1-е та 3-е ДР (5.29) ), а 2-е ДР (5.29) ) 

визначає ВКЕ при симетричному деформуванні. Загальні розв’язки ВКЕ співпа-

дають із загальними розв’язками відповідних пластин. 

Диференціюючи третє ДР (5.25) по x , четверте – по y  і складаючи їх, та ви-

конуючи аналогічні дії з п’ятим і шостим, сьомим і восьмим ДР, дістанемо: 

 

;)( 2
13

2
161,224,2231

2
151

2
1131

3

3,1

qwwkwkw uyywxxwiii
i




    (5.30) 

;)( 2
2,336,3352

2
3511

2
152

2
3313330

2
131 pwkwkwwk uyywxxww     

.2
33

2
3612

2
271

2
3513

2
33133331

2
1311133 qwwkw uw    

 

СДР, яка складається із ДР (5.29), (5.30), перших двох і останніх трьох ДР 

системи (5.28) описує взаємозалежні ВНДС, ПКЕ і ВКЕ. Отже, різні кривини 

оболонки пов’язують ВНДС, потенціальний і вихровий КЕ. 

Для квазірівнокривинної пологої оболонки СДР (5.30) з першими двома і 

останніми трьома ДР системи (5.28) визначає внутрішній НДС із ПКЕ. Вказана 

система ВНДС з ПКЕ зводиться до простішої, якщо виконати осереднення групи 

доданків ywxw vkuk ,012,011  , ywxw vkuk ,124,123   та ywxw vkuk ,236,235  , що входять у 

останні три ДР (5.28). Матимемо: 
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wwwwwwwww kkkkkkkkk 536353242311211 ;;  ,               (5.31) 
 
де  

;2/)(;2/)( 2423312111 wwwwww kkkkkk   2/)( 36355 www kkk  . 

 
Тоді ;; 13,124,12301,012,011  wywxwwywxw kvkukkvkuk   25,236,235 wywxw kvkuk   і 

останні три рівняння системи (5.28) запишуться так: 

 
 3351215115101  ww kk  

;)()( 91331
2

561221111
2

551 pkqwrwrwr pwwww    

 3272351130151  ww kk                                 (5.32) 

;)( 210332222552
2

551121 pqkwrwrwr wqwww    

 336125116101  ww kk  

.)()( 113333663
2

661232131
2

561 pkqwrwrwr pwwww    

 

Виражаючи із (5.32) 321 ,,   через 3210 ,,, www  та їх похідні, дістанемо: 

 

)3,2,1(,)( 0
2

3

1
200  



kpqww kpkqiiki
i

ikk   ,             (5.33) 

 
де kpkqknknvu  ,,,,, 0200 – МГС. 

Підставляючи (5.33) у перші два ДР (5.28) та ДР (5.30), одержимо СДР з 

частинними похідними 16-го порядку відносно функцій 32100 ,,,, wwwvu : 

 
pРqРwРwРwРvРuР ipiqiwiwiwoivoiu  33221100 , ( ),5...,,2,1i     (5.34) 

 

де Р з нижніми індексами – диференціальні оператори, зокрема: 
 

;;;; 22221111
y

pP
y

pP
x

pP
x

pP ppqqppqq


















  

)5,4,3(,; 0
2

20
2

2  ippPppP ipipipiqiqiq , ( p  з індексами – МГП). 

 

Для СДР (5.34) побудовані форми загальних розв’язків: 

 





5

1

0
10 );,(),(

i
ii yxDPyxu  




5

1

0
20 );,(),(

i
ii yxDPyxv  


 

5

1

0
2 ),,(),(

i
iikk yxDPyxw  (5.35) 
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де )5,4,3k , 0
ikP  – ад’юнкти системи (5.34), а ),( yxDi  – нові шукані функції, які 

отримуються на основі (5.34) і (5.35) із СДР: 

 

),(),(),( yxpPyxqPyxPD ipiqi  ,                              (5.36) 

 

в якій P  – диференціальний визначник системи (5.34), який має такий вигляд: 

 

i

i
i

i

i
i

i

i
i c

y
b

yx
a

x
P 














 



12

2,0
4

412

2,0
22

412

2,0
4

4

,  ( iii cba ,,  – МГП).     (5.37) 

 
Загальні розв’язки системи (5.36) представляться у вигляді: 

 

),5...,,3,2(),,(),();,(),(),( 1101  iyxDyxDyxDyxDyxD irir    (5.38) 

 

де ),(10 yxD – загальний розв’язок однорідного рівняння 0),(10 yxPD ; 

),( yxD ri – частинні розв’язки неоднорідних ДР (5.36) 16-го порядку. 

Приймаючи до уваги (5.35) та (5.38), дістанемо: 
 














5

1

0
10

0
12

5

1

0
210

0
120

5

1

0
110

0
110

).5,4,3(),,(),(),(

);,(),(),();,(),(),(

i
irkikk

i
iri

i
iri

kyxDPyxDPyxw

yxDPyxDPyxvyxDPyxDPyxu

 (5.39) 

 

Складові  332211 ,,,,, uuvuvu  визначаються з 3-го – 8-го ДР (5.28) з урахуван-

ням (5.31): 

;),( ,

3

1
,,33,11,33,11 xkq

i
xikwiykykxkxkk qwyxu    



 

,),( ,

3

1
,,33,11,33,11 ykq

i
yikwixkxkykykk qwyxv    



( )3,1k ; (5.40) 

),/,/,/,/,(,),( 22,2

2

1
,2,222,2222 xyvyxupwyxu xp

i
xiwiyx  



 

 
де   з нижніми індексами – МГП. 

Компоненти НДС визначаються з урахуванням (5.14) – (5.17). 

5.3.3. Кососиметричне деформування. Наближення К013. СДР при ко-

сосиметричному навантаженні при 0,0 21  kk  отримується із системи (5.28) 
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або СДР (5.18) ), якщо в ній урахувати згідно ВРР перші чотири ДР, а також 7-е, 

8-е, 9-е і 11-е ДР цієї системи і, крім цього, у вказаних ДР не приймати до уваги 

доданки з pwvu ,,, 222 , а залишити тільки  доданки із функціями 

31331100 ,,,,,,, wwvuvuvu . Дістанемо СДР з частинними похідними 16-го порядку: 

 
;0,331,111,0121,0112,0111  xwxwxyyyxx wkwkvuu   

;0,331,112,0111,0112,0121  ywywyyxxxy wkwkvvu   

;,1,3161,1151,3131,1112,111131331113 xuxxxyx qwwuu    

;,1,3161,1151,3131,1112,111131331113 yuyyyxy qwwvv    

;,3,3361,1351,3332,3331,113133331133 xuxxyxx qwwuu    (5.41) 

;,3,3361,1351,3332,3331,113133331133 yuyyxyy qwwvv    

;)(

)(

1331
2

561

111
2

55133511151,012,011

qwr

wrvkuk

ww

wywxw








 

.)(

)(

3333662
2

661

131
2

56133611161031

qwr

wrk

ww

ww








 

 
Виконуючи перетворення, аналогічні п. 5.2.3, одержується СДР ВКЕ 4-го 

порядку із 1-го та 3-го ДР (5.29) і отже, співпадає з СДР ВКЕ для пластин (3.103). 

Із СДР (5.41) виділено також взаємозалежні рівняння ВНДС з ПКЕ, причо-

му, без додаткових умов (5.31) на відміну від загального випадку наближення 

К0-3 (п. 5.3.2). Указані рівняння (12-го порядку) мають такий вигляд: 

 
;0,331,111,0121,0112,0111  xwxwxyyyxx wkwkvuu   

;0,331,112,0111,0112,0121  ywywyyxxxy wkwkvvu   

;2
13

2
1611

2
1513

2
13131331

2
1111113 qww u        (5.42) 

;2
33

2
3611

2
3513

2
33133331

2
1311133 qww u    

;)()( 1331
2

561111
2

55133511151,012,011 qwrwrvkuk wwwywxw    

.)()( 3333662
2

661131
2

56133611161031 qwrwrk wwww    

 

Із останніх двох рівнянь системи (5.42) дістанемо: 
 

)3,1()()( 33030110
2

3

3,1
2,0,00  



kqwwwvu kqkkki
i

kiyokvxkuk  ,(5.43) 
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де коефіцієнти   з індексами залежать від кривин оболонки. 

Підставляючи (5.43) у перші чотири ДР (5.42), отримується СДР ВНДС із 

ПКЕ: 

qРwРwРvРuР iqiwiwoivoiu  331100 , ( ),4,3,2,1i                (5.44) 

 

де Р з індексами – диференціальні оператори (інші, ніж у (5.34)). Складові ком-

понент переміщень СДР (5.44) подамо у вигляді: 
 













4

1

0
43

4

1

0
3

4

1

0
20

4

1

0
10

;),(),();,(),(

);,(),();,(),(

i
ii

i
iii

i
ii

i
ii

yxDPyxwyxDPyxw

yxDPyxvyxDPyxu

                   (5.45) 

В (5.45) 0
ikP  – ад’юнкти системи (5.44); ),( yxDi  – нові шукані функції, для визна-

чення яких на основі (5.44) і (5.45) одержується розв’язувальна СДР: 

 
),(),(0 yxqDyxDP iqi  ,                                      (5.46) 

 

в якій iqD – диференціальні оператори другого, першого та нульового порядків; 

0P  – диференціальний визначник системи (5.44) 12-го порядку: 

 

i

i
i

i

i
i

i

i
i c

y
b

yx
a

x
P 














 



8

2,0
4

48

2,0
22

48

2,0
4

4

0 , ( iii cba ,,  – МГП).      (5.47) 

 
Форми загальних розв’язків системи (5.46) можна подати у вигляді: 

 
)4,3,2(),,(),();,(),(),( 1101  iyxDyxDyxDyxDyxD irir .        (5.48) 

 
Ураховуючи (5.45) та (5.48), дістанемо: 

 





4

1

0
110

0
110 );,(),(),(

i
iri yxDPyxDPyxu  




4

1

0
210

0
120 );,(),(),(

i
iri yxDPyxDPyxv  

(5.49) 





4

1

0
310

0
131 ),,(),(),(

i
iri yxDPyxDPyxw  




4

1

0
410

0
143 ).,(),(),(

i
iri yxDPyxDPyxw  

 

Складові переміщень 3311 ,,, uuvu  визначаються з 3-го–6-го ДР (5.41): 
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),3,1(,),(

;),(

,

3

3,1
,,33,11,33,11

,

3

3,1
,,33,11,33,11













kqwyxv

qwyxu

yqk
i

yikwixkxkykykk

xqk
i

xikwiykykxkxkk









 (5.50)  

 

де   з нижніми індексами – МГП (інші, ніж у (5.40) ). 

Компоненти переміщень, складові напружень та компоненти напружень 

визначаються за відповідними формулами п. 5.2.3, ураховуючи (5.49), (5.50). 

5.3.4. Наближення К0-5. Ураховуються складові переміщень 

5,552,221,11,00 ,,,...,,,,,,, wvuwvuwvuvu . Граничні умови на лицевих поверхнях відпо-

відають (3.1), (3.2). Послідовність одержання основних залежностей і рівнянь для 

цього наближення аналогічна п. 5.3.2. СДР (5.25) при 021  kk  і спрощеннями 

типу (5.31) може бути зведена до двох систем, одна з яких описує ВКЕ, а інша – 

ВНДС з ПКЕ. СДР ВКЕ – 10-го порядку – така ж, як і для пластин, і отже, розді-

ляється на незалежні системи ДР – (3.144) (6-го порядку) і (3.158) (4-го порядку). 

Система рівнянь ВНДС з ПКЕ при умовах, аналогічних (5.31), також спрощуєть-

ся і зводиться до СДР 24-го порядку відносно 52100 ,...,,,,, wwwvu , для якої фор-

ми загальних розв’язків також можуть бути побудовані операторним методом.  

Розглянемо при 021  kk  кососиметричне навантаження ( )0,0  pq  без 

урахування складових компонент переміщень з парними натуральними індексами. 

Це відповідає частинному випадку цього наближення – наближенню К0135, яке 

зведеться до 1-го – 4-го, 7-го, 8-го, 11-го, 12-го, 13-го, 15-го, 17-го ДР рівноваги 

(5.25) і крайових умов (3.26) з урахуванням функцій 

,, 00 vu ,, 11 vu ,, 33 vu ,, 55 vu 531 ,, www , .q  

Система ДР в НК0135 на основі (5.25) (22-го порядку) має вигляд: 

 
 512,511,38,37,14,13,02,01, vDuDvDuDvDuDvDuD iiiiiiii  

,517,315,113, qDwDwDwD ipiii   

( і =1, 2, 3, 4, 7, 8, 11, 12, 13, 15, 17), 

 
або в іншій формі: 
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;,0,1117,3115,1113,0112,0111 xuxrxrxryx pwww    

;,0,5217,3215,1213,0221,0222 yuxryryrxy pwww    
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СДР ВКЕ має наступний вигляд:  

 

;05311233721
2

3321333    

;0571123
2

77237731372                           (5.52) 

;05
2

111125111133711213112    

 

СДР (5.52) 6-го порядку і вона співпадає із системою для пластин (3.144). 
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СДР, що описує ВНДС з ПКЕ–16-го порядку. Вона складається з перших 

двох, останніх трьох ДР (5.51) і трьох ДР, перетворених із  3-го – 8-го ДР (5.51):  
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СДР внутрішнього НДС з ПКЕ може бути зведена до СДР 16-го порядку 

відносно 53100 ,,,, wwwvu , розв’язування якої операторним методом в свою чергу 

зведеться до знаходження загального розв’язку однорідного рівняння 16-го по-

рядку та частинних розв’язків п’ятьох неоднорідних ДР 16-го порядку.  

 

5.4. Методи розв’язання граничних задач в тригонометричних рядах 

 

Розглянемо застосування тригонометричних рядів, наприклад, для НК0-3. 

5.4.1. Метод одинарних тригонометричних рядів. Вважатимемо, що 

оболонка на лицевих поверхнях задовольняє граничним умовам (3.1), (3.2); на 

краях byy  ,0  оболонка вільно обіперта, а крайові умови при axx  ,0  мо-

жуть бути довільними. Тоді при )5...,,1,0;3,2,1;3,2,1,0  ijk : 

 
;0),0;(  byxuk  ;0),0;(  byxwj  ,0),0;(  byxsyi                 (5.54) 

 

Розвинемо зовнішнє навантаження ),( yxq , ),( yxp  в одинарні  тригономет-

ричні ряди (3.172) і (3.185). Загальні розв’язки СДР ВКЕ (5.29) зображуються у 

вигляді (3.180), (3.186), і містять для кожного n  шість сталих інтегрування. 

Загальний розв’язок ),(10 yxD  однорідного ДР (5.36)  шукаємо у формі: 
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nyn SxDyxD                                       (5.55) 

 
Тут функції )(10 xD n – загальні розв’язки звичайних однорідних ДР 16-го порядку: 
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де niA –сталі, які залежать від МГХ і параметра .n  Загальні розв’язки )(10 xD n  мі-

стять 16 сталих інтегрування для кожного .n  

Праві частини рівнянь (5.36) мають такий вигляд: 
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Частинні розв’язки ),( yxD ri  ДР (5.36), ураховуючи (5.56), шукаємо у вигляді: 
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Показано, що функції )(xD nri  знаходяться із наступного ДР: 
 

)(/)(
16

2,0

xfdxxDdB ni
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nri
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l
nl 



, ( ),5...,,2,1i                             (5.58) 

 
де nlB  – сталі, які залежать від n  і МГХ; )(xf ni – відомі функції, залежать від 

)(),( xpxq nn , МГС та параметра n .  

Розв’язками )(xD nri  ДР (5.58) можна взяти частинні розв’язки цих рівнянь. 

Приймаючи до уваги вирази для ад’юнктів системи (5.34), а також вирази 

(5.55) та (5.57) для загального розв’язку ),(10 yxD  однорідного ДР (5.36) і частин-

них розв’язків неоднорідних ДР (5.36), на основі залежностей (5.35) отримано: 
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ynnkk Sxwyxw ,  (5.59) 

 

де ;3,2,1k )(),(),( 00 xwxvxu nknn  – функції, які виражаються через )(10 xD n , 

)(xD nri  і, отже, для кожного n  містять 16 сталих інтегрування. 
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Функції ),( yxk  з урахуванням (5.33) зображаються таким чином: 

 







1

,)(),(
n

nyknk Sxyx                                           (5.60) 

 

де )(xnk  – функції, що залежать від )(),(),(),(),( 00 xpxqxwxvxu nnnknn  і 16-ти 

сталих інтегрування для кожного .n  

Складові )3,2,1(),(),,( kyxvyxu kk  на основі (5.40) мають вигляд: 
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nyknk Sxuyxu  





0

),3,2,1(,)(),(
n

nyknk kCxvyxv             (5.61) 

 

де )(),( xvxu knkn  виражаються через вищезгадані функції від змінної .x   

Слід зазначити, що структура виразів для складових переміщень, вихрових 

та потенціальних функцій для пологої оболонки і пластини однакова. Можна та-

кож одержати, що для оболонки структура виразів і для функцій двох змінних 

);3,2,1(,, kQQ kykx ;, 32  ,ixt );4...,,1,0(, ityi );5...,,1,0(, jszj ,, ymxm ss  

);5...,,1,0( m  )3,...,1,0(, ktyxk  така ж, як і для пластин. 

Неважко впевнитись, що крайові умови (5.54 виконуються. Сталі інтегру-

вання (22 сталих для кожного n ) у функціях, що залежать тільки від x , визнача-

ються із перетворених крайових умов (3.26) при axx  ,0  )0,1(  yx ll : 
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                    (5.62) 

 
На кожному краї задаються по 11 умов. У (5.62), як і в п. 3.6.1.1, 

)(),(),( xtxtxs xinyxinxin – функції, що входять у розкладання в одинарні тригономет-

ричні ряди ),(),,(),,( yxtyxtyxs xiyxixi ; isnisnisn zyx ,, – сталі у розкладаннях функцій 

);,0(),;,0(),;,0( yaxzyaxyyaxx sisisi   у тригонометричні ряди. 

При постановці задач у переміщеннях маємо по одній умові на кожному із 

двох країв для кожної із функцій )3,2,1(),();3,2,1,0(),(),(  kxwkxvxu knknkn . 
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Знайшовши сталі інтегрування для кожного n , далі визначаються усі функції 

від x , які входять у ряди розвинення складових компонент переміщень та напру-

жень і відповідають розглядуваним значенням n . Потім знаходяться складові вка-

заних компонент і далі за формулами (5.14), (5.16), (5.17) визначається НДС. 

Аналогічно будуються розв’язки задач для оболонок в інших наближеннях. 

5.4.2. Метод подвійних тригонометричних рядів. Розглянемо наближен-

ня К0-3. Нехай краї оболонки x =0, ax   та y =0, y =b  вільно обіперті. Тоді 

 
,0);,0(  yaxvk  ,0);,0(  yaxwk  ;0);,0(  yaxsxi  

(5.63) 
,0),0;(  byxuk  ,0),0;(  byxwk  ,0),0;(  byxsyi  ( )5...,,1,0;3,2,1,0  ik . 

 

Розвинемо ),( yxq та ),( yxp  у подвійні тригонометричні ряди Фур’є (3.194) 

і (3.201). При вказаних крайових умовах ВКЕ та ПКЕ будуть відсутні, а ВНДС 

оболонки визначатиметься частинними розв’язками ),( yxD ri  п’яти неоднорід-

них ДР 16-го порядку (5.36). які шукатимемо у вигляді: 
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        (5.64) 

 
Із СДР (5.36) з урахуванням (5.64) одержуються сталі nmriD  через МГП. З 

урахуванням (5.39) та (5.64) маємо для складові компонент переміщень:  
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             (5.65) 

 

Урахувавши (3.194), (3.201), (5.33) і (5.65), маємо вирази для ),( yxk  (k =1, 2, 3): 
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nymxkmnk SSyx   ( kmn – МГП).                        (5.66) 
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На основі (5.40), (5.65), (5.66) отримуються складові )3,2,1(,, kvu kk :  
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Функції ,, lylx QQ 32,);3,2,1( l ; ,xit yit , zjsi );4...,,1,0(  , zjsi );4...,,1,0(  , 

,xjs );5...,.1,0(, jsyj yxkt , )3,2,1,0( k  визначаються на основі п. 5.2.3: 
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де yxkmnkxmn tQ ...,,  – МГП оболонки, що виражаються через сталі .nmriD  

Крайові умови (5.63), як це випливає із (5.65), (5.67), (5.68), виконуються. 

Компоненти НДС оболонки визначатимуться згідно з (5.14), (5.16). 

Аналогічно будуються розв’язки граничних задач в інших наближеннях. 

5.4.3. Локальні і зосереджені навантаження. Якщо на лицеві поверхні 

оболонки (з розмірами ba,  в плані) діють на прямокутні площинки з розмірами 

 2,2  з центрами площинок у точках )2/,;(1 hzdycxA   і 

)2/,;(2 hzdycxA   (      ddyccx ;,; ) поперечні навантажен-

ня constqyxq  2/2/),( 0  (напрямлені вниз) і поперечні навантаження 

constpyxp  2/2/),( 0 , які стискують оболонку, то члени рядів (3.194) і (3.201) 

nmq  і nmp  для оболонки аналогічно п. 3.6.2.3 виражатимуться у формі: 

 
)/()sin()sin()sin()sin();(16);( 00 nmnmnmnmnm abdcpqpq  .  (5.69) 
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Якщо в точках 1A  і 2A  діють зосереджені поперечні сили 2/qF , які на-

прямлені вниз, і 2/pF , які стискують оболонку, то, дістанемо: 

 
)/()sin()sin();(4);( abdcFFpq nmpqnmnm  .                             (5.70) 

 
Отже, аналітичний розв’язок граничної задачі для пологої оболонки з кра-

йовими умовами (5.63), яка знаходиться під дією локальних навантажень 2/0q  і 

2/0p , прикладених до верхньої і нижньої площинок )2,2(   з центрами в точ-

ках 1A  і 2A , або ж  якщо в точках 1A  і 2A  діють зосереджені сили 2/qF  (напрям-

лені вниз) і 2/pF  (напрямлені до оболонки), дається згідно з п. 5.4.2. 

Якщо на оболонку діє система локальних або зосереджених навантажень, 

то використовується принцип суперпозиції і міркування, які аналогічні п. 3.6.2.3. 

 

5.5. Числові результати розрахунків і їх аналіз 

 

На основі одержаних ДР (5.12), (5.18), (5.25) досліджено ВНДС вільно обі-

пертих на краях прямокутних в плані ізотропних і транстропних пологих оболо-

нок ( hba  ) за різними наближеннями: К01, К013, К0-3, К0135, К0-5 при дії попере-

чного навантаження (3.194), (3.201). Наведені також чисельні результати для ізотропних 

тонких пологих оболонок за класичною теорією [224] для порівняння. Дослідження ви-

конані для різних навантажень і МГХ: при кососиметричному навантаженні (згинальне 

деформування без поперечного обтискання) і при навантаженні тільки на верхній лице-

вій поверхні (згинальне деформування з поперечним обтисканням). 

Числові розрахунки виконані на ПК на мові ФОРТРАН на основі розроб-

лених пакетів математичних програм, які для перевірки достовірності результа-

тів протестовані для різних частинних і граничних випадків. 

Складові переміщень шукались у вигляді (3.214), де індекси k  і i  прийма-

лись відповідними розглядуваному наближенню. Сталі ,, nmknmk BA nmiC  визнача-

лись із відповідних систем ЛАР, приймаючи до уваги (5.12), (5.18) і (5.25). Компонен-

ти НДС знаходились із залежностей п. 5.3.1–5.3.4, ураховуючи відповідне наближення.  
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Графіки на рис. В.1 – В.14  і дані табл. В.1–В.19 наведені для квадратних в 

плані пологих оболонок. Рисунки зображені для iii Rkk /1  з урахуванням усіх 

складових відповідного наближення. На рис. В.1, В.2 лінії 2 і 3 практично співпа-

дають, що вказує на високу точність за НК0-3 для оболонок середньої товщини. 

Для компонент НДС Wz

~
,~  результати за НК01 і особливо за класичною теорією 

суттєво відрізняються від НК0-3, НК0-5. Залежність z~  від z~  в межах 

3,0~3,0  z  практично лінійна. 

Наведені тут і інші отримані результати вказують, що урахування поперечного об-

тискання ( 1/ mnmn qp ) призводить до зростання степені нелінійного змінення ком-

понент НДС по товщині і певній різниці результатів за теоріями 2 і 3, особливо для 

z~ , чого не помічається для пластин. Це вказує на те, що вплив поперечного обтискання 

на НДС може суттєво залежати від кривин оболонки. Збільшення податливості на попе-

речний зсув призводить, як і для пластин, до зростання степені нелінійного змінення x
~  

по товщині і зменшення точності НК0-3. Нелінійне змінення z~  по товщині при 

зростанні GG /  для кососиметричного навантаження зменшується і близьке до лінійно-

го. Якісне змінення z~  за НК0-5 при урахуванні поперечного обтискання суттєво нелі-

нійне. Зменшення пологості оболонки призводить до зростання степені нелінійності НДС 

по товщині. Швидкозмінюване поперечне навантаження (рис.В.10–В.14)) в цілому 

збільшує нелінійність НДС по товщині та розходження між НК0-3 і НК0-5.  

У верхніх рядках табл. В.1, В.2, В.4–В.7 представлені результати при ура-

хуванні в залежностях параметрів )/1,/1(, 221121 RkRkkk  , а в нижніх – без їх 

урахування; розходження у % між ними за НК0-5 характеризується величиною 

  по відношенню до значень з урахуванням 2,1k . 

Для аналізу збіжності і порівняння результатів за різними наближеннями 

наведені розходження ,,,, 5153311  k k5  у відсотках між НК01 і КТ, НК0-3 і 

НК01; НК0-5 і НК0-3; НК0-5 і НК01; НК0-5 і КТ відповідно. 

Із наведених вище результатів та додаткових досліджень, параметри 2,1k  найбіль-

ше впливають на НДС товстих слабопологих оболонок )0.140/29/( 2,1 aR  і цей 
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вплив може бути достатньо суттєвим, особливо для прогинів. Для середньопологих 

)0.50.1/( 2,1 aR  і сильнопологих оболонок )0.5/( 2,1 aR  середньої товщини па-

раметри 2,1k  впливають на найбільші значення компонент НДС незначним чином і тому 

їхнім впливом на такі оболонки можна знехтувати. Збіжність результатів в цілому покра-

щується із зменшенням товщини оболонки, податливості матеріалу на поперечний зсув та 

із зростанням пологості оболонки. Поперечне обтискання може суттєво впливати не тільки 

на величину НДС, але й на характер їх змінення (табл. В.1 – В.3, В.6, В.7, В.10-В.15) ( qp  

характеризує відносне розходження у % між компонентами НДС при кососиметричному де-

формуванні і при навантаженні оболонки тільки на верхній лицевій поверхні по відношенню 

до останніх),  Зростання податливості на поперечний зсув призводить до зменшення впливу 

обтискання на вказані компоненти НДС на нижній лицевій поверхні. Із збільшенням пологості 

оболонки вплив поперечного обтискання на нижній лицевій поверхні зменшується. 

В табл. В.9 наведені значення для компонент НДС при кососиметричному наван-

таженні пологих оболонок з урахуванням і без урахування складових компонент танген-

ціальних переміщень (СКТП) з парними натуральними індексами. Розходження між ни-

ми у % ( ), віднесені до компонент НДС з урахуванням СКТП з парними натуральни-

ми індексами. Із збільшенням пологості оболонки вказані розходження зменшуються і, як 

показують додаткові чисельні розрахунки, СКТП з парними натуральними індексами 

(при 5,0/ ah ) можна не враховувати для ізотропної оболонки при 7/2,1 aR  

(розходження менші 1%). Із зменшенням ah /  вплив СКТП з парними натураль-

ними індексами на компоненти НДС спадає і для 2,0/ ah  при 4/2,1 aR  

вказані компоненти також можна не приймати до уваги. Зменшення GG /  при-

зводить до зростання впливу на x~  СКТП з парними індексами. В табл. В.10 – 

В.15 – результати для x~  і W
~

 при швидкозмінюваному в області навантаженні 

( 9 nm ) і різних МГП. Значення pq  наведені для НК0-5. Результати за КТ можуть 

суттєво відрізнятися від отриманих за МТ. Це залежить, в першу чергу, від товщини обо-

лонки та від змінюваності навантаження. Із зменшенням товщини вплив змінюваності по-

перечного навантаження спадає (табл. В.10 – В.15). Та навіть для тонких оболонок вплив 
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змінюваності навантаження (табл. В.12, В.13) з урахуванням поперечного обтискання може 

бути значним. При швидкозмінних в області навантаженнях НК0-3 не дає для товстих обо-

лонок задовільних результатів по НДС. Аналіз числових результатів показує, що для нето-

нких транстропних оболонок з великою податливістю на поперечний зсув з урахуванням 

поперечного стискання і при швидкозмінюваних навантаженнях потрібно враховувати на-

ближення вищих порядків (НК0-5 та інші). При плавних навантаженнях )1(  nm  ро-

зроблений  варіант МТ з урахуванням НК0-3 з високою точністю описує НДС 

навіть товстих оболонок. В табл. В.16 – В.19 наведені значення x~  і W
~

 для плас-

тин (точний розв’язок) і оболонок за НК0-3 при 0/ mnmn qp  і 1/ mnmn qp  в за-

лежності від ah / , aR /2,1 , GG /  і hz / . Вказані розходження op  між ними по 

відношенню до точного розв’язку для пластин. Збільшення пологості оболонки призво-

дить до зменшення розходжень. Дані таблиць дають можливість оцінити розходження 

між наведеними компонентами для пологих оболонок і відповідних пластин.  

У [316] в НК13 розглядалась квадратна в плані полога панель при локальному рівномі-

рному навантаженні по  площинці і у вигляді піраміди з квадратною площинкою основи 3/a .  

 

5.6. Основні прикладні висновки до розрахунку 

транстропних пологих оболонок довільної товщини 

 

Основні прикладні висновки опубліковані в [155] і наведені в дод. В.3. 

 

5.7. Висновки по розділу 

 

Для транстропних та ізотропних пологих оболонок довільної сталої тов-

щини вирішені наступні проблеми.  

1. Побудовано новий варіант МТ однорідних транстропних пологих оболо-

нок довільної сталої товщини при будь-якому поперечному навантаженні на ос-

нові розробленої методології (розд. 2). 
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2. Уперше на основі МТ отримані в явному вигляді взаємозв’язані основні 

рівняння у високих наближеннях, які придатні для розв’язання прикладних гра-

ничних задач з високою точністю. 

3. Установлено, що в наближенні К0-N (N–непарне натуральне число) вза-

ємозв’язана СДР має порядок )23(2 N . Системи ДР не розділяються на рівнян-

ня кососиметричного і симетричного деформування. Внутрішній НДС і крайові 

ефекти взаємозв’язані. Для квазірівнокривинних середньопологих та сильнопо-

логих оболонок при 2,0)/(/ bhah  виділяється СДР ВКЕ, яка має порядок N2 , 

причому, системи симетричного і кососиметричного ВКЕ розділяються ( )1( N -

го і )1( N -го порядку відповідно). ВНДС із ПКЕ визначається взаємозв’язаною 

СДР порядку )1(4 N . СДР у НК0-3 ( 3N ) (враховується поперечне обтискання) 

має 22-й порядок; у НК013 (кососиметричне деформування, не враховується попере-

чне обтискання) – 16-й порядок; у НК0-5 СДР 34–го порядку, а в НК0135 – 22–го.  

4. Розроблена нова узагальнена методика спрощення отриманих СДР, яка 

основана на алгебраїчних, диференціальних і операторних перетвореннях. Для 

різних наближень виведені СДР вихрових КЕ і взаємозв’язані зручні СДР ВНДС 

з ПКЕ відносно складових переміщень ...,,,, 2100 wwvu  . 

5. Узагальнено операторний метод розв’язування нових СДР високих по-

рядків варіанта МТ і на його основі побудовані загальні розв’язки ДР ВКЕ і фор-

ми загальних розв’язків СДР внутрішнього НДС з ПКЕ. 

6. У новій постановці граничних задач для оболонок побудовані за розробле-

ним варіантом МТ аналітичні розв’язки в одинарних і подвійних тригонометричних 

рядах при неперервних, локальних і зосереджених навантаженнях.  

7. Доведена теорема про збіжність рядів для напружень. 

8. Розроблені алгоритм визначення НДС нетонких транстропних пологих 

оболонок при довільних навантаженнях і крайових умовах та створені математи-

чні пакети програм на мові ФОРТРАН для числового дослідження ВНДС. 

9. Уперше виконані нові дослідження ВНДС пологих оболонок довільної товщи-

ни у високих наближеннях при плавних і неплавних навантаженнях та отримані числові 
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результати в залежності від МГХ для різних наближень нового варіанта МТ. Теорія ти-

пу Тимошенка-Рейснера дає задовільні результати тільки для тонких оболонок з низь-

кою податливістю на поперечний зсув при плавних навантаженнях. 

10. Уперше в МТ в одержаних СДРР для пологих оболонок досліджено вплив 

кривин у деформаціях поперечного зсуву на НДС. 

11. Установлена необхідність урахування вищих наближень для визначення НДС 

при неплавних, квазілокальних і локальних навантаженнях. Для слабопологих товстих 

)1/;5,0/( 2,1  aRah  транстропних оболонок потрібно враховувати залежність 

деформацій поперечного зсуву від кривин, а при кососиметричному навантаженні 

навіть при  крайових умовах Нав’є – складові компонент тангенціальних перемі-

щень (СКТП) з парними натуральними індексами у рядах для НДС.  

12. Досліджено вплив обтискання на НДС оболонок, який може бути сут-

тєвим не тільки для товстих, але і для оболонок середньої товщини 

( 2,01,0/ ah ), особливо при швидкозмінних в області навантаженнях. 

13. Практична збіжність результатів у цілому покращується із зменшенням тов-

щини, податливості матеріалу на поперечний зсув та із зростанням пологості оболонки. 

14. Введені поняття і орієнтовні критерії степені пологості оболонок з тов-

щинами ( 10/13/1/ ah ): якщо 0,140/29/ aR  – це слабополога оболонка 

( ik   і СКТП з парними індексами впливають на НДС і їх потрібно ураховувати), 

якщо 0,50,1/ aR  – це середньополога оболонка ( ik   і СКТП з парними індек-

сами впливають на НДС незначним чином); якщо 0,5/ aR  – це сильно полога 

оболонка ( ik  і СКТП з парними індексами не впливають на НДС). 

15. Наведені таблиці, які дають можливість виконувати наближений розра-

хунок пологих оболонок за НК0-3, замінюючи їх відповідними пластинами. 

Наукові результати, наведені в п’ятому розділі, опубліковано в працях автора  

[142, 145, 146, 150, 155–157, 178, 179, 188, 196, 312–314, 316, 317, 443–445, 449]. 
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РОЗДІЛ 6 

МЕТОД ЗБУРЕНЬ ПРУЖНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ 

У ВАРІАНТІ МТ НЕТОНКИХ ОДНОРІДНИХ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК 

 

У цьому розділі уперше побудовано новий варіант МТ нетонких 

однорідних ортотропних і ізотропних фізично нелінійних за Каудерером пологих 

оболонок та розроблені на його основі методи розв’язування граничних задач. 

Варіант МТ, як і для пластин, оснований на ВПР, методі розвинення усіх 

компонент НДС і граничних умов на бічній поверхні у ряди за поперечною 

координатою при допомозі поліномів Лежандра в поєднанні з методом збурень 

пружних властивостей матеріалу і використанням МВР. 

 

6.1. Метод збурень ізотропних властивостей в МТ нетонких 

ортотропних пологих оболонок в НК0-3 за поліномами Лежандра 

 

З позицій тривимірної ТП розглядається ортотропна однорідна лінійно 

пружна полога оболонка прямокутна в плані )( ba  довільної сталої товщини h  

в прямокутній системі координат zyxO  (рис. 5.1). На лицевих поверхнях оболо-

нки граничні умови мають вигляд (3.1), (3.2). Граничні умови на бічній поверхні 

формулюються у вигляді  (3.3), (3.4). Аналогічно пластині (розд. 4) ортотропна обо-

лонка зводиться до осередненої ізотропної оболонки з використанням методу мало-

го параметра. Залежності (4.1) – (4.4) будуть справедливими і для оболонки. 

6.1.1. Основні співвідношення. Для одержання основних співвідношень, 

як і у випадку пластин, розроблено комбінований метод, оснований на методі 

малого параметра [101, 258] в поєднанні з методом розвинення усіх компонент 

НДС у ряди за поперечною координатою при допомозі поліномів Лежандра. Роз-

виваючи у ряди за малим параметром  компоненти НДС і зовнішнє наванта-

ження, одержимо залежності (4.5) і (4.6), але в (4.6) деформації інші: 
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Для компонент тангенціальних напружень справедливі залежності (4.7), (4.8). 

Розглядаючи НК0-3, дістанемо: 
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де функції )1()1()1( ,, l
yxs

l
ys

l
xs ФФФ  визначаються згідно з (4.8), а множники при 

поліномах Лежандра мають вигляд: 
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В залежностях (6.3) функції )(l
k , )(l

kQ  )3,2,1(k визначаються згідно з (4.13), де 
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а для інших функцій справедливі співвідношення (4.14). Як це випливає із вище-

сказаного, функції ),(),,( )()( yxQyxQ l
ky

l
kx , ),(),,( )(

3
)(

2 yxyx ll , як і для пластини, 

залежать від компонент НДС 0–го, 1–го,…, )1(l –го наближень по . 

6.1.2. Диференціальні рівняння рівноваги і крайові умови. Із ВРР для 

ортотропної оболонки в НК0-3 після асимптотичного розщеплення одержуються 

ДР рівноваги оболонки та крайові умови в наближенні l  по . Опускаючи громі-

здкі викладки, отримана рекурентна система взаємозв’язаних ДР рівноваги: 
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де )11...,,2,1( jDij – диференціальні оператори (співпадають із аналогічними 

для ізотропної пологої оболонки (5.19)); )()( , l
iq

l
ip DD – функції l –го наближення від 

зовнішнього навантаження; )1(l
iD  – функції, що залежать від компонент НДС від 

0–го до )1(l –го наближення по  включно. Далі функції з індексом  унизу і 

індексом )1(l  угорі матимуть аналогічний зміст.  

Функції правих частин (6.5) мають такий вигляд: 

 

;)(
,13,1

)(
1

l
x

l
p pcD  ;0)(

1
l
qD  );( )2(

02
)1(

01
)1(

1
l

u
l

u
l ФФhD  



 248 

;)(
,13,2

)(
2

l
y

l
p pcD  ;0)(

2
l
qD  );( )2(

02
)1(

01
)1(

2
l

v
l

v
l ФФhD  ;0)(

3
l
pD  ;)(

,13,3
)(

3
l
x

l
q qcD  

;3/)( )2(
12

)1(
11

)1(
3

l
u

l
u

l ФФhD  ;0)(
4
l
pD  ;)(

,13,4
)(

4
l
y

l
q qcD  ;3/)( )2(

12
)1(

11
)1(

4
l

v
l

v
l ФФhD  

;)(
,13,5

)(
5

l
x

l
p pcD  ;0)(

5
l
qD  ;5/)( )2(

22
)1(

21
)1(

5
l

u
l

u
l ФФhD  ;)(

,13,6
)(

6
l
y

l
p pcD  ;0)(

6
l
qD    (6.6) 

;5/)( )2(
22

)1(
21

)1(
6

l
v

l
v

l ФФhD  ;0)(
7
l
pD  ;)(

,13,7
)(

7
l
x

l
q qcD  ;7/)( )2(

32
)1(

31
)1(

7
l

u
l

u
l ФФhD  

;0)(
8
l
pD  ;)(

,13,8
)(

8
l
y

l
q qcD  ;7/)( )2(

32
)1(

31
)1(

8
l

v
l

v
l ФФhD  ;)(

14,9
)(

9
l

r
l
p pcD  ;)(

15,9
)(

9
ll

q qcD  

;)2(
12

)1(
11

)1(
9

l
w

l
w

l ФФD  ;)(
13,10

)(
10

ll
p pcD  ;)(

14,10
)(

10
l

r
l
q qcD  ;3/)( )2(

22
)1(

21
)1(

10
l

w
l

w
l ФФD  

;)(
14,11

)(
11

l
r

l
p pcD  ;)(

15,11
)(

11
ll

q qcD  5/)( )2(
32

)1(
31

)1(
11

l
w

l
w

l ФФD . 

 
Коефіцієнти c  з індексами, які входять в оператори лівих частин СДР (6.5) 

і у функції (6.6) правих частин СДР (6.5), наведені в (Г.1) дод. Г. Якщо в (Г.1) 

покласти )1/(;;; 2
110000 EbGGEE , де , E , G  –МС для ізотропно-

го матеріалу, то коефіцієнти (Г.1) співпадатимуть з точністю до позначень із ста-

лими (В.1), а диференціальні оператори в лівих частинах ДР (6.5) і функції без 

індекса  в правих частинах співпадатимуть з операторами і функціями (5.19), 

записаними для ізотропної оболонки. 

Доданки у функціях )1(l
iD  (6.6): 
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Праві частини СДР l -го наближення (6.5), як це випливає із (6.7), лінійно 

залежать від компонент НДС попередніх наближень. 

Крайові умови в наближенні l  по  мають структурний вигляд (4.18), за-

лежать від кривин оболонки і лінійно залежать від попередніх наближень. 

6.1.3. Перетворення СДРР в теорії ортотропних оболонок. Оскільки ліві 

частини СДР (6.5) в наближенні l  по  з точністю до позначень структурно 

співпадають із лівими частинами СДР (5.18) для транстропної оболонки в на-

ближенні К0-3, то ні в якому із наближень за малим параметром  СДР (6.5) не 

розщеплюється на окремі СДР, що описують симетричне і кососиметричне де-

формування. Якщо 1k  і 2k не рівні нулю, то із указаної системи не виділяються 

рівняння ні вихрового ні ПКЕ, ні ВНДС. Якщо ж покласти 021 kk , то з цієї 

системи для квазірівнокривинної пологої оболонки виділяються СДР ВКЕ та си-

стема, яка описує внутрішній НДС з ПКЕ. 
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В 0-му наближенні по  всі рівняння і залежності структурно співпадають 

з відповідними рівняннями і залежностями п. 5.2.3 і, якщо використати мірку-

вання п. 5.3 щодо кривин, то вони повністю переходять у рівняння і залежності 

п. 5.3.2, отриманих для ізотропної оболонки. 

В l - му наближенні ...),2,1(l  за малим параметром  компоненти НДС і 

праві частини СДР мають суттєво іншу структуру, оскільки залежать також від 

компонент НДС попередніх наближень. Наведемо для цих наближень основні рі-

вняння і співвідношення, ввівши позначення в лівих частинах рівнянь, аналогічні 

транстропній оболонці та, використавши міркування п. 5.3 щодо параметрів ik  

(поклавши їх рівними нулю) та виразів (5.31), які містять кривини. 

6.1.3.1. ДР вихрового КЕ в наближенні ,...2,1l за . ВКЕ для квазірів-

нокривинної пологої оболонки визначається згасаючими розв’язками ),( yxk  

однорідної СДР, яка відповідає системі неоднорідних ДР 6-го порядку: 
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де  і  з індексами – МГП, які залежать від МХ ортотропної оболонки з осере-

дненими ізотропними властивостями, товщини та радіусів кривини. Якщо  пе-

рейти від ортотропної до ізотропної оболонки, то вказані коефіцієнти рівні від-

повідно позначеним коефіцієнтам для ізотропної оболонки. Праві частини СДР 

(6.8) залежать від попередніх )1(l -го наближень (ГХ і компонент НДС попере-

дніх наближень). 

1-е та 3-е однорідні ДР системи (6.8) описують ВКЕ при кососиметрично-

му, а 2-е–при симетричному деформуванні. ВКЕ кососиметричного і симетрич-

ного деформування в кожному наближенні незалежні один від одного. Частинні 

розв’язки неоднорідних ДР (6.8) уточнюють ВНДС оболонки в наближенні l  за 

. Загальні розв’язки СДР (6.8) отримуються аналогічно пп. 2.2, 3.4.2,1 і  3.4.2.2. 
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6.1.3.2. Рівняння ВНДС з ПКЕ в наближенні ,...2,1l  за . Форми зага-

льних розв’язків. СДР, яка описує ВНДС з ПКЕ для квазірівнокривинної пологої 

оболонки при 0,0 21 kk  має вигляд: 
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де функції з індексом  унизу залежать від НДС 0-го – )1(l -го наближень. 

Це система 16-го порядку, яка визначає взаємозалежні ВНДС і ПКЕ. Тобто, 

кривини оболонки взаємопов’язують ВНДС та ПКЕ.  

Виражаючи із третього – п’ятого ДР (6.9) функції )(
3

)(
2

)(
1 ,, lll  через фун-

кції )(
3
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0
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0 ,,,, lllll wwwvu  та їх похідні, одержимо: 
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де kikivu 0200 ,,, – МГС; )1(l
k  – функції від складових компонент НДС до 

)1(l -го наближення включно. 

З урахуванням (6.10) перші два і останні три ДР системи (6.19) зведені до 

СДР п’яти неоднорідних ДР 16-го порядку відносно )(
3

)(
2

)(
1

)(
0

)(
0 ,,,, lllll wwwvu : 
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де 30 ...,, wiui РР  – диференціальні оператори, які не залежать від номера наближення і 

співпадають з відповідними операторами системи (5.34) для ізотропної оболонки; )(l
qpiP –

функції від зовнішнього навантаження у наближенні l ; )1(l
iP – функції попередніх 

)1(l -го наближень. Для СДР (6.11) побудовані операторним методом форми загальних 

розв’язків в кожному наближенні, які мають рекурентний вигляд. В наближенні l  за : 
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де 0
ikP  – ад’юнкти системи (6.11); ),(10 yxD – загальний розв’язок однорідного ДР 
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в l -му наближенні за , які залежать від компонент НДС попередніх )1(l  на-

ближень. В (6.13) і (6.14) 0P  – диференціальний визначник системи (6.11). 
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третього – восьмого ДР системи (6.5) і з урахуванням (5.31) мають вигляд: 
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де wik 21 ...,,  – МГП; )1(
2

)1( ...,, l
v

l
uk  – функції компонент НДС 0–го – )1(l –го 

наближень. Компоненти НДС визначаються через складові компонент перемі-

щень за формулами (4.5) з урахуванням (6.2).  

 

6.2. Метод збурень лінійно пружних властивостей в МТ 

нетонких пологих ФНО 

 

З позицій тривимірної ТП розглядається нетонка фізично нелінійна за Кау-

дерером однорідна прямокутна в плані )( ba  полога оболонка сталої товщини 

h  в прямокутній системі координат zyxO  (рис. 5.1). Граничні умови задоволь-

няють (3.1)–(3.4). Залежності між деформаціями і напруженнями зображаються у 

вигляді (4.34) з урахуванням (4.35). 

6.2.1. Основні співвідношення. Фізичні залежності після виділення мало-

го параметра 2/1 g  виражаються формулами (4.36), (4.37). ВР Рейснера для 

нелінійно пружної оболонки без урахування об ємних сил має вигляд (3.18), 

приймаючи до уваги (4.36), (4.37), (6.1). Розглядаючи далі компоненти НДС в 

наближенні К0-3 за поліномами Лежандра та розвиваючи їх за малим парамет-

ром , одержимо вирази (4.5) для компонент НДС з урахуванням (6.2). 

Розвиваючи функції );(2 yx ,..., );(3 yxQ y , ),,(),,(),,( yxZyxYyxX  

);( yxр , );( yxq  у ряди за параметром , отримуються співвідношення (4.10). 

Виконавши асимптотичне розщеплення по  у ВР Рейснера, одержуються 

для всіх компонент напружень залежності вигляду (6.2), тільки  
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де сталі 32012211320332100 ...,,,...,,,...,,,...,,,, xxq llhheeqqba  такі ж як і  для ізотропної 

оболонки, а функції )1()1()1(
3

)1(
2 ,,, l

qky
l

qkx
ll IIII знаходяться за формулами (4.39). 
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yxk vuGyxt , ( 3,2,1,0k ). 

 
6.2.2. Диференціальні рівняння рівноваги та крайові умови. Розвиваю-

чи компоненти НДС фізично нелінійної оболонки у ряди за параметром  і ви-

конуючи у ВРР асимптотичне розщеплення по степеням цього параметра, одер-

жуються ДР рівноваги та крайові умови в довільному наближенні по . 

Не зупиняючись на складних і громіздких математичних викладках, наве-

демо отриману рекурентну СДР рівноваги фізично нелінійної пологої оболонки в 

l –му наближенні, яка має вигляд (6.5). Диференціальні оператори 

)11...,,2,1,(, jiD ji дорівнюють відповідним диференціальним операторам для 

ізотропної оболонки. Праві частини СДР (6.5) мають такий вигляд: 
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де pqpwwuuwuu kkk 111093131220 ,,,,,,,,,  – МГП (В.1) для ізотропної оболон-

ки. У співвідношеннях (6.18) функції ),()1( yxФ l
sxm , ),()1( yxФ l

sym , ),()1( yxФ l
syxm  знахо-

дяться згідно з (4.41), ураховуючи (4.40). 

На основі (4.40) та (4.41) дістанемо, що праві частини (6.18) СДР для фізично 

нелінійної оболонки в l - му наближенні ...),2,1(l  так же , як і для пластини, нелі-

нійно залежать від компонент НДС попередніх наближень і тому складність 

розв’язування цієї системи зростає із збільшенням кількості наближень. 

Крайові умови в наближенні l  по  мають вигляд (4.18) з урахуванням  

(4.19), (4.40), (4.41), залежать від кривин оболонки згідно (6.17) і лінійно від НДС 

l -го наближення та нелінійно – від попередніх наближень. 

Оскільки з використанням методу збурень СДР і крайові умови для нелінійно 

пружних оболонок структурно співпадають з відповідними рівняннями і умовами 
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для ортотропних оболонок в довільному наближенні l  за малим параметром , то і 

всі міркування, перетворення СДР, форми їх загальних розв’язків та висновки ана-

логічні. Винятком є тільки те, що всі функції, які визначаються компонентами НДС 

від 0-го до )1(l -го наближення і входять до співвідношень і рівнянь l -го набли-

ження, залежать від цих компонент нелінійно на відміну від ортотропних оболонок, 

де ці залежності лінійні. Тому складність розв’язування задач методом збурень для 

фізично нелінійних оболонок значно вища, ніж для анізотропних оболонок. 

СДР для ФНО типу (6.5) не розщеплюється на окремі системи симетрично-

го і кососиметричного деформування. При не рівних нулю 1k  і 2k  із указаної 

системи не виділяються ДР ні ВКЕ, ні ПКЕ, ні ВНДС. Якщо ж прийняти 

021 kk , то для квазірівнокривинної пологої оболонку виділяються рівняння 

ВКЕ та СДР, яка описує ВНДС з ПКЕ.  

В 0-му наближенні за параметром  всі рівняння і залежності повністю пере-

ходять у рівняння і залежності п. 5.3.2, 5.3.3, отриманих для ізотропної оболонки. 

В l -му наближенні ...),2,1(l  за малим параметром  компоненти НДС і 

праві частини ДР залежать від компонент НДС попередніх наближень.  

Ввівши позначення в лівих частинах ДР, аналогічні транстропній оболонці 

та використавши спрощення п. 5.3.2 щодо параметрів ik  (поклавши їх рівними 

нулю), приймаючи до уваги (5.31), одержуються рівняння ВКЕ та ВНДС із ПКЕ. 

СДР вихрового КЕ в наближенні ...,2,1l за параметром  визначається фу-

нкціями ),( yxk  )3,2,1(k  і описується однорідною СДР 6-го порядку (6.8). Час-

тинні розв’язки неоднорідної СДР (6.8) уточнюють ВНДС. Праві частини СДР (6.8) 

нелінійно залежать від компонент НДС попередніх наближень, а коефіцієнти  і  

з нижніми індексами – МГП, які рівні відповідно позначеним МГП для ізотроп-

ної оболонки. Як і в методі збурень, для ортотропної оболонки ДР ВКЕ кососи-

метричного і симетричного деформування розділяються. Аналогічно отримують-

ся загальні розв’язки СДР (6.8). 

СДР l -го наближення, яка описує ВНДС із ПКЕ при 0,0 21 kk  має ви-

гляд (6.9), де функції з індексом  унизу нелінійно залежать від компонент НДС 
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попередніх наближень. Це система 16-го порядку взаємозв’язаних рівнянь, які 

описують ВНДС з ПКЕ. Кривини оболонки пов’язують ВНДС та ПКЕ.  

Функції ),()( yxl
k  визначаються згідно з (6.10), де okiu ...,,0  – МГС ізотро-

пної оболонки. Перетворена СДР має форму (6.11), в якій 30 ...,, iwiu РР  – диферен-

ціальні оператори СДР (5.34) для ізотропної оболонки. В (6.10) і (6.11) – )1(l
k , 

)1(l
iP  – нелінійні функції компонент НДС попередніх )1(l -х наближень. Скла-

дові переміщень знаходяться згідно з (6.12), (6.15), де коефіцієнти без індексу  

унизу – МГП для ізотропної оболонки, а функції з індексом  унизу нелінійно 

залежать від компонент НДС попередніх )1(l -х наближень. Компоненти НДС з 

урахуванням перших l  наближень за  визначаються через складові компонент 

переміщень за формулами (4.5) з урахуванням (6.1), (6.2), (6.16), (6.17). 

 

6.3. Метод тригонометричних рядів 

 

Розглянемо застосування методу одинарних тригонометричних рядів для 

розв’язування граничних задач для пологих ФНО у наближенні К0-3 за поліно-

мами Лежандра і в довільному наближенні l  за .  Вважатимемо, що при 

byy ,0  виконуються крайові умови вільного обпирання, які відповідно до 

(4.18) в наближенні l по мають вигляд (4.43), (4.44): 

 

;0),0;(;0),0;(;0),0;( )0()0()0( byxsbyxwbyxu ykkk            (6.19) 

);(,0),0;( )()()( l
k

l
k

l
k wubyxu  ),0;(),0;(

12

)1()( byxФbyxs
k

h l
syk

l
yk , (6.20) 

 

де функції s  з нижніми і верхніми індексами визначаються згідно з (6.17). 

Навантаження ),( yxq , ),( yxp  зображуємо одинарними тригонометрични-

ми рядами (3.172) і (3.185). 

В 0-му наближенні по , як уже було зазначено, задача для фізично нелі-

нійної оболонки зводиться до задачі для лінійно пружної ізотропної оболонки, 

яка отримується із задачі для транстропної оболонки при МГХ, що відповідає 
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ізотропному матеріалу. В цьому наближенні складові компонент переміщень, 

напружень та функції, що входять у них, мають в одинарних тригонометричних 

рядах структурний вигляд відповідно п. 5.4.1. Крайові умови (6.19) при цьому 

виконуються. Функції, що входять множниками при синусах і косинусах у цих 

залежностях–функції 0-го наближення, що містять 22 сталих інтегрування, які 

знаходяться аналогічно п. 5.4.1 з урахуванням крайових умов при axx ,0 .  

Показано, що і для ФНО функції, що нелінійно залежать від компонент 

НДС 0-го наближення, мають таку ж саму структуру тригонометричних рядів, 

що і однойменні функції для ФНП, тобто, будуть справедливими розвинення 

(4.45), (4.46), в яких множники при синусах та косинусах є відомими функціями 

нульового наближення. 

Праві частини ДР (6.5) (6.8) і (6.11) для нелінійно пружної оболонки в 1-му 

наближенні за параметром  мають такий вигляд: 

)11,10,9,7,5,3,1(,)(),(
1

)0()0( kSxDyxD ny
n

nkk ; 

)8,6,4,2(,)(),(
0

)0()0( kCxDyxD ny
n

nkk ; ny
n

nii SxPyxP )(),(
1

)0()0( ,   (6.21) 

 ny
n

n CxPyxPi )(),();5,4,3,1(
1

)0(
2

)0(
2 ; )3,2,1(,)(),(

1

)0()0( kCxyx ny
n

nkk , 

 

де функції від x  – відомі функції 0-го наближення. 

Ураховуючи однаковість структур ДР в 0-му і 1-му наближеннях, одержу-

ється наступний висновок: загальні та частинні розв’язки ДР 0-го та 1-го набли-

жень в одинарних тригонометричних рядах структурно однакові. На основі цього 

отримуються такі загальні та частинні розв’язки в 1-му наближенні: 

 

ny
n

nkk Cxyx )(),(
0
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nrkrk ; 

ny
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де для кожного значення n  функції )()1( xnk  )3,1(k  містять по 4-и сталих інтег-

рування, )()1(
2 xn  – дві сталі; )()1(

10 xD n  – 16 сталих. Оскільки вказані розв’язки за 

структурою аналогічні 0-му наближенню, то і складові НДС в одинарних триго-

нометричних рядах у 1-му наближенні за структурою аналогічні 0-му наближен-

ню; 22 сталих інтегрування знаходяться із крайових умов (4.18) при axx ,0 : 

)(

3

2,1

)1()1()1(
0

)1(
0

)1()1(
0 (

s k
kkuvou uMvNuN 0)1()1()1()1( dswQvМ kkwkkv ,     (6.23) 

де 

)0(
0

)1(
0

)1(
0 sxxu ФhsN ; )0(

0
)1(
0

)1(
0 syxyxv ФhtN ; )0()1()1(

12
sxkxkku Фs

k

h
M , 

(6.24) 

)0()1()1(

12
syxkyxkkv Фt

k

h
M , )1(

1
)1(

12
kxkw t

k

h
Q , ( )3,2,1k . 

 

Тут )0()0()0(
0

)0(
0 ,,, syxksxksyxsx ФФФФ – відомі функції (4.46) 0-го наближення від yx, , які в 

інтегралі (6.23) беруться при axx ,0 , тобто це відомі функції від однієї змін-

ної y . Функції )1()1()1()1(
0

)1(
0 ,,,, kxyxkxkyxx ttsts  (мають структуру аналогічну 0-му наближен-

ню (4.45)) – від двох змінних yx, , у які входять невідомі сталі інтегрування. В 

(6.23) ці функції також приймаються при axx ,0 , отже це функції однієї 

змінної y , що містять 22 невідомих сталих. Якщо на краях axx ,0  оболонки 

задані тільки силові фактори, а на компоненти переміщень не накладено ніяких 

умов, то, оскільки тригонометрична структура кожного доданку у виразах (6.24) 

однакова, одержуємо, що сталі інтегрування визначаються із ЛАР, які отриму-

ються прирівнюванням до нуля множників при варіаціях компонент переміщень. 

Якщо ж при axx ,0  задані компоненти переміщень, то сталі знаходяться із 22 – х 

умов (по одній на кожному краї для );3,2,1,0(, )1()1( kvu kk  )(l
iw  )3,2,1(i ). 

В наближеннях за  ...),3,2(l  структура функцій, розв’язків, складових  

компонент НДС аналогічна (4.45), (4.46), (6.21), (6.22). Крайові умови (6.20) ви-

конуються. Умови на краях axx ,0  визначаються ДР (6.23) з урахуванням 
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(6.24), в яких замість верхнього індексу «1» записується індекс « l », а замість ін-

дексу «0» – індекс « 1l ». Отже, отримано рекурентний процес визначення НДС ФНО. 

Розглянемо тепер застосування методу подвійних тригонометричних рядів 

при розв’язуванні граничних задач для пологих ФНО при деформуванні з ураху-

ванням обтискання, який описуються ДР типу (6.5) з урахуванням (6.16)–(6.18). 

Граничні умови на лицевих поверхнях (3.2), а навантаження ),( yxq  і ),( yxp  роз-

винені в подвійні тригонометричні ряди. 

Показано, що і для пологої ФНО будуть справедливими крайові умови ти-

пу (4.51), а також залежності (4.52) для функцій нульового і інших наближень. 

Праві частини ДРР у всіх наближеннях по  матимуть вигляд (4.53), а складові 

переміщень зображатимуться у формі (4.54). Структурно справедливими будуть 

також співвідношення (4.55). Послідовність визначення НДС аналогічна ФНП. 

 

6.4. Основні співвідношення і рівняння 

в циліндричній системі координат 

 
Основні рівняння в циліндричній системі координат наведені в дод. Г.2. 

 

6.5. Числові результати 

 

6.5.1. Числові результати для фізично нелінійних пологих оболонок. 

Для з’ясування якісного впливу фізичної нелінійності розглянемо циліндричний 

згин ФНО, вільно обіпертої вздовж довгих країв ax ,0  при дії кососиметрич-

ного поперечного навантаження )(xq  (граничні умови (3.2) при 0)(xp ). Ком-

поненти НДС залежатимуть від x  і z . При ax ,0  виконуються умови (4.51). 

СДРР має вигляд (6.5), в якій, ураховуючи варіаційний метод їх одержання, пот-

рібно взяти 1-е, 3-е, 7-е, 9-е та 11-е ДР, які відповідають у перетвореному ВР 

Рейснера рівностям нулю множників при варіаціях )(
3

)(
1

)(
3

)(
1

)(
0 ,,,, lllll wwuuu . 

Далі, як і для ФНП, вводяться аналогічні спрощення при визначенні правих 

частин ДРР в наближеннях ...,2,1l  за малим параметром , а саме: в правих 
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частинах ураховуються тільки ті доданки, що залежать від складових 

)(),(),( )1(
1

)1(
1

)1(
0 xwxuxu lll , а доданки з ),()1(

3 xu l  )()1(
3 xw l , нехтуються. 

Не зупиняючись на проміжних викладках, аналогічних п. 4.3.3 для ФНП, 

наведемо остаточні результати. 

Кососиметричне поперечне синусоїдальне навантаження )(xq  зображується у 

вигляді )()( constqSqxq mmxm . В наближенні 3,1,0;0 kl  складові переміщень 

),(),( )0(
1

)0(
0 xuxu  ),()0(

3 xu  )()0(
1 xw , )()0(

3 xw  відшукуватимемо у вигляді: 

 

mxmkk CAxu 0
)0( )( , ( 3,1,0k ); mxmkk SCxw 0

)0( )( , ( 3,1k ),             (6.25) 

 
де mkmk CA 00 ,  – невідомі сталі, які знаходяться із системи п’ятьох ЛАР, до якої 

зведеться система вказаних вище рівнянь (6.5) для ізотропної оболонки.  

Після знаходження значень сталих mkmk CA 00 ,  визначаються праві частини 

системи вказаних ДР (6.5) у наближенні ;1l  3,1,0k . Вони мають вигляд: 

 

mxscii CxDxD )()( 0
)0( , ( 7,3,1i ); mxscii SxDxD )()( 0

)0( , ( 11,9i ),      (6.26) 

де 

2
0

2
00 )( mxcimxscisci CDSDxD , )7,3,1(i ; 2

0
2

00 )( mxcsimxsisci CDSDxD ,  )11,9(i , 

cisci DD 00 ,( , csisi DD 00 ,  – МГС). 

 

Розв’язок СДР (6.5) в наближенні 1l ; 3,1,0k  шукається у формі: 

 

mxmkk CAxu 1
)1( )( , ( 3,1,0k ); mxmkk SCxw 1

)1( )( , ( 3,1k ),           (6.27) 

 

де mkmk CA 11 ,  – невідомі коефіцієнти, які знаходяться із вказаної системи з ураху-

ванням (6.26) і (6.27). Після перетворень одержується система вигляду (4.63), яка 

після осереднення правих частин рівнянь, зводиться до п’ятьох ЛАР відносно 

шуканих коефіцієнтів. Подальший алгоритм визначення НДС і одержання чис-

лових результатів для ФНО аналогічні п. 4.3.3. Компоненти НДС у наближенні 

К013 і наближенні 1,0l  визначаються за формулами вигляду (4.64). 
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На рис. Г.1 – Г.6 наведені графіки залежностей компонент НДС від попе-

речної координати для ФНО при mq =15 МПа, 1m , а на рис. Г.7 – Г.9 – при 

9m  в наближенні  1,0l  за  і з урахуванням наближення К013 за поліномами 

Лежандра (криві ). Для порівняння зображені також графіки за фізично лі-

нійною (ФЛ) теорією в НК0135. В табл. Г.1–Г.4 наведені безрозмірні компоненти 

НДС ( )(/),(~ xqzxxx , )(/),4/(~ xqzaxxzxz , 

)))(/(),4/(
~

hxqEzaxUU , ))))(/(),(
~

hxqEzxWW  для ФНО із чистої міді, а в 

табл. Г.5 – із мартенівської сталі при циліндричному згині для різних ГХ оболонки. 

У цих таблицях у 2-й–5-й колонках наведені значення без урахування фізич-

ної нелінійності у різних наближенняз (за фізично лінійною теорією); у 6-й, 8-й ко-

лонках  – за фізично нелінійною (ФН) теорією в наближенні 1,0l  по  і з ураху-

ванням НК013 за поліномами Лежандра. В 7-й та  9-й колонках вказано розходжен-

ня  у % між результатами, отриманими за ФН і фізично лінійною (ФЛ) теоріями 

(для НК0135) по відношенню до лінійної теорії. 

Із наведених результатів випливає, що якісні висновки для оболонок аналогічні 

пластинам (п. 4.3.3). Окрім цього, вплив фізичної нелінійності на НДС мало залежить 

від кривин середньопологих і сильнопологих оболонок, а величина навантаження мо-

же впливати по різному на компоненти НДС в залежності від ГХ (табл. Г.1, Г.4). 

6.5.2. Числові результати для транстропних оболонок з використанням 

методу збурень ізотропних властивостей матеріалу. Для з’ясування ефектив-

ності і точності методу збурень розглядається однорідна шарнірно обіперта на 

краях нетонка транстропна оболонка ( haa ), яка знаходиться під дією моно-

гармонічного поперечного навантаження на лицевих поверхнях. Граничні умови 

(3.2), де ),(),,( yxpyxq  зображуються у вигляді (3.194) і (3.201). 

Задача розв’язувалась методом збурень в наближенні 1,0l  за параметром 

 і в НК0123 за поліномами Лежандра та безпосередньо згідно п. 5.5. Апробація 

була виконана при визначенні НДС квадратних в плані оболонок при 1nm  в 

широкому діапазоні змінення МГХ при кососиметричному навантаженні 

( 0/ mnmn qp ) і при навантаженні на верхній лицевій поверхні ( 1/ mnmn qp ). 
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В табл. Г.7, Г.8 наведені значення безрозмірних компонент НДС (аналогічні 

пластинам) за НК0-3 варіанта МТ (4-а та 8-а колонки). В 2-й та 6-й колонках результа-

ти в НК03 за поліномами Лежандра з урахуванням нульового наближення за  ( 0l ); 

в 3-й та 7-й колонках результати в НК03 за поліномами Лежандра з урахуванням пер-

ших двох наближень за  ( 1,0l ),  )/)(( GGG . Вказані розходження  у % 

для результатів, отриманих при 3,...,0;1,0 kl  та  в НК0-3. Верхні значення в цих 

таблицях наведено при 0/ mnmn qp , а нижні – при 1/ mnmn qp . Як і для пластин, 

результати за методом збурень уже в перших двох наближеннях за  достатньо то-

чно описують НДС транстропних оболонок із матеріалів, МХ яких не суттєво відрі-

зняються від ізотропних (табл. Г.7). Якщо ж МХ суттєво відрізняються від ізотропних 

(табл. Г.8), то потрібно ураховувати наближення за  вищих порядків.  

 

6.6. Висновки по розділу 

 

Для пологих ортотропних і фізично нелінійних ізотропних оболонок дові-

льної сталої товщини вирішені наступні проблеми. 

1. Уперше побудовано новий варіант МТ нетонких пологих ортотропних і 

ізотропних ФНО, оснований на ВПР, розвиненні усіх компонент НДС у ряди за 

поперечною координатою при допомозі поліномів Лежандра з використанням 

МВР та в поєднанні з методом збурень пружних властивостей матеріалу. 

2. Уперше тривимірна задача ТП в МТ нетонких ортотропних оболонок 

зведена до нескінченної рекурентної послідовності лінійних двовимірних крайо-

вих задач для оболонок із осередненими ізотропними властивостями. Праві час-

тини отриманих СДР і крайові умови в довільному наближенні за малим фізич-

ним параметром лінійно залежать від НДС попередніх наближень. 

3. Уперше тривимірна задача фізично нелінійної ТП в МТ нетонких поло-

гих оболонок зведена до нескінченної рекурентної послідовності лінійних дво-

вимірних крайових задач. Праві частини отриманих СДР з частинними похідни-

ми і крайові умови в довільному наближенні за малим фізичним параметром сут-

тєво нелінійно залежать від компонент НДС попередніх наближень. 
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4. Уперше на основі МТ для вказаних оболонок отримані в явному вигляді 

для довільного наближення за малим параметром основні рівняння в НК0-3, які 

описують взаємозв’язані ВНДС, ВКЕ і ПКЕ і можуть безпосередньо використо-

вуватися для розв’язання граничних задач в прикладних і практичних цілях. 

5. Отримані системи неоднорідних ДР (22-го порядку) в кожному набли-

женні за  перетворені і при певних умовах  розділені на дві: одна описує ВКЕ і 

уточнює ВНДС, а інша – визначає взаємозв’язані ВНДС із ПКЕ. Система ВКЕ 

(система однорідних ДР 6-го порядку) розділена на дві групи ДР: при кососимет-

ричному деформуванні–це СДР 4-го порядку, і при симетричному –ДР 2-го по-

рядку. Частинні розв’язки неоднорідних ДР уточнюють ВНДС. Взаємозв’язана 

СДР ВНДС з ПКЕ (16-го порядку) розробленою методикою зведена до зручної 

неоднорідної системи п’яти ДР з однаковими лівими частинами. 

6. Уперше на основі МТ побудовано операторним методом форми загаль-

них розв’язків отриманих СДР високого порядку. 

7. Розроблено метод розв’язання суттєво неоднорідних СДР у довільному 

наближенні за малим параметром, оснований на апроксимації правих частин ДР 

одинарними та подвійними тригонометричними рядами. Побудовані розв’язки 

крайових задач оболонок в одинарних та подвійних тригонометричних рядах. 

8. Виконані з використанням методу збурень ізотропних властивостей чис-

лові дослідження НДС пологих транстропних оболонок (для порівняння резуль-

татів із прямим розв’язком) указують на ефективність підходу. 

9. Досліджено якісно ВНДС нетонких ФНО за НК13 в задачі циліндричного 

згину при гармонічному навантаженні в широких межах змінення МГХ. В залежності 

від МГХ фізична нелінійність може суттєво впливати на компоненти НДС. Вплив фі-

зичної нелінійності на НДС аналогічний п. 8 висновків 4.5 для пластин і мало залежить 

від змінення кривини середньопологих та сильнопологих оболонок ( 1/2,1 aR ). 

Наукові результати, наведені в шостому розділі, опубліковано в працях ав-

тора [120, 121, 124, 128, 129, 142, 148, 152, 155, 156, 170, 176, 178, 179, 181, 449]. 
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РОЗДІЛ 7 

ВАРІАНТ МТ НЕТОНКИХ БАГАТОШАРОВИХ ЛІНІЙНО І НЕЛІНІЙНО 

ПРУЖНИХ ПЛАСТИН І ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК 

 

Розділ присвячено побудові нового варіанта МТ шаруватих (однорідних в 

межах кожного шару) транстропних і ізотропних фізично нелінійних зао Каудере-

ром пластин і пологих оболонок симетричної та несиметричної структур і розробці 

методів розв’язання граничних задач на його основі. Варіант МТ оснований на 

ВПР, методі розвинення усіх компонент НДС і граничних умов на бічній поверхні у 

ряди за поперечною координатою в межах кожного шару при допомозі комбінацій 

поліномів Лежандра, МВР в поєднанні для фізично нелінійних елементів з МПН. 

 

7.1. Фізично нелінійні багатошарові пологі оболонки 

несиметричної структури 

 
7.1.1. Постановка проблеми. Досліджується нетонка багатошарова фізич-

но нелінійна за Каудерером полога оболонка товщини h  несиметричної структу-

ри з товщинами шарів ih  ( ji1 ; j  – кількість шарів) і радіусами кривини се-

рединних поверхонь кожного шару ,1iR  iR2 . Для кожного шару вводиться місце-

ва прямокутна система координат iixyzO  (рис. 7.1). Осі xOi  та yOi  системи ко-

ординат напрямлені вздовж сторін a  і b  плану оболонки. Вісь iizO , початок якої 

належить серединній поверхні i -го шару оболонки, напрямлена вбік опуклості 

оболонки )2/2/( iii hzh . Граничні умови: 

 

).0(,0),0(),0(

;2/)),(),(()(;2/)),(),(()0(

hzhzhz

yxpyxqhzyxpyxqz

zyzx

zz
          (7.1) 

 
Граничні умови на бічній поверхні, яку вважатимемо перпендикулярною 

до серединних поверхонь шарів оболонки, можуть бути довільними статичними, 

кінематичними або змішаними. 
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Рис. 7.1. Шарувата полога оболонка. 

 

Нелінійно пружні шари вважаються різними за механічними властивостя-

ми. Залежності між деформаціями та напруженнями в i - му шарі зображуються у 

вигляді суми лінійної і нелінійної складових: 

 
),,,,(/),,(/)],,(),,([),,( tzyxgEzyxvEzyxvzyxzyx iixiiiziiiiyiiixiix  

);,( yixi  ),,,(/),,(),,( tzyxgGzyxzyx iixyiiixyiixy ; 

(7.2) 
);,,,(/))],,(),,((),,([),,( tzyxgEzyxzyxvzyxzyx iiziiiyiixiiiiziiz  

),,,,(/),,(),,( tzyxgGzyxzyx iixziiixziixz  )( zyizxi , 

 

де сталі та функції i -го шару, які позначаються з індексом i  унизу, визначаються так:  

 

),,,,(),,,( 0 tzyxФatzyxgg ixiiiixixi  );( ziyixiziyixi ФФФggg ; 

),,,,(),,,( 0 tzyxФbtzyxgg iyxiiiiyxiyxi  );( zyizxiyxizyizxiyxi ФФФggg ; 

ii g2/1 ; )27/( 32
20 iii Gga ; ii ab 00 6 ; ),2(),,,( 2

00 ziyixiiixi tzyxФ    (7.3) 

),;,( zixiyixi ; ,),,,( 2
00 yxiiiyxi tzyxФ  );( zyizxiyxizyizxiyxi ФФФ ; 

).(3 2222222
00 yzixziyxiziyizixiyixiziyixii  

 
В (7.3) ,iE  ,iE  ,iG  ,iG  ,iv  iv  ig2  – МХ матеріалу i -го шару; ),...,,,( tzyxg ixi , 

),,,( tzyxg izyi  – нелінійні складові ( t  в дужках вказує на нелінійність).  

Залежності між деформаціями та переміщеннями: 

 

),,,;,(,//;//

;/);,,;,,(,/

211

211

iiiiiiiiiixziiixy

iiiziiiiiiiiixi

kVkUyxUkzUxWxVyU

zWkVVykUxWkxU
 (7.4) 
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де компоненти переміщень ,iU  ,iV  iW  та деформацій iyzix ,...,  є функціями 

;,, izyx  ,/1 ininin Rkk  ( 2,1n ). 

7.1.2. Апроксимація переміщень, деформацій і напружень. Узагальнимо 

метод зображення компонент переміщень для однорідних пластин і оболонок у 

вигляді рядів за поліномами Лежандра на шаруваті елементи. Зобразимо компо-

ненти переміщень в i -му шарі, на відміну від [26, 218, 292, 302, 318], у вигляді 

рядів за комбінаціями поліномів Лежандра: 

 

0

),,()(),,(
k

kik iii yxuzzyxU  );,,( vVuU  
0

1 ),()(),,(
k

kik iii yxwzzyxW ,  (7.5) 

 
де функції )( iki z  апроксимуємо в межах кожного i -го шару комбінаціями полі-

номів Лежандра )/2( iim hzP  таким чином:  

)1(,)( 000000 iiii aPaz ; 
k

m
immikiik hzPaz

0

)/2()( .                   (7.6) 

 
Функція )(1 ii z  співпадає з [318], і через змінну z  прийме для всіх i  такий 

вигляд: 

,/)()( 1111 hzbazzi                                               (7.7) 

 

де коефіцієнти 1a  та 1b  визначаються із умов: 
 

1). ;1)()( 11 hzhzi  2). 
j

i h

ii

i

dzzd
1

1 ,0)(  ))1/(( 2
iii vEd ,          (7.8) 

 
Зображення )( iik z  при 2k  принципово інше, ніж у вищеназваних працях 

інших авторів. Перейшовши від координати z  до координати iz , дістанемо коефіці-

єнти mia1  ( 1,0m ) для i -го шару. Наприклад, для двошарової оболонки матимемо: 

 

,
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22211
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22211
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h

h
ba  ,

)( 21
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h
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h

h
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2

2
1121 , )2/( ii ht . 

 

Не виникає принципових труднощів отримати вирази для 1a , 1b  та ima1  

( 1,0m ) для багатошарової оболонки 3j . 
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Коефіцієнти mika  ( 2k ) для довільного шару при довільній кількості ша-

рів j  оболонки визначаються із наступних класичних умов [318]: 

 
1)                                             ;1)( hzjk                                                   (7.9) 

 

2) неперервності функцій ki  на границі шарів, тобто: 

 

),()( 11)1( iiikiiki tztz ( 1,...2,1 ji ); 

 

3) ортогональності ki  по всьому пакету шарів до всіх попередніх функцій: 
 

,0)()(
1

iini

j

i h

ik ii dzzzd

i

 );1,...,1,0( kn  

 

4) найменшого середньоквадратичного відхилення функцій ki  від відпові-

дних їм «базових» функцій, введених у [318], що зображуються у вигляді 

kk
kkkkki hzbhzbb /.../10 , де сталі ),...,0( kmbkm  визначаються із k  ЛАР, 

які випливають із першої та третьої умов (7.9). 

Компоненти переміщень (7.5), як це випливає із (7.6) – (7.8) та другої умо-

ви (7.9) задовольняють умовам неперервності на границях шарів. 

Аналітично показано, що зображення переміщень у вигляді (7.5), а функцій 

ki  у вигляді (7.6) при граничному переході до однорідної оболонки (пластини) від-

повідає апроксимації переміщень при допомозі поліномів Лежандра у вигляді (3.9). 

Надалі під k -им наближенням за поліномами Лежандра розумітимемо на-

ближення, в якому для тангенціальних компонент переміщень ураховуються фу-

нкції ,0i ,1i ki..., . У [318] функції ki  для тангенціальних компонент переміщень 

пропонувались приймати лінійними в межах кожного шару і у вигляді ламаної лінії 

для всього пакету, а поперечні переміщення зображувались у вигляді рядів за попере-

чною координатою при допомозі степеневих функцій, які визначались із інших пози-

цій, ніж у нашому варіанті, що ускладнювало і не уточнювало процес апроксимації. 

Деформації (7.4) в i -му шарі виражаються через поліноми Лежандра з ура-

хуванням (7.5): 
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(7.10) 
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0

1
k

ikvixikikyiixi yxekyxfzPv

0
2 )),(),()((

k
ikviyikikxiiyi yxekyxfzPv , 

де 

,/),(
km

mmikxik xuayx  );/,/,( yvxu myikmxik  
km

mmikik wayxe 1),( ; 

);//(),( xvyuayx m
km

mmikyxik  
km

mmikxik uayxe ,),(  );,,( myikmxik veue  

,/),( 1
km

mmikxik xwayx  );/,/,( yx kiykix                (7.11) 

),//(),( yvvxuayxf mi
km

mmikxik  );/,/,( yvfxuf myikmxik  

iiivi kvkk 211 ; .122 iiivi kvkk  

 

Як бачимо, функції від yx,  в (7.10), (7.11) залежать від МГП mika (7.6). 

Оскільки фізично нелінійна оболонка полога, то структуру дотичних напру-

жень ,ixz izy  визначимо способом, аналогічним однорідній пластині. Крім цього, 

вважатимемо структуру залежностей поперечних напружень від шуканих функцій 

для нелінійно пружної і лінійно пружної транстропної пластини однаковою. 

При циліндричному згині для і-го шару з урахуванням (7.4), (7.5): 
 

0

/)()(/),(),(
k

kik iixi dxxduzxzxUzx ; 

;),(
0k

xkixi zx  dxxduzdzx kikiixki /)()(),( . 

 
Інтегруючи від 0 до z )0( hz  1-е ДР рівноваги ТП при циліндричному 

згині для k-го наближення та, ураховуючи (7.1) на лицевій поверхні 0z  і рів-

ність поперечних дотичних напружень на границях шарів, одержимо: 
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)()(),( xQzzx xkikikxz ,                                     (7.12) 

де 
z

kiik i dzzdz
0

)()( , )(( xQkx  – шукані функції), 

 

або, вводячи координати iz  для кожного шару та, інтегруючи послідовно в ме-

жах кожного шару від першого до i -го шару включно, дістанемо в загальному 

випадку багатошарової пластини з j  шарами наступні вирази для )( iki z :  
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h

kik i dzzddzzddzzdz .       (7.13) 

 

Функції )( iki z , ураховуючи (7.6) та (7.13), визначаються так: 
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m
imimii zPez  ,)()(

3

0
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m
imimii zPez  …, ,)()(

1
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k

m
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де kime  залежать від МГХ шарів: 
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1
133323 iiiii aahde ; 2333

10

1
iiii ahde ; 3343

14

1
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Вищезаписані тут і далі суми рівні нулю, якщо верхня межа менша нижньої. 

Можна показати, що, знаючи коефіцієнти me41  для першого шару, можна знайти ко-

ефіцієнти ime4  для іншіх шарів ( ji ,...,3,2 ) за такими рекурентними формулами: 

 
1

1
04441004 ),,(

i

m
mmminiii ahdahdee , )1,0(n ; ),,( 4414 iniimim ahdee , )5,...2,1(m ; 

де ),;,(),,( 4411141441 inniiminiim aahhddeahde  )5,...1,0(m . 

 

У загальному вигляді: 

 



 271 

1

1
0100 ),,(

i

m
kmmmkiniikk i ahdahdee ; ),,(1 kiniimkkim ahdee , )1,...2,1( km ,  (7.16) 

 
де ).;,(),,( 11111 kinnkiimkkiniimk aahhddeahde  

Таким чином, знаючи коефіцієнти e  з нижніми індексами для 1-го шару, 

можна визначити за вищенаведеними формулами однойменні коефіцієнти для 

інших шарів, що спрощує обчислювальний процес.  

На основі (7.12) напруження ),( zxzxi  в i -му шарі визначаються так: 
 

1

)(),(
k

ik iizxi zzx )(xQkx , 

 
або, узагальнюючи 

1

)(),,(
k

ik iizxi zzyx ),.( yxQkx  );( kykxzyizxi QQ ,          (7.17) 

 
В іншому вигляді через поліноми Лежандра, приймаючи до уваги (7.13), (7.14): 
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xikikizxi yxtzPzyx , ),( yx ,                            (7.18) 

 
де 

);,(,...),4,3(),,(),(

);2,1,0(),,(),(
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yxkyxQeyxt
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xmkimkix

m
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                       (7.19) 

 

),,( yxQmx  ),( yxQmy  визначатимуться через переміщення на основі ВР Рейснера.  

Зазначимо, що поперечні дотичні напруження згідно з (7.18), (7.19), (7.12) 

задовольняють граничним умовам на лицевих поверхнях оболонки і умовам не-

перервності їх на границях шарів. 

Інтегруючи третє ДР рівноваги  ТП по z та, використовуючи (7.17) для 

zxki  та zyki , отримаємо з урахуванням граничних умов (7.1) і рівності нормаль-

них поперечних напружень на границях шарів такі вирази для напружень zi : 
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)...,,3,2(),( kyxk  – шукані функції, а коефіцієнти mikq  визначаються так: 
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Показано в загальному вигляді, що, знаючи q  з індексами для 1-го шару, 

аналогічні коефіцієнти для інших шарів шукаються за рекурентними формулами: 
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Напруження ),,( zyxiz , на основі (7.20) – (7.23), можна зобразити у вигляді: 
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де 
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а функції ),( yxm  визначатимуться далі через переміщення із ВРР. 

Зазначимо, що поперечні нормальні напруження також неперервні на гра-

ницях шарів і точно задовольняють граничним умовам на лицевих поверхнях. 

7.1.3. Варіаційне рівняння Рейснера. Крайові умови. ВР Рейснера для 

шаруватих фізично нелінійних пологих оболонок прийме наступний вигляд: 
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Напруження ix , iy ,

ixy
 визначаються на основі (7.26), (7.22):  
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де 
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(7.28) 
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);;( ixvyiyvxyixi ФФff  ),,,(),,,(),,,( tzyxФtzyxФtzyxФ iiyiiixiyix , 

),;( yixiixvyiyvx ФФФФ ; ).,,,(),,,( 0 tzyxФGbtzyxf iixyiiiixy  

 

Для знаходження функцій ),( yxQmx , ),( yxQ ym  використовуємо на основі 

(7.26) відому методику (п. 3.2.2). Пропускаючи проміжні громіздкі викладки, діста-

немо наступні вирази для перших k  функцій mymx QQ ,  ),...,2,1( km : 
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де множники при функціях – МГП оболонки. 

Зокрема, для перших трьох функцій матимемо: 
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де 0
nmA алгебраїчні доповнення до елемента nmA  матриці )( mnA . 

Аналогічно однорідним оболонкам, пропускаючи проміжні громіздкі виклад-

ки, дістанемо функції ),...,3,2(),( knyxn : 
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де ,mnq …, qne МГП оболонки, ),,( tyxen –функції, нелінійно залежать від НДС. 

У наближенні К0-3 шукані функції )3,2(),,( ntyxn  мають вигляд: 
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Отже, на основі (7.14)–(7.16), (7.18), (7.19), (7.24), (7.25), (7.27)–(7.29), 

(7.32)–(7.34) компоненти напружень виражаються через складові переміщень. 

Опускаючи громіздкі перетворення ВРР (7.26) з урахуванням формул Ост-

роградського–Гауса і прирівнюванням у подвійному інтегралі множників при ва-

ріаціях складових переміщень до нуля, отримаємо ДР рівноваги шаруватих фізи-

чно нелінійних пологих оболонок несиметричної структури, які в загальному ви-

падку мають вигляд (Д.1) – (Д.5) додатку Д. 

Із ВРР (7.26) отримуються також крайові умови умови: 
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де величини без (~) угорі залежать від НДС оболонки, а з (~) угорі – від зовніш-

нього навантаження на контурі. В (7.35): 
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де сталі і функції у (7.36), визначаються за наведеними формулами і додатку Д.1. 

7.1.4. Диференціальні рівняння рівноваги в НК0-3. СДРР (Д.1)–(Д.5) з 

урахуванням 3213100 ,,,,...,,, wwwvuvu  в НК0-3 отримана у вигляді: 

 

),11,...2,1(,311,210,19,
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де диференціальні оператори визначаються за формулами (Д.6). 

СДР з частинними похідними (7.37) є системою 22-го порядку. Аналіз системи 

показує, що з неї не виділяються окремі групи рівнянь, які описують ВКЕ, ВНДС і 

ПКЕ. Це означає, що ВНДС і КЕ для фізично нелінійних пологих оболонок несимет-

ричної структури взаємозв’язані, що ускладнює знаходження загальних розв’язків. 

СДР (7.37) з урахуванням диференціальних операторів (Д.6) дод. 6 після пе-

ретворень, аналогічних для однорідної оболонки, зводиться до наступної: 
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( 11,10,9n ). 

де коефіцієнти c  з індексами наведені у формулах (Д.7) дод. Д. 

7.1.5. Метод послідовних наближень. Система (7.37) може розв’язуватися 

методом послідовних наближень (МПН). В 0-му наближенні розв’язок системи 

отримується, якщо покласти у правих частинах цих рівнянь нелінійні доданки mD  

рівними нулю. Знайшовши розв’язок у 0-му наближенні, за вищенаведеними фор-

мулами визначаються функції mD , які нелінійно залежать від компонент НДС 0-го 

наближення. Таким чином, для розв’язування задачі в 1-му наближенні праві час-

тини ДР (7.37) будуть відомими і залежатимуть на відміну від методу малого пара-

метра не тільки від нелінійних доданків mD , але й від лінійних доданків pDmp  та 

qDmq , що залежать від зовнішнього навантаження. Надалі ітераційний процес МПН 

виконується аналогічно і будемо розуміти, що функції в лівих частинах ДР (7.37) і в 

наступних перетворених рівняннях є шуканими функціями в наближенні l  МПН. 

Функції в правих частинах ДР (7.37) і в наступних перетворених ДР, які містять 

множники ),( yxp  і ),( yxq , лінійні відносно навантажень ),(),,( yxqyxp і залиша-

ються однаковими для довільного наближення l . Функції з індексом  у правих ча-

стинах ДР (7.37) і в наступних перетворених ДР нелінійно залежать від компонент 

НДС попереднього )1(l -го наближення. Згідно з методом малого параметра фун-

кції в лівих частинах ДР (7.37)–є шуканими доданками в ряді за малим параметром; 

функції в правих частинах не містять компонент зовнішнього навантаження у 1-му і 

наступних наближеннях (оскільки  в цих наближеннях вони рівні нулю); функції з 

індексом  нелінійно залежать від компонент НДС від 0-го до )1(l -го наближень 

включно. Праві частини в крайових умовах в МПН у всіх наближеннях одні і ті ж 

самі, а в методі збурень, починаючи з 1-го наближення, вони однорідні. Ураховую-
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чи степінь складності у знаходженні загальних розв’язків ДР і в задоволенні крайо-

вих умов, очевидно, що аналітична і чисельна реалізація МПН при розв’язуванні 

задач простіша, ніж методом малого параметра.  

В кожному наближенні СДР (7.37) може розв’язуватися методом тригономе-

тричних рядів. Для цього праві частини цих рівнянь потрібно апроксимувати відпо-

відними тригонометричними рядами. Показано, що структура рядів, які апрокси-

мують нелінійні доданки у правих частинах рівнянь аналогічна задачі для нелінійно 

пружних однорідних оболонок. 

7.1.6. Перетворення систем ДР. Із СДР (7.38) виділяється дві групи ДР, одна 

з яких описує ВКЕ , а інша – ПКЕ із ВНДС, якщо ввести наступні спрощення: 

1) вважати, що механічні сталі i однакові для всіх шарів оболонки. 

2) не ураховувати ik1  та ik2 , поклавши їх рівними нулю.  

В цьому випадку, урахувавши (Д.7), (7.31) і третю умову (7.9), отримаємо: 
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 (7.39) 

08,87,7 cc ; 012,611,5 cc ; 016,815,7 cc ; 08,47,3 cc ; 016,415,3 cc . 

 
3). Осереднити коефіцієнти третього – восьмого ДР системи (7.38) при похід-

них від складових компонент поперечних переміщень, а у дев’ятому – одинадцято-

му при похідних від складових компонент тангенціальних переміщень: 
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Перетворюючи ДР (7.38) аналогічно як і для однорідних оболонок і, урахо-

вуючи (7.39) та (7.40), отримується дві незалежні в кожному наближенні СДР. 

Неоднорідна СДР 6-го порядку ВНДС з ВКЕ: 
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Неоднорідна СДР 16-го порядку ВНДС з ПКЕ: 
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Із СДР (7.41) випливає, що ВКЕ кососиметричного і симетричного дефор-

мування (описуються однорідною СДР) взаємозалежні на відміну від  однорідної 

оболонки. Частинні розв’язки неоднорідної СДР (7.41) уточнюють ВНДС. Стру-

ктура 3-го–5-го ДР (7.42) також відрізняється від відповідних ДР для нелінійно 

лружної однорідної оболонки. СДР (7.41) операторними перетвореннями зво-

диться до зручної СДР з однаковими лівими частинами відносно нових шуканих 

функцій. Методика розв’язання таких СДР і знаходження їх загальних розв’язків 

через загальні розв’язки трьох неоднорідних ДР Гельмгольцв уже описана рані-

ше (розд. 2). Це спрощуватиме використання методу одинарних та подвійних три-

гонометричних рядів в кожному наближенні МПН. Із системи (7.42) не виділяються 

ДР, які описують тільки ПКЕ. 

Система (7.42) зводиться до СДР відносно функцій 32100 ,,,, wwwvu . Для цьо-

го із останніх трьох рівнянь (7.42) функції 321 ,,  виражаються через функції 
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3210 ,,, www  та праві частини цих рівнянь і підставляються в перші п’ять ДР. Наве-

демо в структурному вигляді цю СДР відносно функцій : 32100 ,,,, wwwvu : 

 

nnqnpnwnwnwonvonu РqРpРwРwРwРvРuР 33221100 , ( ),5...,,2,1n  (7.43) 

 

де nqnu PP ...,,0  – диференціальні оператори; nP  – функції, нелінійні від НДС.  

СДР (7.43) 16-го порядку. не розділяється на ДР  ВНДС і ПКЕ. Для СДР 

(7.43) операторним методом отримуються форми загальних розв’язків у кожному 

наближенні з наступним застосуванням методу тригонометричних рядів. Знай-

шовши функції 32100 ,,,, wwwvu , визначаються потенціальні функції 3210 ,,, . 

Одержавши з (7.41) вихрові функції 321 ,, , решта складових компонент перемі-

щень 332211 ,,,,, vuvuvu визначаються із 3-го – 8-го рівнянь системи (7.38). Компонен-

ти переміщень і напружень знаходяться за відповідними співвідношеннями п. 7.1.2. У 

вирази для всіх складових компонент переміщень і напружень входитимуть сталі інте-

грування, які визначатимуться із крайових умов (7.35). 

 

7.2. Фізично нелінійні багатошарові оболонки симетричної структури 

 

7.2.1.Основні співвідношення. Розглядається нетонка багатошарова поло-

га ФНО сталої товщини h  фізично і геометрично симетричної структури з тов-

щинами шарів ih  ( ji1 ; j  – кількість шарів – непарне число) і радіусами кри-

вини серединних поверхонь кожного шару ,1iR  iR2  в прямокутній системі коор-

динат Oxyz  (див. п. 7.1.1). Симетричність структури полягає в тому, що товщини 

і МХ шарів з номерами i  та )1(ij  є однаковими. 

Граничні умови на лицевих поверхнях задовольняють (7.1), а граничні на 

бічній поверхні можуть бути довільними. Виконуються залежності (7.2)–(7.4). 

Переміщення у i -му шарі зображуватимемо у вигляді (7.5), а функції 

)( iik z  в межах кожного шару у вигляді (7.6), але потребуємо, щоб ці функції ві-

дповідали кососиметричному деформуванню при непарному k  і симетричному – 
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при парному k . Наприклад, для тришарової оболонки симетричної структури 

матимемо для функцій ;3,2,1,0(kki i =1,2,3) такі вирази: 

 
)1(,)( 00000 ioiii aPaz ; ;)( 11110110111 PaPaz  ,)( 221212110210121 PaPaPaz  

,)( 3313231213110310131 PaPaPaPaz  ;/2 11 hzPP ii  

;)( 1121212 Paz  ,)( 22220220222 PaPaz  ,)( 33231321232 PaPaz  ;/2 22 hzPP ii  

11110110313 )( PaPaz , ,)( 221212110210323 PaPaPaz  

,)( 3313231213110310333 PaPaPaPaz  33 /2 hzPP ii . 

 
Для оболонки з j  шарами: 

 
)1(,)/2( 00000 ioiiii aPahz ; ;)/2( 1110011 PaPahz iiiii

 

;)/2( 2221120022 PaPaPahz iiiiii  ;)/2( 3332231130033 PaPaPaPahz iiiiiii  

;)/2( 1111 Pahz ssss ;)/2( 2220022 PaPahz sssss ;)/2( 3331133 PaPahz sssss (7.44) 

111001)1()1(1 )( PaPaz iiijij , ,)( 222112002)1()1(2 PaPaPaz iiiijij  

,)( 333223113003)1()1(3 PaPaPaPaz iiiiijij  )1()1( /2 ijijii hzPP , 

 
де s  – номер середнього шару )2/)1(( js ; шари з номерами i  та )1(ij  – 

симетрично розташовані шари. 

Отже, в залежностях (7.6) для оболонки симетричної структури між коефі-

цієнтами i -го та )1(ij -го шарів виконуються такі співвідношення: 

 

kimmijk aa )1(  (k  непарне, m  парне); kimmijk aa )1(  (k  непарне, m  непарне); 

(7.45) 

kimmijk aa )1(  (k  парне, m  парне); kimmijk aa )1(  (k  парне, m  непарне). 

 

Коефіцієнти mkia  у (7.6), (7.44) визначаються на основі (7.7) – (7.9). Всі за-

лежності і рівняння для пологої шаруватої ФНО симетричної структури отриму-

ються із відповідних залежностей і рівнянь пп. 7.1.2 – 7.1.4 для оболонки неси-

метричної структури з урахуванням (7.44) і (7.45). 
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7.2.2. Система диференціальних рівнянь. Метод розв’язання. Для 

розв’язання СДРР пологих ФНО симетричної структури також використовува-

тиметься МПН. Аналітично показано, що в кожному наближенні ДРР для нелі-

нійно пружних шаруватих оболонок симетричної структури на основі пп. 7.1.2, 

7.1.3, 7.2.1, (Д.7) та спрощень в п. 7.1.6, розділяються на дві СДР. 

Одна СДР, яка описує ВКЕ з уточненням ВНДС, має наступний вигляд: 
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2
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6,3 xy DDcccc  

;,6,5211,52
2

10,5 xy DDcc                               (7.46) 
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6,7 . 

 
Інша група ДР описує ВНДС з ПКЕ: 
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Із СДР (7.46) випливає, що ВКЕ симетричного і кососиметричного дефор-

мування (описуються однорідною СДР) незалежні. 1-е і 3-е ДР системи операто-

рним методом зводяться до 2-х неоднорідних ДР 4-го порядку відносно 2-х но-

вих функцій, ліві частини яких зображуються у вигляді добутку двох операторів 

Гельмгольца над деякою шуканою функцією. Надалі розв’язки цих ДР виража-

ються через розв’язки неоднорідних ДР Гельмгольца. 

Структура СДР (7.47) ВНДС із ПКЕ аналогічна структурі ДР (6.9) для  
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однорідної оболонки. Із неї також не виділяються окремі рівняння ВНДС і ПКЕ. 

У кожному наближенні вона зводиться до системи вигляду (7.43), яка 

розв’язується операторним методом з наступним використанням методу триго-

нометричних рядів. Алгоритм знаходження НДС аналогічний п. 7.1. 

 

7.3. Транстропні шаруваті оболонки 

 

7.3.1. Оболонки несиметричної структури. Якщо у всіх виразах, співвід-

ношеннях, рівняннях і крайових умовах п. 7.1 покласти доданки, що нелінійно 

залежать від компонент НДС, рівними нулю, то отримуються відповідні вирази, 

співвідношення, рівняння і крайові умови для шаруватих транстропних оболонок 

несиметричної структури. Розв’язком задачі для шаруватої транстропної оболон-

ки несиметричної структури буде розв’язок відповідної задачі для фізично нелі-

нійної шаруватої оболонки несиметричної структури в нульовому наближенні.  

СДР, яка описує ВНДС із ПКЕ – це система (7.42), в якій 

0... 1121 DDD . Із указаної СДР не виділяються рівняння ВНДС і ПКЕ. 

Всі висновки п. 7.1.6 відносно ВКЕ, ВНДС і ПКЕ, які стосуються 0-го наближення, 

залишаються справедливими і для транстропних оболонок несиметричної структури. СДР 

типу ВКЕ (7.41) буде однорідною, а отже, описуватиме тільки виключно взаємозалежні 

ВКЕ при кососиметричному і симетричному деформуванні. Метод розв’язування отрима-

них СДР для нетонких шаруватих транстропних  пологих оболонок аналогічний описано-

му в п. 7.1.6, урахувавши, що в правих частинах ДР доданки з індексом  рівні нулю. 

7.3.2. Оболонки симетричної структури. Якщо в п 7.2 покласти нелінійні 

доданки рівними нулю, то отримуються відповідні ДР і крайові умови для транст-

ропних оболонок симетричної структури. Розв’язок задачі для шаруватої транстро-

пної оболонки симетричної  структури – це розв’язок відповідної задачі для фізично 

нелінійної шаруватої оболонки симетричної структури в 0-му наближенні. 

СДР вихрового КЕ–це однорідна СДР (7.46) незалежних вихрових КЕ симет-

ричного і кососиметричного деформування, яка якісно співпадає з СДР для однорі-

дних транстропних оболонок і розв’язання такої СДР описано раніше. 
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СДР, яка описує ВНДС із ПКЕ – це взаємозв’язана система (7.47), в якій фун-

кції 0nD  )11...,,2,1(n . Вона також  якісно співпадає з СДР для однорідних 

транстропних оболонок, розв’язання граничних задач  для яких також уже описано. 

Із указаної системи не виділяються окремо рівняння ВНДС і ПКЕ. 

 
7.4. Фізично нелінійні шаруваті пластини несиметричної структури 

 
Розглядаються шаруваті нетонкі ФНП сталої товщини h  несиметричної 

структури з товщинами шарів ih  ( ji1 ; j  – кількість шарів) (рис. 7.2).. Нелі-

нійно пружні шари мають різні МХ. Вводиться прямокутна система координат 

iixyzO  в межах кожного шару. Осі xOi  та yOi  напрямлені вздовж сторін пласти-

ни a  і b . Початок осі iOz  належить серединній площині i -го шару пластини 

)2/2/( iii hzh . 

 
                                                        Рис. 7.2. 

 

Граничні умови на лицевих площинах задовольняють (7.1), а граничні 

умови на бічній поверхні можуть бути довільними.  

Основні співвідношення, ДР рівноваги та крайові умови отримуються на 

основі п. 7.1, якщо у всіх залежностях, формулах і рівняннях покласти 

 
02121 iiii kkkk .                                         (7.48) 

 
Система ДР рівноваги для ФНП має вигляд (7.37) з урахуванням (7.48). 

Вказана система ДР 22-го порядку неоднорідна із суттєво нелінійними правими 

частинами. Для розв’язання цієї системи може бути застосований МПН. 
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В кожному наближенні СДР розділяється на дві СДР. Одна СДР (6-го по-

рядку) типу (7.41) описує ВКЕ з уточненням ВНДС, приймаючи до уваги (7.48). 

Інша СДР– 16-го порядку типу (7.42) – описує ВНДС з ПКЕ. 

В кожному наближенні СДР типу (7.41) зводиться операторним методом 

до 3-х неоднорідних визначальних ДР 6-го порядку, кожне з яких зведене до 

розв’язування 3-х неоднорідних ДР Гельмгольца. Таким чином, згідно з розділом 

2 отримуються загальні розв’язки СДР типу (7.41).  

СДР ВНДС і ПКЕ типу (7.42) з урахуванням (7.48) зводиться для ФНП до 

СДР 16-го порядку відносно функцій 32100 ,,,, wwwvu  і має вигляд: 

 

iqipiwiwiwiovioui РqРpРwРwРwРvРuР 33221100 ,        (7.49) 

 

де qipiwiui PPPP ,,...,, 30 –диференціальні оператори і iP –функції ( ),5...,,2,1i  які 

суттєво нелінійно залежать від НДС (не наводяться із-за їх громіздкості). 

Наведемо розв’язання СДР (7.49). Зобразимо 32100 ,,,, wwwvu  таким чином: 
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де 0
ikP  ( )5,4,3k – ад’юнкти системи (7.49), а ),( yxDi  – нові шукані функції, які 

на основі (7.49) і (7.50) знаходяться з такої визначальної СДР: 

 

iqipii PqPpPyxDP ),(0   )5...,,2,1(n .                      (7.51) 

 

Тут 0P  – диференціальний визначник СДР (7.49) 16-го порядку, який з урахуван-

ням (Д.6), (Д.7) дод. Д має вигляд: 

 

)( 0
2

2
4

4
6

6
8

8
8

0 pppppP ,  ( np  – МГП),           (7.52) 

 

який суттєво відрізняється від диференціального визначника СДР для транстро-

пних пластин. 

Отримано загальні розв’язки СДР (7.51): 

 
),5...,,3,2(),,(),();,(),(),(),( 1111 iyxDyxDyxDyxDyxDyxD riirПВ  (7.53) 
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де ),(1 yxD В і ),(1 yxD П – загальні розв’язки однорідних ДР рівнянь: 

 

;0),(1
8 yxD В                                                (7.54) 

0)( 10
2

2
4

4
6

6
8

8 ПDppppp ;                        (7.55) 

 
),(...,,),( 51 yxDyxD rr – частинні розв’язки неоднорідних ДР 16-го порядку (7.51). За-

гальний розв’язок ДР (7.54) визначається аналогічно п. 2.2.3, а загальний розв’язок ДР 

(7.55) зображується як сума загальних розв’язків чотирьох ДР Гельмгольца. Ліві час-

тини неоднорідних ДР (7.51) з урахуванням (7.52) є добутком  чотирьох операторів 

Лапласа і чотирьох операторів Гельигольца над шуканими функціями ),( yxDi . Такі 

неоднорідні ДР також зводяться остаточно операторним методом  інтегрування (п. 

2.2.4.2) з урахуванням п. 2.2.3 до неоднорідних ДР 2-го порядку. Отже, загальні розв’язки 

ДР (7.51) виражаються через загальні розв’язки неоднорідних ДР 2-го порядку. 

Функції ),(1 yxD В  та частинні розв’язки ),(...,,),( 51 yxDyxD rr  ДР (7.51) 

для пластин описують її ВНДС. Оператор 8  в (7.54) і структура ДР (7.51) і (7.55) вка-

зують на взаємозалежність ВНДС симетричного і кососиметричного деформування. Із ДР 

типу (7.41) випливає, що ВКЕ для нетонких шаруватих ФНП несиметричної структури по-

єднує в собі взаємозалежні вихрові КЕ кососиметричного і симетричного деформування. 

НДС наближення l  МПН суттєво нелінійно залежить від НДС попереднього НДС. 

На основі (7.50) та (7.53) отримуються загальні розв’язки для складових переміщень:  
 

).5,4,3(,)(),(

;)(),(;)(),(

5

1

0
11

0
12

5

1

0
211

0
120

5

1

0
111

0
110

kDPDDPyxw

DPDDPyxvDPDDPyxu

i
rikiПВkk

i
riiПВ

i
riiПВ

   (7.56) 

 
Складові 332211 ,,,,, vuvuvu  визначаються із 3-го–8-го ДР (7.37), записаних для плас-

тини. Далі за відповідними залежностями знаходяться загальні розв’язки для компонент НДС. 

 

7.5. Фізично нелінійні шаруваті пластини симетричної структури 

 
Розглядається багатошарова нетонка фізично нелінійна пластина сталої то-

вщини h  симетричної  структури  з  товщинами  шарів ih  ( ji1 ; j  – кількість 

шарів – непарне число). Для кожного шару вводиться місцева система координат 
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аналогічна (п. 7.4). Граничні умови на лицевих площинах задовольняють (7.1). 

Основні співвідношення, ДР рівноваги та крайові умови отримуються на 

основі п. 7.2 з урахуванням (7.44), (7.45), якщо у всіх залежностях, формулах і 

рівняннях перейти від оболонки до пластини, приймаючи до уваги (7.48). 

СДРР для ФНП симетричної структури структурно аналогічні СДРР для од-

норідних ФНП. і мають вигляд (7.37) з урахуванням (7.44), (7.45) та (7.48). Вказана 

система ДР 22-го порядку розділена на дві СДР: одна описує НДС при кососимет-

ричному навантаженні, а інша – при симетричному. 

СДР (12-го порядку), що описує кососиметричне деформування: 

 

mmqmmmmmm DqDwDwDvDuDvDuD 311,19,38,37,14,13, ,      (7.57) 

 

де оператори )11,9,8,7,4,3;11,9,8,7,4,3(, nmD nm , qmD  та функції mD  дорів-

нюють відповідним операторам та функціям системи (7.37) для пластини при 

умовах (7.44), (7.45) та (7.48). 

СДР (7.57) в свою чергу розділена на дві окремі системи. 

Одна СДР (4-го порядку) описує ВКЕ з уточненням ВНДС: 
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                (7.58)  

 

Інша система (8-го порядку) визначає ВНДС з ПКЕ: 
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916,93
2

13,91
2

9,937,913,9 Dqcwcwccc ; 

1116,11314,11
2

13,111
2

9,1137,1113,11 )( Dqcwccwccc . 

 

У СДР (7.58), (7.59) коефіцієнти c  з індексами визначаються за формулами 

(Д.7) з урахуванням (7.44), (7.45) та (7.48) і співпадають з відповідними коефіці-

єнтами (з точністю до позначень) для транстропної однорідної пластини. 



 290 

СДР (7.59) зведена до неоднорідної СДР з частинними похідними 8-го по-

рядку відносно функцій ),(),,( 31 yxwyxw  (як і для однорідних пластин): 

 

)3,1(,3311 kПqПwПwП kkqkk ,                           (7.60) 

 

де kqkk ППП ,, 31  – диференціальні оператори, kП  – функції, які нелінійно зале-

жать від компонент НДС )1(l .-го наближення МПН. 

Загальні розв’язки системи (7.60): 

 
;)( 313111331 rrПВ ФПФФФПw  rrПВ ФПФФФПw 311111313 )( ,   (7.61) 

 

де ВФ1  і ПФ1  загальні розв’язки рівнянь: 

 

;01
4

ВФ  0)( 10
2

2
4

4 ПППП ФPPP ;                         (7.62) 

 

rФ1  і rФ3  – частинні розв’язки неоднорідних ДР 8-го порядку: 

 

kkqППП ППФPPP 10
2

2
4

4
4 )( , )3,1(k ;  ( ППП PPP 024 ,,  – МГП). (7.63) 

 
Функції ВФ1 , rФ1  і rФ3  визначають ВНДС, причому, rФ1  і rФ3  на кожному 

кроці МПН уточнюють ВНДС. Друге ДР (7.62) визначає ПКЕ. Інші складові 

компонент переміщень знаходяться із перших чотирьох рівнянь (7.57). Компоне-

нти НДС знаходяться за відповідними формулами.  

СДР, що описує симетричне деформування (10-го порядку): 
 

mmpmmmmm DpDwDvDuDvDuD 210,26,25,02,01, , )10,6,5,2,1(m .  (7.64) 

 

Тут оператори )10,6,5,2,1(, nD nm , pmD  і функції mD  рівні  відповідним опера-

торам і функціям системи (7.37), якщо в них перейти до шаруватих пластин. 

Із СДР (7.64) виділено рівняння ВКЕ з ВНДС та ВНДС з ПКЕ. 

ДР, що визначає ВКЕ (однорідне ДР) і уточнює ВНДС (частинні розв’язки 

неоднорідного ДР): 
 

xy DDcc ,6,5211,52
2

10,5 .                                (7.65) 
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Система, яка описує ВНДС і ПКЕ: 
 

11210,126,125,102,101,1 DpDwDvDuDvDuD p ; 

22210,226,225,202,201,2 DpDwDvDuDvDuD p ; 

(7.66) 
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Це СДР 8-го порядку, яка зводиться до СДР відносно 200 ,, wvu  
 

)3,2,1(,2321 nTpTwTvTuT nnpnonon ,                       (7.67) 

 
де npnnn TTTT ,,, 321  – диференціальні оператори, nT  – нелінійні функції від компо-

нент НДС )1(l -го наближення. 

Загальні розв’язки СДР (7.67) одержуються у вигляді: 
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де 0
ijT –ад’юнкти визначника СДР (7.67); ВF1  і ПF1  загальні розв’язки ДР: 

 

;01
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ВF  0)( 10
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4 ПППП FNNN , ( ППП NNN 024 ,,  – МГП);     (7.69) 

 

rrr FFF 321 ,, – частинні розв’язки неоднорідних ДР 8-го порядку: 
 

nnpnППП TpTFNNN )( 0
2

2
4

4
4 , )3,2,1(n .            (7.70) 

 

Функції ВF1 , rrr FFF 321 ,,  знаходяться згідно з п. 2.2 і визначають ВНДС при 

симетричному деформуванні ( riФ  на кожному кроці МПН уточнюють ВНДС); 

функція ПF1  визначає ПКЕ. Складові 22, vu  знаходяться із перших двох рівнянь 

(7.66). Компоненти НДС знаходяться за наведеною раніше методикою. 

На основі методу зведення неоднорідних ДР високого порядку до неодно-

рідних ДР 2-го порядку (п. 2.2) визначаються загальні розв’язки СДР (7.60), 

(7.67). Методика уже описана раніше для граничних задач пластин довільної то-

вщини. 
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7.6. Шаруваті транстропні пластини 

 

7.6.1. Пластини несиметричної структури. Покладаючи у всіх виразах, 

співвідношеннях, рівняннях і крайових умовах п. 7.4 нелінійні доданки рівними ну-

лю, дістанемо відповідні вирази, співвідношення, рівняння і крайові умови для ша-

руватих транстропних нетонких пластин несиметричної структури. 

Загальним розв’язком задачі для нетонкої шаруватої транстропної пласти-

ни несиметричної структури буде розв’язок відповідної задачі для фізично нелі-

нійної шаруватої пластини несиметричної структури в нульовому наближенні.  

СДР типу (7.41), записана для пластин, описує взаємозалежні КЕ симетри-

чного і кососиметричного деформування. СДР (7.49) описує ВНДС із ПКЕ, якщо 

в ній покласти 0nP . Всі висновки п. 7.4 (в 0-му наближенні МПН) відносно 

ВКЕ, ВНДС і ПКЕ залишаються справедливими для транстропних пластин неси-

метричної структури, тільки СДР ВКЕ типу (7.41) буде однорідною, а частинні 

розв’язки відповідних ДР (7.51) визначатимуться зовнішнім навантаженням. 

7.6.2. Пластини симетричної структури. Якщо в п. 7.5 покласти нелінійні 

доданки рівними нулю, то матимемо рівняння і загальні розв’язки для транстро-

пних пластин симетричної структури. Розв’язки задач для шаруватих транстроп-

них пластин симетричної структури – це розв’язки відповідних задач для фізично 

нелінійних шаруватих пластин симетричної структури в нульовому наближенні.  

СДР, яка описує НДС транстропної пластини симетричної структури, розділена 

на дві незалежні СДР, одна з яких описує НДС при кососиметричному, а інша при си-

метричному навантаженні. СДР, яка описує НДС при кососиметричному навантажен-

ні – це система (7.57), в якій потрібно у правих частинах покласти функції 0mD  

)11,9,8,7,4,3(m . Із указаної системи виділено окремо СДР, яка описує ВКЕ 

(система (7.58) при )08743 DDDD  та система ВНДС і ПКЕ (система 

(7.60) при 0kП ). причому, загальний розв’язок (7.61) СДР (7.60) зображуєть-

ся у вигляді суми розв’язків, кожен з яких окремо характеризує ВНДС та ПКЕ. 
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СДР, яка описує НДС при симетричному навантаженні – це система (7.64) 

при 0mD  )10,6,5,2,1(m . Із указаної системи виділено окремо ДР, яке описує 

ВКЕ (рівняння (7.65) при )065 DD , та система ВНДС і ПКЕ (система (7.67) 

при 0nT ), причому, як і при кососиметричному навантаженні, загальний 

розв’язок (7.68) системи (7.67) зображується у вигляді суми розв’язків, кожен з 

яких окремо характеризує ВНДС та ПКЕ згідно з рівняннями (7.69) та (7.70). 

 

7.7. Числові результати і їх аналіз 

 

На основі нового побудованого варіанта МТ шаруватих пластин та пологих 

оболонок довільної товщини для оцінки його точності проведено числові дослі-

дження ВНДС квадратних ( ba ) вільно обіпертих на краях тришарових та дво-

шарових транстропних  пластин довільної товщини для різних МГП при дії на 

лицевих площинах поперечного навантаження, в т. ч. і з урахуванням обтискан-

ня. Одержані результати порівнювались як і з деякими відомими в літературі, так 

і з точними, отриманими з позицій тривимірної ТП (див. дод. Д.2). 

Виконувались граничні умови (7.1). НДС визначався з урахуванням скла-

дових компонент переміщень 33322211100 ,,,,,,,,,, wvuwvuwvuvu  (НК0-3). 

Поперечне навантаження приймалось у вигляді: 

 

yxSSqyxq 1111),( , yxSSpyxp 1111),( , ( 1111, pq  – сталі).            (7.71) 

 

Коефіцієнти )3,2,1,0(),2,1,0( 32 mama mimi , які входили у функції 

)3,2,1(, 32 iii , визначались наступним чином.  

Для тришарової пластини несиметричної структури кількість невідомих 

коефіцієнтів ima2  дорівнює 9. Перші три умови (7.9) дають 5 рівнянь. Додаткові 

4-и рівняння отримуються із четвертої умови (7.9) для 4-х точок колокації: 

0,4/,4/,0 322221 zhzhzz . Кількість невідомих коефіцієнтів mia3  дорів-

нює 12. Перші три умови (7.9) дають 6 рівнянь. Додаткові 6 рівнянь отримуються 
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із четвертої умови (7.9) для 6-ти точок колокації: при 

4/,4/,4/ 332211 hzhzhz  . 

Для тришарової пластини симетричної структури кількість невідомих ima2  

дорівнює 5. Перші 3-и умови (7.9) дають 4 незалежних рівняння. Додаткове рів-

няння отримується з 4-ї умови (7.9) для точки колокації 02z .Невідомих коефі-

цієнтів mia3 –шість. Перші 3-и умови (7.9) дають 5 рівнянь. Додаткове рівняння 

отримується із 4-ї умови (7.9) для точки колокації 02z . 

Для двошарової пластини кількість невідомих коефіцієнтів ima2  дорівнює 

6. Перші три умови (7.9) дають 4 рівняння. Ще два рівняння отримуються із 4-ї 

умови (7.9) для 2-х точок колокації: 0,0 21 zz . Кількість невідомих коефіціє-

нтів mia3  дорівнює 8. Перші три умови (7.9) дають 5 рівнянь. Ще 3-и рівняння 

отримуються із 4-ї умови (7.9) для 3-х точок колокації: 0,4/ 211 zhz  . 

Нумерація шарів відповідає рис. 7.3 а, б. 

 

 

Рис. 7.3. Нумерація шарів і точок, в яких визначались компоненти НДС. 
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Складові компонент переміщень відшукувались у вигляді: 

 

).3,2,1(,),(

);3,2,1,0(,),(;),(

11

1111

kSSCyxw

kCSByxvSCAyxu

yxkk

yxkkyxkk
                 (7.72) 

При цьому на бічній поверхні  виконувалися крайові умови Нав’є. Сталі 

kkk CBA ,,  визначались із системи 11-ти ЛАР, яка отримувалась на основі (7.37) 

(7.71) і (7.72). Компоненти переміщень і напружень знаходилися із залежностей 

п. 7.1, приймаючи до уваги МГП для транстропної пластини.  

В табл. Д.1–Д.13 наведені значення компонент НДС для тришарових, дво-

шарових та одношарових пластин у точках по висоті, які відповідають рис. 7.3 а, 

б. Безрозмірні компоненти Wzx

~
,~,~  не залежать від тангенціальних координат; 

компоненти Uxyzx

~
,~,~  для квадратних пластин обчислені при 4/,4/ ayax , 

а компоненти Uzx

~
,~  для циліндричного згину – при 4/ax .  

Для перевірки точності і достовірності розробленого варіанта МТ проведені числові 

розрахунки, що характеризують граничні переходи до одношарових пластин. Результати, 

наведені в табл. Д.3, вказують на достовірність граничного переходу до квадратної одноша-

рової ізотропної пластини, вільно обіпертої на краях (табл. А.1), а результати, представлені в 

табл. Д.4, Д.5, підтверджують справедливість граничного переходу до однорідної ізотропної 

пластини при циліндричному згині. В табл. Д.6, Д.7 подані числові значення компонент x
~  

(в центрі на верхній лицевій площині) і W
~

(в центрі серединної площини) які на-

ведені у [283] для квадратних тришарових пластин з ізотропними шарами, що 

знаходяться під дією поперечного синусоїдального навантаження, прикладеного 

до верхньої лицевої площини. Там же в нижніх рядках наведені результати, які 

отримані за побудованим варіантом МТ. Як випливає з наведених даних і додат-

кових досліджень НК0-3 розробленого варіанта МТ практично точно описує 

НДС тришарових тонких пластин і пластин середньої товщини ( 2,0/ ah ) для  

3
23,1 10/GG . Причому, точність збільшується при зменшенні відношень ah / ,  

23,1 /GG , що також характерно для інших наближених теорій, зокрема для [324]. 
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В табл. Д.8, Д.9 наведені результати для товстих тришарових пластин з ізо-

тропними шарами для значень МГП пластин, при яких відомі наближені теорії (в 

т. ч. і теорії [283, 324]) дають результати з певною похибкою. Так, згідно теорії 

[324] отримуються задовільні результати тільки для 800/1 23,1 GG , 2,0/ ah  

(розходження з точними результатами для квадратної тришарової пластини з ізо-

тропними шарами ( 4,0/ 23,1 hh ) не перевищує 8% для поперечних переміщень в 

центрі і 6% для найбільших тангенціальних нормальних напружень). 

В табл. Д.8, Д.9  (у %)–розходження між наближеними теоріями і точним 

розв’язком на основі тривимірної ТП. Подані чисельні значення компонент НДС 

вказують на високу точність розробленого варіанта МТ. 

Різниця з точним розв’язком для найбільших компонент НДС при розгля-

нутих МГП (табл. Д1, Д2, Д.10–Д.13) не перевищує 3,89 % (табл. Д.9) для x
~ . 

В табл. Д.14 – Д.16 подані результати точного розв’язку, які з наведеними 

результатами дають можливість сформулювати висновки впливу МГП на НДС. 

 

7.8. Висновки по розділу 

 

1. Уперше за розробленою методологією (розділ 2) побудовані нові варіанти 

МТ нетонких шаруватих фізично лінійних (транстропних) і нелінійних за Каудере-

ром пластин та пологих оболонок з позицій тривимірної ТП. Тривимірні задачі не-

лінійної ТП зведені до двовимірних. Ліві частини СДР лінійно залежать від складо-

вих компонент переміщень, а праві – від зовнішнього навантаження і суттєво нелі-

нійно від компонент НДС. При граничному переході до однорідних оболонок (пла-

стин) отримуються побудовані варіанти МТ однорідних фізично нелінійних оболо-

нок (пластин). Виконуються точно граничні умови на лицевих поверхнях і умови 

жорсткого спряження на границях шарів для переміщень і поперечних напружень. 

2. Уперше в МТ на основі НК0-3, для вказаних елементів отримані в явно-

му вигляді СДРР, розв’язувальні та визначальні ДР і розроблені методи їх 

розв’язання. Розвинуто МПН для граничних задач побудованих варіантів МТ. 

3. Уперше в МТ (на основі розробленого варіанта), вважаючи рівність кое-

фіцієнтів Пуассона в площинах ізотропії для кожного шару та, нехтуючи криви-
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нами у деформаціях поперечного зсуву, СДРР для ФНО несиметричної структу-

ри після математичних перетворень розділена на дві окремі системи: одна описує 

ВКЕ з уточненням ВНДС, а інша – взаємозалежні між собою ВНДС і ПКЕ.  

4. Уперше в МТ одержана нова СДР 22-го порядку для нетонких пологих шарува-

тих ФНО симетричної структури, яка розділена на систему ВКЕ (6-го порядку) з уточ-

ненням ВНДС і систему ВНДС з ПКЕ (16-го порядку). Причому, із системи ВКЕ з ВНДС 

виділена СДР вихрового КЕ від кососиметричного деформування (4-го порядку) і ДР 2-го 

порядку від симетричного. Розв’язки для ВНДС і ПКЕ взаємозалежні і не розділяються. 

5. Отримана в МТ нова СДРР для шаруватих ФНП несиметричної структури 

(22-го порядку), яка розділена на дві окремі системи: СДР ВКЕ з уточненняи ВНДС 

6-го порядку (однорідна СДР 6-го порядку описує взаємозалежні ВКЕ при кососи-

метричному і симетричному навантаженнях, неоднорідна уточнює ВНДС) та СДР 

ВНДС із ПКЕ (16-го порядку). СДР 6-го порядку зведена до визначальної СДР 

трьох неоднорідні ДР, ліві частини яких однакові. Кожне рівняння розщеплене на 

три неоднорідні ДР Гельмгольца. ВНДС визначається загальними розв’язками од-

норідного ДР 8-го порядку (з оператором 8 ) і частинними розв’язками п’яти неод-

норідних визначальних ДР 16-го порядку, які також зводяться до неоднорідних ДР 2-

го порядку. ПКЕ визначається однорідним ДР 8-го порядку з операторами Гельмголь-

ца. При цьому частинні розв’язки всіх вищеназваних ДР суттєво нелінійно залежать 

від компонент НДС. Описано метод отримання загальних розв’язків. 

6. Одержана в МТ нова СДРР для шаруватих ФНП симетричної структури, 

ліві частини яких по структурі аналогічні СДРР для однорідних ФНП, а праві ча-

стини ДР в кожному наближенні МПН залежать лінійно від поперечного наван-

таження і суттєво нелінійно від компонент НДС попереднього наближення. 

7. Отримані нові СДР для транстропних шаруватих пластин і пологих обо-

лонок несиметричної та симетричної структур довільної сталої товщини (як час-

тинні випадки ФНП). 

8. Знайдено точний аналітичний розв’язок тривимірних ДР просторової ТП ша-

руватих транстропних пластин несиметричної та симетричної структур з довільною кі-

лькістю шарів при їх поперечному навантаженні та крайових умовах Нав’є, розроблена 
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математична програма знаходження компонент НДС двошарових і тришарових транст-

ропних пластин, і отримані числові результати для НДС. 

9. Розвинуто операторний метод розв’язання одержаних нових СДР і на 

його основі описано побудову загальних розв’язків. Викладено підхід і алгоритм 

розв’язання отриманих СДР, які основані на використанні МПН і зведенні СДР 

високого порядку до ДР 2-го порядку для шаруватих ФНП. 

10. На основі порівняння з іншими теоріями і точним розв’язком розроблені 

варіанти МТ з високою точністю описують ВНДС при плавних поперечних наванта-

женнях двошарових та тришарових транстропних пластин в широких межах зміню-

вання МГХ шарів, що на основі математичної і фізичної обґрунтованості отримання 

СДР, які описують ВНДС і крайові ефекти, дає впевненість у достовірному визна-

ченні НДС і для інших елементів.  

11. Отримані числові результати в загальних рисах характеризуються наступним. 

Компоненти НДС по товщині транстропних пластин змінюються нелінійно, степінь нелі-

нійності залежить від МГХ і зростає при збільшенні товщини. При кососиметричному на-

вантаженні тришарових пластин: із збільшенням податливості на поперечний зсув серед-

нього шару найбільші напруження x  у крайніх шарах зростають; напруження і перемі-

щення змінюються більш інтенсивно при змінюванні товщини, ніж при змінюванні подат-

ливості; переміщення W  змінюються в порівнянні з напруженням x  більш інтенсив-

но при змінюванні товщини; екстремальних поперечних переміщень зазнають точки в 

центрі серединних площин крайніх шарів. Найменше впливає на НДС ' . Згинально-

обтискуюче деформування призводить до певного перерозподілу компонент НДС по тов-

щині: із збільшенням товщини і податливості на поперечний зсув вплив поперечного обти-

скання збільшується; найбільші напруження x  виникають у центрі верхньої лицевої 

площини. Розходження між найбільшими значеннями компонент НДС, отрима-

ними в рамках нового побудованого варіанта МТ для широких меж змінювання 

МГХ ( 1/10/1;10/;11/10/;2/1/ 4
23,13,2,1 GGGGhhah ), відрізняються 

від точних менше ніж на 4 %, що на основі порівняння з іншими теоріями вказує 

на високу точність розробленого варіанта МТ. 

Наукові результати, наведені в сьомому розділі, опубліковано в працях ав-

тора [130–132, 134–136, 138, 139, 172–175, 177–179, 181, 449]. 
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РО З ДІ Л  8  

СП РО ЩУ Ю ЧІ  МЕ Т О ДИ  РО З В’ ЯЗ АН Н Я  

ГРАН И Ч Н И Х ЗАДАЧ  В АРІ АН Т А МАТ Е МАТ И Ч Н ОЇ  Т Е О РІЇ  

Н Е Т О Н КИ Х ПЛ АСТ И Н  І  П ОЛ О ГИ Х О БО Л О Н О К  

 

Розділ присвячено розробці нових спрощуючих методів розв’язання грани-

чних задач для нетонких транстропних пластин і пологих оболонок на основі но-

вого побудованого варіанта МТ; розв’язанню граничних задач для товстих кру-

гових пластин при різних навантаженнях і граничних умовах; побудові нового 

методу інтегрування СДР високих порядків для нетонких пластин при перерив-

частих і зосереджених навантаженнях; побудові фундаментальних розв’язків. 

 

8.1. Наближений метод розв’язання СДР для пластин 

 

8.1.1. Наближення К13. Розглянемо наближений метод розв’язування СДР 

(3.109) 8-го порядку при кососиметричному деформуванні для НК13. Дослі-

дження СДР (3.109) показали, що основним доданком у першому рівнянні цієї 

системи є доданок, що містить функцію ),(1 yxw . Це відповідає суті ЕАМ [288, 

306], згідно з яким 1-е наближення описується 1-м ДР (3.109) при 0),(3 yxw , а 

2-ге наближення – ДР вигляду 2-го ДР (3.109) відносно ),(3 yxw , у якому ),(1 yxw  

вважається відомою функцією з 1-го наближення. 

Розроблений наближений метод розв’язання СДР (3.109) полягатиме в на-

ступному. Покладаючи в 1-у ДР 03w , визначається функція ),(1 yxw  із цього 

рівняння. Далі розв’язується 2-е ДР системи відносно ),(3 yxw  при уже відомій 

функції ),(1 yxw , але з урахуванням точного 1-го ДР системи (3.109), а не набли-

женого рівняння qПwП q1111 , як це мало місце в ЕАМ. Зауважимо, що 

коефіцієнти в операторах 3311,...,ПП  залежать від кількості доданків у розкла-

даннях НДС пластини в ряди. Тобто, із збільшенням номера наближення коефі-

цієнти в операторах уточнюються. В ЕАМ в 1-му наближенні (при врахуванні 
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тільки 1u , 1v  і 1w ) рівняння структурно співпадає з 1-м ДР (3.109) при 03w , але 

в 2-му наближенні ЕАМ рівняння для знаходження 3w  структурно відрізняється 

від 2-го ДР системи (3.109). Це пояснюється тим, що при застосуванні ЕАМ ДР 

2-го наближення (для знаходження 3w ) одержується в припущенні незмінності 

НДС попереднього (1-го) наближення. Очевидно, що взаємозв’язані рівняння 

(3.109) є більш точними, ніж відповідні рівняння ЕАМ. У зв’язку з цим розроб-

лений метод розв’язання СДР (3.109) даватиме більш точний розв’язок, ніж 

ЕАМ, що підтверджують також чисельні дослідження.  

Функція ),(1 yxw  визначається із наближеного 1-го рівняння (3.109) 

 
qПwП q1111 .                                                    (8.1) 

 

Для знаходження ),(3 yxw  виразимо 1
4w  із точного 1-го ДР (3.109) через 

інші функції, ураховуючи (3.110), і підставимо в 2-е ДР (3.109). Отримаємо: 

 

,2
213303

2
323

4
341

2
12 qcqcwcwcwcwc qq                    (8.2) 

де 
 

;31212c  ;3343431434 dc  ;3323231432 dc ;33030c );( 3013141 qq dc  

qq dc 2314322 ; ;
114

134
34d  ;

114

132
32d  ;

114

10
1qd  .

114

12
2qd  

 

Виконаємо заміну у (8.2), для чого введемо нову функцію ),(3 yxw : 

 

1101
2

1233 wawaww ,                                       (8.3) 

 

де сталі 12a  і 10a  визначимо далі із певних умов. Підставимо (8.3) у (8.2). Одержимо: 

 

.

)()(

2
213303

2
323

4
3411030

1
2

12301032121
4

123210341
6

1234

qcqcwcwcwcwac

wacaccwacacwac

qq

        (8.4) 

 
Ураховуючи рівняння (8.1) і, підставляючи у (8.4), отримаємо: 

 

qswnwnwcwcwc q1101
2

123303
2

323
4

34 ,                    (8.5) 
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де ;123210301212 ccacan  ;301010 can    

)( 1232103411 acacdcs qqq ( 4
23412

2
112341232103422 ))( qqqq dcadacacacdc . 

Покладемо в (8.5) множники при 1
2w  і 1w  рівними нулю та визначимо 

сталі 12a  та 10a . Одержимо ;010a  301212 / cca . 

Тоді для знаходження функції ),(3 yxw  маємо наступне рівняння: 

 

,3303
2

323
4

34 qswcwcwc q                                    (8.6) 

 

в якому оператор qs  відомий, оскільки коефіцієнти 12a  та 10a  уже визначені. 

Таким чином, наближене розв’язування СДР (3.109) з частинними похід-

ними 8-го порядку відносно двох взаємозв’язаних функцій ),(1 yxw  і ),(3 yxw  

звелось до розв’язування двох незалежних ДР з частинними похідними 4-го по-

рядку відносно функції ),(1 yxw  (ДР (8.1)) і нової функції ),(3 yxw  (ДР (8.6)). Піс-

ля знаходження ),(1 yxw  із (8.1) та ),(3 yxw  із (8.6),  ),(3 yxw  визначиться із (8.3). 

8.1.2. Наближення К135. Розглянемо наближений метод розв’язування 

СДР з частинними похідними 12-го порядку (3.149) при кососиметричному де-

формуванні в НК135. Це система відносно трьох функцій ),( yxwi  ( i 1, 3, 5). 

Функція ),(1 yxw  визначається із наближеного 1-го ДР (3.149): 

 

qПwП q1111 .                                                (8.7) 

 

Функція ),(3 yxw  знайдеться із перших двох наближених рівнянь (3.149): 

 

.

;

3333131

1313111

qПwПwП

qПwПwП

q

q
                                        (8.8) 

 

Метод наближеного визначення ),(3 yxw  із системи (8.8) описаний у п. 8.1.1. 

Функція ),(5 yxw  знаходиться наступним чином. Із точних перших двох рі-

внянь (3.149) виразимо 1
4w  та 3

4w  через інші функції. Одержимо: 
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,

;
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qdwewewewewewew

qdwdwdwdwdwdwdw

q

q
    (8.9) 

 
де qq ed 31 ,  – оператори; jiji ed ,  – сталі, які виражаються через nmkji , . 

 Підставляючи (8.9) у третє рівняння (3.149), отримаємо: 

 

,55505
2

525
4

543303
2

321
2

12 qlwlwlwlwlwlwl q              (8.10) 

 
де jil  – відомі сталі; ql5  – відомий оператор, що залежить від jijinmkij ed ,,, . 

Виконаємо заміну. Для цього введемо нову функцію ),(5 yxw  таким чином: 

 

35303
2

53215101
2

51255 ),(),( wawawawayxwyxw ,          (8.11) 

 
де 530532510512 ,,, aaaa  – коефіцієнти, які визначаться далі із деяких певних умов. 

Підставляючи (8.11) у (8.10), одержимо 

 

1

6

2,0
1 wp n

n
n + *

5

4

2,0
53

6

2,0
3 wlwp n

n
n

n

n
n = ql q5 ,                    (8.12) 

 

де сталі коефіцієнти jip  лінійно залежать від 530532510512 ,,, aaaa . 

Урахуємо ДР (8.8) і виразимо з них 1
4w  і 3

4w  через інші функції: 
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Звідси 

,

;
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6
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2
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6

qrwrwrwrw

qkwkwkwkw

q

q
                        (8.14) 

 

де ijij rk ,  – відомі сталі; qq rk 31 ,  відомі оператори. 

Підставляючи (8.13) і (8.14) у (8.12), одержимо: 
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54 qpwgwgwgwgwlwlwl q        (8.15) 
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де jig  – сталі, що лінійно залежать від ;,,, 530532510512 aaaa qp  – відомий оператор.  

Прирівнюючи у (8.15) множники при 1
2w , 1w , 3

2w , 3w  до нуля, визна-

чаються коефіцієнти 530532510512 ,,, aaaa  із системи ЛАР. 

Отже, для знаходження функції ),(5 yxw  маємо таке ДР: 

 

qpwрwрwр q5505
2

525
4

54 .                            (8.16) 

 

Знайшовши ),(5 yxw  із (8.16), функція ),(5 yxw  визначається з урахуванням 

(8.11) і знайдених коефіцієнтів 530532510512 ,,, aaaa . 

Таким чином, наближене розв’язування СДР 12-го порядку (3.149) з час-

тинними похідними зводиться до розв’язування трьох незалежних ДР 4-го по-

рядку: рівняння (8.7) відносно функції ),(1 yxw , рівняння типу (8.6) відносно фу-

нкції ),(3 yxw  та рівняння (8.16) відносно функції ),(5 yxw .  

Як показують чисельні розрахунки конкретних транстропних нетонких пластин 

[154], розроблений метод варіанта МТ дає високоточні результати для НДС указаних 

елементів в широких межах змінювання МГП та поперечних навантажень (повільноз-

мінювані, швидкозмінювані, квазілокальні). Метод узагальнений для наближеного 

розв’язування СДР високих порядків. При кососиметричному деформуванні СДР по-

рядку N4  зводяться до послідовного розв’язування N  ДР 4-го порядку. 

Аналогічно запропонований наближений метод може бути використано 

для розв’язання відповідних СДР при симетричному деформуванні. 

8.1.3. Вісесиметричний згин круглої транстропної пластини 

при кососиметричному навантаженні.  

8.1.3.1. Основні рівняння. Розглядається в НК13 кругла транстропна плас-

тина радіуса a  і товщини h . Граничні умови на лицевих площинах: 

 

;2/)()2/( rqhzz   0)2/( hzzr ; 0)2/( hzz ,          (8.17) 

 

де 2/)(rq – поперечне осесиметричне навантаження. 
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Cпіввідношення в полярній системі координат (дод. Г.2): 

 

,//)( EvEv zrr  ( ,r ); ;/))(( Ev rzz  ;/Grzrz  

;/ rUr  ;/ rU  ;/ zWz  ,// zUrWrz  ,0zr  

 

де ,, WU  rzzr ,,, , rzzr ,,,  – функції від r , z . 

Компоненти НДС зображуються у вигляді рядів: 

 

,...3,1

);()/2(),(
k

kk ruhzPzrU  ;0V
,...3,1

1 );()/2(),(
k

kk rwhzPzrW  

3,1

);()/2(),(
k

rkkr rshzPzr  ),(r ; 
,...3,1

);()/2(),(
k

zkkz rshzPzr      (8.18) 

,...2,0

,)()/2(),(
k

krkzr rthzPzr  ,0zr  

 
де з урахуванням складових 3131 ,,, wwuu  ( 3;1k ) маємо: 

 

;70/35/3 31 qsz  ;15/10/ 33 qsz  ;42/35zs  

;/)( 11010101 zr sdruvdudrs  ;/)( 31030303 zr sdruvdudrs  ;)( 5105 zr sdrs   

;/)( 11010101 zsdruduvdrs  ;/)( 31030303 zsdruduvdrs  ;)( 5105 zsdrs  

;/10 hQt rr  );7/(3/ 312 hQhQt rrr  );7/(3 34 hQt rr             (8.19) 

33113311)( ululwhwhrQ kkkkkr , )3,1(k ; 

qeeewqr q33331313333 )( ; ruur kkk /)( . 

 
Тут 5/84;5/14;5/6;15/28 33311111 GlGlGlGl , а qkk eqhh 33331 ...,,,,  ви-

значаються за формулами (3.25), (3.28). 

Перетворена СДР рівноваги має вигляд: 

 
;361151331111333131 qwwuu ukkkkkkk  ( 3,1k ); 

;13
2

5611
2

55133511151 qww w                       (8.20) 

,)( 33662
2

6611
2

56133611161 qww w  ( rdrdrdd /// 222 ), 

 

де  з індексами –МГП, визначаються згідно з (А.1) дод. А. 

Функції )(rj  та )(ru j  знаходяться із системи (8.20): 
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),3,1(,)(

;)(

33113311

43
2

3321
2

1

jqwwru

qwwwr

jqjwjwjjj

jjjjj
             (8.21) 

 
де сталі  з нижніми індексами визначаються згідно з (А.2). 

СДР (8.20) зводиться до системи двох ДР (3.109) відносно )(1 rw  та )(3 rw . 

Для розв’язання системи (3.109) використаємо наближений метод. 

8.1.3.2. Кругла пластина при рівномірно розподіленому навантаженні. 

Виконуються граничні умови (8.17), 0)( qrq . 

Перше наближення. Для визначення )(1 rw  маємо 1-е ДР (3.109) при 03w , 

тобто, рівняння (8.1). Його загальний розв’язок згідно з [351] має вигляд: 

 

rwrrCrCrCCrw 1
2

43
2

211 lnln)( ,                           (8.22) 
 

де 41,...,CC  – сталі інтегрування; rw1  – частинний розв’язок (8.1). 

Функція )(1 r  в 1-му наближенні визначається з 3-го ДР (8.20), покладаю-

чи в ньому 03 , 03w , а функція )(1 ru  з урахуванням )(1 r  знаходиться з 1-

го ДР (8.20) при 03u , 03 , 03w : 

 

;)( 141
2

111 qwr  qwru qw 11111111 )( ,                 (8.23) 

де 

;
151

551
11 ;

151

1
14

w  ;
113

111
11  ;

113

151
11w  

113

1
1

u
q . 

 

Переміщення і напруження визначаються згідно з (8.18), (8.19) при 1k . 

Друге наближення. Функцію )(3 rw  зобразимо у вигляді: 

 

1
2

10
*
33 waww , ( )/ 33031210a ,                           (8.24) 

 

де функція )(*
3 rw  визначається із ДР:  

 

rqwbwbw 2
*
320

*
3

2
10

*
3

4 ,                                (8.25) 

в якому 

;0
2

2
4

42 qq  ;
04

02
10

c

c
b  ;

04

00
20

c

c
b  ;

114

12
104 a  
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;
04

2

04

02
1210

114

10
2

c

c

c

ca q  
114

10
02100

04
0

1
cac

c
; ;

114

134314
33404c  

;
114

132314
33202c ;33000c ;

114

12314
322qc  30

114

10314
0c . 

 

Сталі nmkij ,  визначаються згідно з (А.3). 

Загальний розв’язок ДР (8.25) зобразиться таким чином: 

 

,*
3

*
32

*
31

*
3 rwwww                                             (8.26) 

 

де *
3rw  – частинний розв’язок ДР (8.25), *

31w  і *
32w –загальні розв’язки ДР: 

 

;0*
31

2 wk  0*
32

2 wk , ( ;2/)( 102,1 Dbk  04 20
2
10 bbD ).  (8.27) 

 

Загальні розв’язки ДР (8.27) залежать від знака коренів 1k  і 2k . Чисельні дос-

лідження показують, що при ,EE  vv , GG / 0,4643 обидва корені 1k  і 2k  

додатні, а при ,EE  vv , GG /   0,4643 1k  і 2k  комплексно спряжені.  

Розглянемо випадок податливого на поперечний зсув матеріалу 

( 0;0 21 kk ). З урахуванням (8.24)–(8.26) маємо загальний розв’язок для )(3 rw : 

 
*
31

2
102082071061053 )()()()( rwwarKCrICrKCrICw ,     (8.28) 

 

де ;2;1; ikii 85,...,CC  – сталі інтегрування; )(),( 2010 rIrI  – модифіковані 

функції Бесселя 0-го порядку аргументів r1  та r2 ; )( 10 rK , )( 20 rK  – функції 

Макдональда 0-го порядку тих же аргументів [2, 220, 226, 353]. 

Функції )(3 r  та )(3 ru  знаходяться на основі (8.21), (8.28), (А.2). 

Із обмеженості при 0r  ),( zrU , ),( zrW  та функцій (8.18), дістанемо, що 

)(1 ru , )(3 ru , )(1 rw  і )(3 rw  при 0r  повинні бути також обмеженими. Звідси 

08643 CCCC  і, ураховуючи (8.22) та (8.28), отримаємо: 

 
*
31

2
1020710521031

2
211 )()(4)(;)( rrr wwarICrICCarwwrCCrw ,(8.29) 
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де сталі 7521 ,,, CCCC  знаходяться із граничних умов для пластини при ar . Ін-

ші компоненти НДС визначаються на основі (8.18), (8.19), (8.21). 

Функції )(3 ru  та )(3 r  знаходяться на основі (8.21), (8.29), у яких сталі  з 

індексами визначаються в НК13 із залежностей (А.2) дод. А. 

8.1.3.3. Кругла пластина при дії зосереджених сил. Зосереджені сили 

2/F , прикладені в центрах верхньої і нижньої лицевих площин ( 0q ), 

 

2/)2/;0( FhzrZ ; ;0)2/;0( hzrZ  0)2/;)(,( hzrR , 

 

де ZR ,,  – складові інтенсивності зовнішніх сил в проекціях на осі. 

Перше наближення. Загальний розв’язок однорідного ДР (8.1): 

 

rrCrCrCCrw lnln)( 2
43

2
211 .                             (8.30) 

 

На основі (8.23), та (8.30) дістанемо: 

 

),ln24(2)(

);ln1(44)(

11
1

1111114
1

1131121

1141121

rrrrCrCrCru

rCCr

wwww

        (8.31) 

 

де сталі 3C  і 4C  знаходяться аналогічно класичній теорії пластин [351]. 

З урахуванням обмеженості )(1 rw  при 0r  отримаємо 03C  і тоді: 

 

),ln24(2)(

;ln)(

11
1

11111141121

2
4

2
211

rrrrCrCru

rrCrCCrw

www

                      (8.32) 

 
Сталу 4C  визначимо із умови рівноваги елемента в центрі пластини: 

 

Fdzzr
h

h

zr

2/

2/0

),(2lim ,                                   (8.33) 

 

де ),( zrzr  в 1-му наближенні визначається згідно з (8.18), (8.19): 

 

;/)()(),( 120 hrQPPzr rrz  1111111 )( ulwhrQ r .                   (8.34) 

 

Ураховуючи (8.31) – (8.34) та властивості поліномів Лежандра, одержимо: 



 308 

;44 FMC  )8/(1 1111114 lM . 

 
Сталі інтегрування 1C  і 2C  знаходяться із крайових умов при ar . 

Друге наближення. Загальний розв’язок для )(3 rw  на основі (8.28), (8.25) 

(при 0q ) і (8.32) набуває вигляду: 

 

)).ln1((4)()()()()( 42102082071061053 rCCarKCrICrKCrICrw  (8.35) 

 

Функції )(3 r  та )(3 ru  визначаються згідно з (8.21) при 0q . 

Далі користуватимемося рекурентними залежностями [220, 226, 392] для мо-

дифікованих функцій Бесселя )(zIm  і Макдональда )(zKm  та їх похідних. Модифі-

ковані функції )(),( 10 rKrK  для зручності зобразимо у вигляді: 

 

);()()( 000 rKrKrK sr  )()()()( 121111 rKrKrKrK srr ,      (8.36) 

 

У (8.36) і надалі функції з індексом r  унизу прямують до нуля, якщо 0r , а 

функції з індексом s  прямують до нескінченності при 0r . 

Тоді, ураховуючи (8.21), (8.35) і (8.36), дістанемо: 

 
;)( 333 sr wwrw  ;)( 333 srr  ;)( 333 sr uuru  )(3)(33 )( sr uuru ; 

)()()()(44)( 2082071061054102103 rKCrICrKCrICCaCarw rrr ; 

);()(ln4)( 2081064103 rKCrKCrCarw sss  

);()()()(44)( 207820771056105514123 rKeCrIeCrKeCrIeCeCeCr rrr  

);()(ln4)( 20781056143 rKeCrKeCreCr sss  

)()ln21()( 1155134223 rITCrrCrTCru wr  

);()()( 217821771156 rKTCrITCrKTC rr                         (8.37) 

);()()( 21781156
1

443 rKTCrKTCrTCru sss  

))()(())()((3)( 111
1

1015611
1

1015513422)(3 rKrrKTCrIrrITCCTCru rrwr

));()(())()(( 211
1

2027821
1

20277 rKrrKTCrIrrITC rr                   
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)))()(()(()ln2()( 11121
1

10156
2

4134)(3 rKrKrrKTCrTrCru srsws  

)));()(()(( 21221
1

20278 rKrKrrKTC srs  

;3210311 ae  ;2
133325e  ;2

233327e  ;2 132 wT   

);( 103313311134 aeT w  );( 3353315 weT  ).( 3373327 weT  

 
Функція )(3 r  шукається з (8.19) (при 0q ) на основі (8.31), (8.35), (8.37). 

Використовуючи обмеженість функцій )(3 rw  та )(3 ru  при 0r  і, ураховуючи 

(8.36), (8.37), дістанемо систему ЛАР відносно 6C  і 8C , з якої отримаємо: 

 

;66 FMC  FMC 88 ,  ( ;
4

1
27

1
15

1
27104

46
TT

TaT
MM  64108 4 MMaM ). 

 
Сталі 5C  і 7C  знаходяться із крайових умов для пластини при ar . 

Розглянемо два випадки закріплення краю пластини при дії на неї зосере-

джених сил 2/F , прикладених в центрі на лицевих площинах. 

Жорстке защемлення краю:  ;0);( zarW  .0);( zarU   

Звідси з урахуванням (8.18) одержується  система ЛАР відносно 1C , 2C , 5C , 7C : 

 
;0)(1 arw  ;0)(1 aru  ;0)(3 aw  0)(3 au ,                  (8.38) 

 

з якої  ;7,5,2,1(iFMC ii  iM  – МГП пластини). 

 

Отже, всі сталі інтегрування 821 ,...,, CCC  визначені і компоненти НДС зна-

ходяться на основі залежностей (8.18), (8.19). Показана неможливість граничного 

переходу для цих крайових умов до задачі для тонкої пластини при жорсткому 

защемленні краю, що співпадає з висновками [92]. 

Вільне обпирання краю. Граничні умови згідно з ВПР будуть такими: 

 
;0)(1 arw  0)/)()(()( 1101 aauaudarsr ; 

(8.39) 
;0)(3 arw  015/)()/)()(()( 3101303 adaavuaudarsr . 

 

Сталі 21,CC  знаходяться із перших двох умов (8.39), а 75,CC  – із останніх.  
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8.1.3.4. Числові результати і їх аналіз. Проведено числові розрахунки при 

вільному обпиранні та жорсткому защемленні краю круглих пластин при рівномір-

ному та зосередженому навантаженнях на лицевих площинах для різних МГП. 

В табл. Е.1–Е.3 наведені числові результати для безрозмірних прогинів 

)/(),();(
~

qhEzrWzrW  і напружень qzrzr rr /),();(~  (табл. Е.1, кососиметри-

чне стале навантаження) і для )/(),();(
~ 2 FhEazrWzrW  і  Fazrzr rr /),();(~ 2  

(табл. Е.2, Е.3, кососиметричне зосереджене навантаження). 

Аналізуючи наведені результати і результати додаткових досліджень при вільному 

і жорсткому закріпленні країв пластини для інших МГП пластин, отримано, що перемі-

щення і напруження суттєво залежать від GG /  і ha / . При рівномірному 

навантаженні, як при шарнірному так і при жорсткому закріпленні краю, найбільший 

прогин для пластин із указаними параметрами і при 5,2/ ha  задовільно визначається 

уже 1-м наближенням, в той же час НС потребує уточнення в більш високих наближеннях 

для нетонких пластин та пластин з великою податливістю матеріала на поперечний зсув.  

При зосередженному навантаженні НДС необхідно визначати у високих на-

ближеннях навіть для порівняно тонких пластин (при ;4,0/GG  10/ ha ; роз-

ходження між 1-м та 2-м наближеннями для )2/;0( hzrW  при ШЗ досягає 10,7%, 

а при ЖЗ – 22,9%). Зона впливу локальності навантаження (табл. Е.3) на прогини 

для трастропної пластини (при 4,01,0/GG ) близько h)8,07,0( . 

В наближенні К13 із збільшенням зсувної податливості збільшується як W
~

 

так і r
~  (табл. Е.1). Розходження між результатами за НК1 і НК13 для 

фіксованого значення GG /  зменшуються при збільшенні відношення ha / . 

 

8.2. Наближений метод розв’язання СДР для пологих оболонок 

 

Побудуємо наближений метод розв’язання СДР 12-го порядку (5.42) ВНДС 

і ПКЕ у наближенні К013 згідно п. 2.3. 



 311 

8.2.1. Суть методу. Розв’язання СДР (5.42) виконаємо у два етапи. 

Перший етап. Розв’язується СДР, яка відповідає урахуванню у рядах для 

),,(),,,( zyxVzyxU  двох членів (НК01). Це СДР, утворена із системи (5.41) рів-

няннями 1-м–4-м та 7-м (називатимемо її СДР (5.41а)) або ж СДР, утворена із си-

стеми (5.42) рівняннями 1-м–3-м та 5-м (називатимемо її СДР (5.42а)). В цих 

утворених системах потрібно покласти 03  та 03w , а МГП в них–це параме-

три (5.11) і (5.13) в НК01. Виражаючи із 4-го ДР системи (5.42а) ),(1 yx  через 

xu ,0 , yv ,0 , 1w  і, підставляючи її у 3-е ДР, дістанемо систему 3-х ДР (8-го порядку) 

відносно ),(0 yxu , ),(0 yxv , ),(1 yxw . Розв’язання цієї СДР не має особливих тру-

днощів. Функції ),(1 yxu , ),(1 yxv  визначаються із системи (5.41а). 

Другий етап методу. Цей етап полягає у розв’язанні СДР (5.42), знаючи 

розв’язок ),(0 yxu , ),(0 yxv , ),(1 yxu , ),(1 yxv , ),(1 yxw  із 1-го етапу. Зведемо 

розв’язування системи (5.42) з урахуванням сказаного, до розв’язання одного ДР 

по визначенню функції ),(3 yxw . Для цього виконаємо деякі спрощення. Осеред-

нимо коефіцієнти 11wk  і 12wk , замінивши їх на середньоарифметичні значення 

2/)( 121111211 wwwww kkkkk , що відповідає квазірівнокривинній оболонці. У 

цьому випадку СДР (5.42) набуде  вигляду: 

 

;0,331,11,0121,0112,0111 xwxwxyyyxx wkwkvuu  

;0,331,11,0111,0112,0121 ywywyyxxxy wkwkvvu  

;2
13

2
1611

2
1513

2
13131331

2
1111113 qww u   (8.40) 

;2
33

2
3611

2
3513

2
33133331

2
1311133 qww u  

;)()( 1331
2

561111
2

5513351115101 qwrwrk wwww  

qwrwrk wwww 3333663
2

661131
2

56133611161031 )()( . 

 

Виразимо із останніх двох ДР ),(3 yx  через інші функції. Одержимо: 
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qwwyx qii
i

ii 303

3

3,1

2
230033 )(),(   )3,1(k ,              (8.41) 

де сталі q3,...,03  –МГП у НК013. 

Диференціюючи 1-е ДР системи (8.40) по x , а друге – по y  і, складаючи 

отримані рівняння з урахуванням (3.32), дістанемо: 

03
2

301
2

100
2

111 wkwk ww .                             (8.42) 

 

Підставляючи 1  із 4-го рівняння системи (5.42а) ( 1  із 1-го етапу) і 3  із 

(8.41) у третє та четверте рівняння (8.40), отримаємо: 

 

;)(

)()()(

210
2

29

328
2

27
4

26125
2

24
4

230
2

2221

qAA

wAAAwAAAAA
    (8.43) 

).,...,(,)(

)()()(

31021310
2

39

338
2

37
4

36135
2

34
4

330
2

3231

МГПAAqAA

wAAAwAAAAA
   (8.44) 

 

У цій СДР ),(1 yxw  та ),(0 yx  – розв’язки на 1-му етапі. ДР (8.44) є основ-

ним для визначення функції ),(3 yxw . Для знаходження ),(3 yxw  із ДР (8.44) пе-

ретворимо систему (8.42) – (8.44). Із (8.42) маємо: 3
2

31
2

10
2 wBwB , де 

111101 /wkB ,. 111303 /wkB . Тоді рівняння (8.43) і (8.44) приймуть вигляд: 

 

;)(

)()(

210
2

29

328
2

212
4

26125
2

211
4

23021

qAA

wAAAwAAAA
          (8.45) 

,)(

)()(

310
2

39

338
2

312
4

36135
2

311
4

33031

qAA

wAAAwAAAA
           (8.46) 

 

де 41211 kkk ABAA , 73212 kkk ABAA , )3,2(k .  

Виразимо 1
4w  із (8.45) і підставимо в (8.46). Одержимо: 

 

qccwcccwccc )()()( 8
2

736
2

5
4

413
2

201 , ( 81,...,cc  – МГП).  (8.47) 
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У рівнянні (8.47) для визначення ),(3 yxw  виконаємо заміну: 

0001101
2

1233 awawaww ,                                 (8.48) 

де невідомі 12a , 10a , 00a  надалі визначатимуться з певних умов. Одержимо: 

 

,0
2

20000
2

020
4

04

1101
2

121
4

141
6

163303
2

323
4

34

qpqpsss

wswswswswpwpwp

qq

      (8.49) 

 

де сталі s  із індексами лінійно залежать від невідомих коефіцієнтів 12a , 10a , 00a . 

Виразимо 0
2  та 1

4w  через інші функції із наближених рівнянь 1-го 

етапу (рівнянь (5.42а) при осередненні коефіцієнтів 1211 , ww kk . Одержимо: 

1
2

10
2 wB ; qeqeweweew qq 0

2
21101

2
120001

4 ,        (8.50) 

де – 1B , 000 ...,, qee  – МГП. 

Із останніх залежностей отримаємо: 

 

).,...,(,

;

0000
2

2
4

41101
2

120001
6

0
2

21011
2

020000
4

МГПrkqrqrqrwrwrrw

qkqkwkwkk

qqqq

qq
  (8.51) 

 
Тоді рівняння (8.49), ураховуючи (8.50) і (8.51), зобразиться у вигляді: 

 

qtttwpppwtwtt qqq )()( 0
2

2
4

4330
2

32
4

341101
2

12000 ,   (8.52) 

 

де ,00t …, 0qt – МГП оболонки, лінійно залежать від невідомих 12a , 10a , 00a .  

У ДР (8.52)) покладемо множники 00t , 12t , 10t  рівними нулю. Одержимо си-

стему 3-х ЛАР для знаходження коефіцієнтів 12a , 10a , 00a . Визначивши їх, діста-

немо ДР 4-го порядку відносно ),(3 yxw : 

 

qtttwppp qqq )()( 0
2

2
4

4330
2

32
4

34 ,                    (8.53) 

 

у якому сталі 024 ,, qqq ttt  відомі, оскільки коефіцієнти 12a , 10a , 00a  уже знайдені. 
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Знайшовши розв’язок ),(3 yxw  ДР (8.53) і, ураховуючи визначені на 1-му 

етапі функції ),(),,(),,( 100 yxwyxvyxu , одержимо на основі (8.48) шукану 

функцію ),(3 yxw . Надалі із (8.41) визначається функція ),(3 yx , а із рівнянь 

(5.41) – функції ),(3 yxu  і ),(3 yxv . Вихрові функції ),( yxk  знаходяться із СДР 

вихрового КЕ. Компоненти НДС визначаються через складові компонент 

переміщень. Сталі інтегрування, які з’являються при розв’язанні СДР вихрового 

КЕ та внутрішнього НДС із потенціальним КЕ, знаходяться із крайових умов . 

8.2.2. Числові результати. Для перевірки ефективності наближеного ме-

тоду проведено розрахунки транстропних оболонок, які зазнають дії кососимет-

ричного поперечного синусоїдального навантаження ( ),(5,0 yxq ), прикладеного 

до лицевих поверхонь ( byaxqyxq /sin/sin),( 11 ) при граничних умовах 

Нав’є для різних МГП у широких межах їх змінювання згідно НК013 за точними 

рівняннями (5.42), за наближеним методом для НК013 і за НК01. У [157] наведе-

ні деякі з результатів для x
~  і W

~
 для нижньої лицевої поверхні.  

Результати показують, що компоненти НДС, які отримані на основі точних 

рівнянь (5.42) в НК013 і згідно запропонованого наближеного методу відрізняються не 

більше 5 % для достатньо широких меж змінювання МГП. НК01, як це випливає із 

розрахунків, може давати суттєві похибки. Дослідження ефективності наближеного ме-

тоду для інших граничних умов і інших навантажень, очевидно, потребує додаткових 

досліджень. У той же час, у будь-якому випадку, метод суттєво уточнює розв’язок гра-

ничних задач, отриманих за теорією типу Тимошенка-Рейснера. Наближений метод дає 

можливість звести розв’язування взаємозв’язаної СДР із частинними похідними 12-го 

порядку варіанта МТ оболонок у НК013, яка описує внутрішній НДС із потенціальним 

КЕ, до розв’язування окремої СДР 8-го порядку в НК01 і окремого ДР 4-го порядку 

(8.53) відносно деякої нової функції поперечного переміщення 3w , причому, останнє 

ДР не залежить від розв’язку СДР 8-го порядку. Це є суттєвим спрощенням при 

розв’язанні граничних задач, що дає перспективу застосування даного методу для 

широкого класу задач механіки нетонких пологих транстропних і ізотропних оболо-
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нок при довільних навантаженнях. Методика отримання рівнянь показує, що при ко-

сосиметричному деформуванні СДР порядку N4  для пологих оболонок зводиться 

до послідовного розв’язання ДР 8-го порядку і )2(N  ДР 4-го порядку. 

 

8.3. Аналітичний розв’язок деяких граничних задач 

для півнескінченних пластин 

 

Використаємо результати п. 2.2 для розв’язування граничної задачі про пі-

внескінченну транстропну пластину довільної сталої товщини h ; 

2/;2/),,(),,0 hhzyx , на яку діє поперечне навантаження ),( yxq , 

яке зникає при x : 

 
yxqyxq cos)exp(),( 0 , );0;0( , 0(q –const).            (8.54) 

 
Задача розв’язується аналітично в НК13 і зводиться до відшукування загальних розв’язків 

СДР (3.112) (або ж (2.23)) і (3.103) з урахуванням (3.113)–(3.115), (2.24)–(2.26) і (3.105)–(3.107). 

НДС цієї задачі складатиметься із суми ВНДС та вихрового і потенціального крайових ефектів. 

Розв’язок ДР ВФ1
4 =0 шукаємо у формі: yxyxФ ВВ cos)(),( 11 . Отри-

маємо yxxCCxxCCyxФ В cos))(exp)()(exp)((),( 43211  ( iC –сталі ін-

тегрування). Тут і далі сталі позначатимемо буквами C  з індексами. Також вра-

ховуватимемо прямування до нуля на нескінченності всіх функцій. Тоді: 

 
yxxCCyxФ В cos)(exp)(),( 211 .                             (8.55) 

 
Не зупиняючись на проміжних викладках при отриманні розв’язків відпо-

відних ДР, наведемо вирази для цих розв’язків і необхідних функцій. 

Розв’язки рівнянь Гельмгольца 0),()( 1
2 yxФs jПj : 

 

).1/1(,cos)(exp),(

);1/1(,cos)(exp),(

2
222721

2
111511

syxCyxФ

syxCyxФ

П

П
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Розв’язок ДР (3.115), яке описує потенціальний КЕ: 

 

.cos))(exp)(exp(),( 27151 yxCxCyxФ П             (8.56) 

 
Загальні розв’язки однорідних ДР (3.112): 

 

,cos))(exp)(exp)(exp)((

),(

271521

01

yxCxCxxCC

yxФ
     (8.57) 

 
а 0),(30 yxФ , як уже вказувалось у (3.114). 

Частинні розв’язки неоднорідних ДР (2.24)–(2.26): 

 

)/(;cos)(exp),( 22
0000 qAyxAyxf r ; 

);/(;cos)(exp),(

);/(;cos)(exp),(

2
22

0222

1
22

0111

sqAyxAyxf

sqAyxAyxf

r

r
 

222
03300 )/(;cos)(exp),( qAyxAyxf r . 

 
Частинні розв’язки неоднорідних ДР (2.23): 

 
)3,1(,cos)exp(),( kyxAyxФ rkrk ;                       (8.58) 

)())(
)(

)(
)(

( 0
22

302

122

1
01

211

2

21

0

k

k

rk sAAA
sss

s
AA

sss

s

ss

a
A . 

 

Загальні розв’язки неоднорідних ДР (2.23): 

 

.cos)(exp),(),(

;cos))(exp)(exp

)(exp)(exp)((),(

333

2715

1211

yxAyxФyxФ

yxCxC

xAxxCCyxФ

rr

r

                 (8.59) 

 

Таким чином, як це випливає з (8.55)–(8.59), доданки, які не містять сталих 

інтегрування, разом з доданками, які містять сталі 1C  і 2C , описують внутрішній  

НДС; доданки зі сталими 5C  і 7C  характеризують потенціальний КЕ. 

Загальні розв’язки СДР (3.109): 
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;cos))(exp)(exp(

cos))(exp)(exp))(((),(

277155

122111

yxbCxbC

yxcxxbCbCyxw r
      (8.60) 

,cos))(exp)(exp(

cos))(exp)(exp(),(

277155

3223

yxdCxdC

yxcxdCyxw r
 

де 

;;;)( 3305332
2
533453311133023322;3301 aabbAbAcxaxbb rrrrr  

);(;; 5312
2
53145231223307332

2
73347 aadadaab rrrrr dAdAc 33113

;);();( 2
111431312

2
131417312

2
73147 rrrrr adaadaad  

);1(;2);(; 2
1

2
521132

2
113433301332

2
13341 aaaabaab rrrrrr  

.);1( 22
1

2
2

2
7 raa  

 
Із (8.60) випливає, що поперечні переміщення визначаються ВНДС і ПКЕ і 

не залежать від ВКЕ. 

Загальні розв’язки СДР (3.103), яка описує ВКЕ: 

 

,sin))(exp)(exp(),(

;sin))(exp)(exp(),(

43113393

42113191

yxkCxkCyx

yxkCxkCyx

rr

rr
          (8.61) 

 
де 13333332332233313321 ;; rrr krkrk . 

Із (8.61) слідує, що далі  доданки із 9C  і 11C  описують ВКЕ. 

Тангенціальні переміщення: 

 

.sin))(exp)(exp(

sin))(exp)()(exp)((

sin))(exp)(exp)((),(

;cos))(exp)(exp(

cos))(exp)()(exp)((

cos))(exp)(exp)((),(

4411113399

277155

2211

41111399

22771155

2211

yxaCxaC

yxaCxaC

yxbxbCaCyxv

yxaCxaC

yxaCxaC

yxaxaCaCyxu

kk

kk

kkkk

kk

kk

kkkk

    (8.62) 

У формулах (8.62): 

 
;)())((; 32323121233012111 wkkkwkkwkk dttxbaba  

;)()()( 03311034303014101 qccqtqta xqkrwkrwkkkk  
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;53513531515 dbtta wkwkkkk

;73713731717 dbtta wkwkkkk  

;;; 33012233211133119 wkkkrkrkkrkrkk abkkakka  

;)()()( 03311034303014101 qccqtqtb yqkrwkrwkkkk  

;2);( 3301222
22

33321110 kkkrkrkrrkk dtcccat  

.; 773727717553525515 dadbatdadbat kkkkkkkk  

 

Напруженя визначаються за формулами (3.100), у яких: 

 

),5,3,1(,cos))exp()exp(

)exp()exp(

)exp()exp()((),(

41111399

277155

221

3

3,1
1

nyxcCxcC

xcCxcC

xcxcCcCyxss

nxknkx

nkxnkx

nkxxknnkx
k

nxnx

  (8.63) 

де 

 

;)();( 232330122
2

11 daaaaacaaac wnkuknwkkvknnxkkunvknknxk  

;033
22 qacabaaac qnrwnkkvnkkunxkn  

(8.64) 

;)(;)( 73
2
2

2
7753

2
1

2
55 daaaacdaaaac wnkvnuknknxkwnkvnuknkxkn  

)();( 4
2

11113
2

99 kunvknknxkkunvknknxk aaacaaac , kvnkun aa , –МГП. 

 

Щоб отримати ),( yxs ny  потрібно у (8.63) замінити ),( yxs nx  на ),( yxs ny  

( nynx ss ), а у (8.64) індекс x  замінити на індекс y , kunkvnkvnkun aaaa , . 

Складові в інших компонентах напружень: 

 

);3,1(,sin))exp()exp(

)exp()exp(

)exp()exp()((),(

41111399

277155

2211

nyxcCxcC

xcCxcC

xcxcCcCyxtt

ntnt

ntnt

ntntntnxynxy

  

);sincos,,,(

),4,2,0(,cos))exp()exp(

)exp()exp(

)exp()exp()((),(

41111399

277155

2211

yyddddtt

nyxdCxdC

xdCxdC

xdxdCdCyxtt

nynxnyinxinynx

nxnx

nxnx

nxnxnxnxnx

      (8.65) 
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),5,3,1(,cos))exp()exp(

)exp()exp(

)exp()exp()((),(

41111399

277155

2211

nyxdCxdC

xdCxdC

xdxdCdCyxss

nznz

nznz

nznznznznz

 

 
де c  і d  з індексами залежать від n,,  і параметрів пластини. 

Таким чином, на основі (8.60), (8.62), (8.63), (8.65) складові у компонентах 

НДС мають такий вигляд: 

 
;cos),,,,(),(;cos),,,,,(),( 3752331752111 ycCCCxfyxwycCCCCxfyxw rwrw  

;cos),,,,,,,(),( 1197521 yaCCCCCCxfyxu nnun  

);3,1(;sin),,,,,,,(),( 1197521 nybCCCCCCxfyxv nnvn  

;cos),,,,,,,(),( 1197521 ycCCCCCCxfyxs nkxnxnx  

);5,3,1(,cos),,,,,,,(),( 1197521 nycCCCCCCxfyxs nkynyny    (8.66) 

);3,1(,sin),,,,,,,(),( 1197521 nycCCCCCCxfyxt ntnxynxy  

;cos),,,,,,,(),( 1197521 ydCCCCCCxfyxt nxnxnx  

);4,2,0(,sin),,,,,,,(),( 1197521 nydCCCCCCxfyxt nynyny  

)5,3,1(,cos),,,,,,,(),( 1197521 nydCCCCCCxfyxs nznznz , 

 
де коефіцієнти dbc ,,,  з індексами залежать від від n,,  і МГП пластини. 

Розглянемо деякі граничні задачі для півнескінченної пластини при дії на 

неї поперечного навантаження (8.54). У всіх нижченаведених граничних задачах 

граничні умови записуються на основі (3.35). 

Гранична задача 1. Граничні умови при 0x  (жорстке защемлення): 

 
0),,0(,0),,0(,0),,0( zyxWzyxVzyxU ,               (8.67) 

 
або, ураховуючи (3.99), в складових компонент переміщень: 

 
)3,1(,0),0(),0(),0( nyxwyxvyxu nnn .             (8.68) 

\ 
На основі (8.66) і (8.68) матимемо шість ЛАР відносно сталих: 

 
;0),,,,,,,0(),0( 1197521 nnun aCCCCCCxfyxu  

,0),,,,,,,0(),0( 1197521 nnvn bCCCCCCxfyxv                (8.69) 

)3,1(,0),,,,,0(),0( 7521 ncCCCCxfyxw rnnwn . 
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У (8.69) після перетворень праві частини залежать від nnrn bac ,, . 

Гранична задача 2. 
 

;cos))/2()/2((),,0( 3
0
31

0
1 yhzPAhzPAzyxU  

;sin))/2()/2((),,0( 3
0
31

0
1 yhzPBhzPBzyxV                    (8.70) 

).,...,(,cos))/2()/2((),,0( 0
3

0
12

0
30

0
1 constCAyhzPChzPCzyxW  

 

Отримаємо також систему шести ЛАР відносно 1197521 ,,,,, CCCCCC : 

 

,),,,,,,,0(),0( 0
1197521 nnnun AaCCCCCCxfyxu  

,),,,,,,,0(),0( 0
1197521 nnnvn BbCCCCCCxfyxv               (8.71) 

).3,1(,),,,,,0(),0( 0
7521 nCcCCCCxfyxw nrnnwn  

 
Гранична задача 3. 

 

.0),,0(;0),,0(

;,,cos))/2()/2((),,0( 313311

zyxWzyxV

constAAyhzPAhzPAzyxX xxxx
   (8.72) 

 
Сталі 1197521 ,,,,, CCCCCC  визначатимуться з таких ЛАР: 

 
,),,,,,,,0(),0( 1197521 xnnsnnxnx AxaCCCCCCxfyxs  

,0),,,,,,,0(),0( 1197521 nnvn bCCCCCCxfyxv                 (8.73) 

).3,1(,0),,,,,0(),0( 7521 ncCCCCxfyxw rnnwn  

 
Гранична задача 4. 

 

.,...,;sin))/2()/2((),,0(

;cos))/2()/2((),,0(;0),,0(

313311

3311

constAAyhzPAhzPAzyxY

yhzPAhzPAzyxXzyxW

yxyy

xx
    (8.74) 

 
Сталі визначатимуться з таких алгебраїчних рівнянь: 

 
,),,,,,,,0(),0( 1197521 xnnsnnxnx AxaCCCCCCxfyxs  

,),,,,,,,0(),0( 1197521 ynnsntnxynxy AycCCCCCCxfyxt        (8.75) 

).3,1(,0),,,,,0(),0( 7521 ncCCCCxfyxw rnnwn  

 
Після визначення сталих інтегрування знаходяться компоненти НДС за ві-

дповідними наведеними раніше формулами. 
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Отже, у розглянутих вище граничних задачах для півнескінченної пласти-

ни, на яку діє навантаження (8.54), з граничними умовами (8.67), (8.70), (8.72), 

(8.74), які зводяться до крайових умов (8.69), (8.71), (8.73), (8.75) відповідно, для 

визначення 12-и сталих інтегрування систем ДР (3.103) і (3.112) маємо 12 умов: 

1) 6 умов затухання функцій при x  (визначаються ,0iC  12,10,8,6,4,3i ); 

2) 6 крайових умов, які зводяться до 6-и ЛАР відносно )11,9,7,5,2,1(iCi . 

Внутрішній НДС описується членами, які не містять сталих інтегрування, 

разом із доданками, які містять 21,CC . Доданки зі сталими 75 ,CC  визначають по-

тенціальний КЕ, а доданки із сталими 119,CC – вихровий КЕ.  

Не виникає принципових труднощів розв’язку граничних задач для 

півнескінченної пластини, якщо поверхня пластини вільна від поперечних наван-

тажень, а на краю 2/;2/),,(),,0 hhzyx  задаються компоненти 

переміщень або компоненти напружень при умові рівноваги пластини. 

 

8.4. Інтегрування СДР рівноваги пластин довільної товщини  

при дії вісесиметричних переривчастих поперечних навантажень 

 
Для демонстрації ефективності методу зведення неоднорідних ДР високих 

порядків до неоднорідних ДР низьких порядків розглянемо інтегрування СДР рі-

вноваги пластин довільної сталої товщини при дії на них вісесиметричних пере-

ривчастих (розривних) навантажень. Використаємо цей метод згідно з п. 2.2. 

В цьому випадку вихровий КЕ буде відсутній і розв’язання СДР рівноваги 

зведеться до розв’язувальної неоднорідної СДР (3.109) 8-го порядку, яка в свою 

чергу зводиться до визначальної СДР (2.23) відносно функцій )(),( 31 rФrФ . 

8.4.1. Частинні розв’язки. Розглянемо різні переривчасті навантаження. 

8.4.1.1. Рівномірне навантаження 0q  по колу радіуса 0r . Має вигляд: 

 
)()( 00 rrqrq ,                                            (8.76) 

 

де )( 0rr  – дельта–функція: 
).(,

);(,0
)( 0

o

o

rr

rr
rr  
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Тоді ДР (2.23)–(2.26) у полярній системі координат приймуть вигляд: 

 
)3,1(),()( 002100 krqDarФDDDD kkk ;                      (8.77) 

)()()( 0
2

00 rqrfrfD ; drdrrdd /)/1(/ 222 ;               (8.78) 

)()()( 00
4

0000 rqrfrfDD ;                                  (8.79) 

)2,1(),()()()( 2 irqrfsrfD iiii .                         (8.80) 

 

Надалі використаємо метод інтегрального перетворення Ганкеля [354]. 

Наведемо основні залежності: 

Зображення )( pF  функції )(rf  і оригінал )(rf  через зображення )( pF : 

 

drrfprJrpF )()()( 0

0

, dppFrpJprf )()()( 0

0

,                (8.81) 

 
де )(0 prJ - функція Бесселя першого роду нульового порядку [220]. 

Інші формули [269]: 

NmpFpdrrfprJr mmm ),()1()()( 22
0

0

; )()()( 00000

0

prJrdrrrprJr .  (8.82) 

 

Вважається, що функції в обох частинах ДР (8.78)–(8.80) задовольняють 

умовам інтегрального перетворення Ганкеля, а саме: 0)(,0)( rFrrFr , …., 

якщо rr ,0 , де )(rF –будь-яка функція лівої і правої частин цих рівнянь. 

Не зупиняючись на розв’язанні ДР (8.78) і (8.79), наведемо їх частинні розв’язки. 

Частинні розв’язки ДР (8.78): 

 

)(,ln)( 00000 rrrrqrf r ; ).(,ln)( 0000 rrrrqrf r                (8.83) 

 
Частинні розв’язки ДР (8.79): 

 

)(,4/)ln)(()( 0
2

0
2

0
2

0000 rrrrrrrqrf r ;                     (8.84) 

)(,4/)ln)(()( 0
2

0
2

0
2

0000 rrrrrrrqrf r .                     (8.85) 
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Перевіркою можна впевнитись, що (8.83)–(8.85) є частинними розв’язками 

ДР (8.78) і (8.79). Тут розмірні величини r  і 0r  потрібно розуміти безрозмірни-

ми, які чисельно дорівнюють їх розмірним значенням. З урахуванням граничних 

умов розв’язки включатимуть уже відношення розмірних величин. 

ДР (8.80) в просторі зображень Ганкеля: 

 

)2,1(,)()()())((
0

000

0

2
0 idrrrqprrJdrrfsprrJ ii . 

 

Ураховуючи (8.81), (8.82), знаходиться )/()()( 2
0000 ii sprpJrqpF . 

Повертаючись до )(rf ri згідно з (8.81), дістанемо: 

 

dpspprJprJprqdppFprpJrf iiri

0

2
00000

0

0 )/()()()()()( .      (8.86) 

 
Для податливих на поперечний зсув транстропних пластин ( 0is ), урахо-

вуючи формули для останнього інтеграла [75], отримаємо: 

)(),()()/()()( 0000

0

2
000 rrsrKsrIdpspprJprJp iii ; 

)(),()()/()()( 0000

0

2
000 rrsrKsrIdpspprJprJp iii , 

 
де 0I  і 0K –модифікована функція Бесселя і функція Макдональда 0-го порядку. 

Тоді маємо частинні розв’язки )(rf ri  ДР (8.80) з урахуванням  (8.86): 

 
);(),()()( 000000 rrsrKsrIrqrf iiri                         (8.87) 

).(),()()( 000000 rrsrKsrIrqrf iiri                         (8.88) 

 

Частинні розв’язки ДР (8.77) з урахуванням (8.83)–(8.85), (8.87), (8.88) ви-

значаються формулами (2.28): 

 

)()(()( 10010

211

2

21

0000 srKsrI
ss

s

ss

Drqa
rФ kk

rk
 

))ln)((
4

1
ln)()( 2

0
2

0
2

0
0
1220020

122

1 rrrrrssrKsrI
ss

s
 ;         (8.89) 
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);3,1,();/()/( 021211212
0
12 krrsssssss

  

)()(()( 10100

211

2

21

0000 srKsrI
ss

s

ss

Drqa
rФ kk

rk

                (8.90) 

).3,1,()),ln)((
4

1
ln)()( 0

2
0

2
0

20
1220200

122

1 krrrrrrrssrKsrI
ss

s

 
 

Приймемо до уваги [220] залежності: 

 

)()(),()( 0
2

0
4

00
2 rsKsrsKrsKsrsK iiiiii , 

)2,1(),()(),()( 0
2

0
4

00
2 irsIsrsIrsIsrsI iiiiii . 

 
Тоді частинні розв’язки(8.89), (8.90) ДР (8.77) набувають такого вигляду: 

 

)()()(()( 1001001

211

2

21

000 srKsrIss
ss

s

ss

rqa
rФ k

k
rk

 

                 )()()( 2002002

122

1 srKsrIss
ss

s
k

                            (8.91) 

),()),4/4/ln)(ln(1ln 0
2

0
2

0
2

0
0
1200 rrrrrrrssr k ; 

)()()(()( 1010001

211

2

21

000 srKsrIss
ss

s

ss

rqa
rФ k

k
rk

 

)()()( 2020002

122

1 srKsrIss
ss

s
k

                          (8.92) 

),()),4/4/ln)(ln(1ln 0
2

0
2

0
20

120 rrrrrrrssr k . 

 

Умови спряження для )(rФ rk  при 0rr  виконуються. 

8.4.1.2. Рівномірне навантаження 0q  по кільцю з радіусами 1r  і 2r . 

 

).(,0

);(,

);(,0

)(

2

210

1

rr

rrrq

rr

rq                                          (8.93) 

 
Частинні розв’язки ДР (8.77) в цьому випадку отримаємо, якщо у (8.91) і 

(8.92) 0q  замінимо на 00 drq  і проінтегруємо їх в межах від 1r до 2r . Дістанемо: 
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))()()(()(()( 121211111001

1211

2

21

00 srKrsrKrsrIss
sss

s

ss
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rФ k

k
rk  

)(
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))()()(()( 2
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2221221112002
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k  (8.94) 
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 ))()()(()( 211122122002
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1 srIrsrIrsrKss
sss

s
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 ))),ln1)((ln)(2(
16

))(lnln1(
2

1 4
1

4
2

2
1

2
2

202
1

2
2

0
120 rrrrrrr
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k  )( 2rr , 

 

де 1I , 1K – модифікована функція Бесселя і функція Макдональда 1-го порядку. 

Щоб знайти частинні розв’язки ДР (8.77) для 21 rrr  потрібно (аналогічно 

[381]) скласти (8.94) і (8.95), замінюючи у (8.94) 1r  на r , а в (8.95) 2r  на r :  
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Умови спряження для )(rФ rk  при 1rr  (формули (8.94) і (8.96)) і при 

2rr  (формули (8.95) і (8.96)) виконуються. 

8.4.1.3. Рівномірне навантаження пластини по кругу радіуса 2r . 

 

).(,0

);(,
)(

2

20

rr

rrq
rq                                                 (8.97) 

 

Частинні розв’язки ДР (8.77) отримаємо, якщо у формулах (8.95) і (8.96) 

покладемо 01r . Із (8.96) дістанемо )(rФ rk  для 2rr : 

 

))()()(()(()( 1212111001
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Із (8.95) дістанемо )(rФ rk  для 2rr : 

 

)()()(()( 12121001
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00 srIrsrKss
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  )()()( 22122002

2122

1 srIrsrKss
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k                     (8.99)  

)))ln1(ln2(
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1 4
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120 rrrrr

s
rrssr k

k . 

 

Умови спряження при 2rr  виконуються. 

8.4.1.4. Навантаження пластини зосередженою силою в центрі. Нехай 

пластина навантажена зосередженою силою F  у центрі пластини (в початку ко-
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ординат). Частинні розв’язки ДР (8.77) отримаємо із (8.92) при 00r . Тоді  

Fqr 002 , )2/( 00 rFq , 1)( 00 isrI . Дістанемо: 

 

)()()()((
2

)( 2002

122

1
1001

211

2

21

0 srKss
ss

s
srKss

ss

s

ss

Fa
rФ kk

k
rk

  (8.100)
 

).3,1()),ln)4/(ln1( 20
120 krrssr k  

 

Частинні розв’язки ДР (8.77) можна також отримати із (8.99), якщо спря-

мувати 2r  до нуля. При цьому потрібно мати на увазі, що Fqr 0
2
2 , 

)/( 2
20 rFq , 2/)( 221 ii srsrI . Дістанемо ті ж самі розв’язки (8.100). 

8.4.1.5. Довільне в радіальному напрямку поперечне навантаження. 

Частинні розв’язки ДР (8.77) при довільному в радіальному напрямку попереч-

ному навантаженні )(rq  пластини по кільцю дістанемо, якщо у виразах (8.91) і 

(8.92) для частинних розв’язків замінимо 0q  на 00)( drrq  і проінтегруємо їх у ме-

жах від 1r до 2r . Проінтегрований вираз (8.91) дасть частинний розв’язок при 

1rr , а (8.92) – при 2rr . Для 21 rrr  частинний розв’язок  дістанемо, якщо в 

проінтегрованому виразі (8.91) 1r  замінимо на r , а в проінтегрованому виразі 

(8.92) 2r  замінимо на r  і результати складемо. Для отримання частинних 

розв’язків при навантаженні )( 0rq  пластини по круговій площинці радіуса 2r  з 

центром в початку координат потрібно поступити аналогічно п. 8.4.1.3. 

8.4.2. Загальні розв’язки. 

8.4.2.1. Загальні розв’язки визначальних ДР. Загальні розв’язки (8.77): 

 
)()();()()( 33101 rФrФrФrФrФ rr ,                        (8.101) 

 
де )(0 rФ  загальний розв’язок відповідного однорідного ДР (8.77), 

)3,1()( krФ rk  –частинні розв’язки неоднорідних ДР (8.77). 

Частинні розв’язки визначаються для різних навантажень згідно з п. 8.4.1. 

Загальний розв’язок відповідного однорідного ДР (8.77): 
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)()()()( 0201000 rfrfrfrФ , 

 

де )(00 rf  –загальний розв’язок бігармонічного рівняння 0)(4 rf :  

 

rrDrCrBArf lnln)( 2
00

2
0000 ; 

 

)2,1()(0 irfi –загальні розв’язки ДР Гельмгольца 0)()( 2 rfs ii : 

 

)2,1(),()()( 000 isrKBsrIArf iiiii . 

 
У наведених формулах 200 ...,,, BBA  –сталі інтегрування.  

Таким чином, загальні розв’язки (8.101) ДР (8.77) визначаються так:  

 

).()();()()(

)()(lnln)(

331202202

101101
2

00
2

001

rФrФrФsrKBsrIA

srKBsrIArrDrCrBArФ

rr

     (8.102) 

 
На основі загальних розв’язків (8.102) визначальних ДР (8.77) за відповід-

ними формулами в полярній системі координат (п. 6.4) знаходяться загальні 

розв’язки для всіх компонент НДС. Не зупиняючись на громіздких викладках, 

наведемо в п. 8.4.2.2 розв’язки при рівномірному навантаженні по кільцю (8.93). 

8.4.2.2. Загальні розв’язки для переміщень і напружень. В дод. Е.2 на-

ведені загальні розв’язки для переміщень і напружень у транстропних круглих і 

кільцевих пластинах довільної сталої товщини, які зазнають дії вісесиметричного 

поперечного навантаження 0q , рівномірно розподіленого по кільцю. 

Формули для компонент переміщень (Е.1), (Е.5) і напружень (Е.9), (Е.11), 

(Е.13), (Е.15) разом із їх складовими (Е.2)–(Е.4), (Е.6)–(Е.8), (Е.10), (Е.12), (Е.14), 

(Е.16) виражають загальний розв’язок для НДС цих пластин. 

На основі отриманих вище залежностей для компонент переміщень і напружень 

можна ставити і розв’язувати у новій постановці граничні задачі для кругових транстро-

пних пластин довільної товщини при різних граничних умовах на бічній поверхні.  

Розглядаючи конкретні граничні умови на бічній поверхні пластини, від-

шукуються вісім сталих інтегрування 22110000 ,,,,,,, BABADCBA  із восьми умов, 

а отже визначається НДС пластини. 
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8.4.2.3. Аналітичне розв’язання граничних задач. Розглянемо концепту-

ально деякі вісесиметричні граничні задачі для круглих і кільцевих транстропних 

пластин довільної товщини, які зазнають дії кососиметричного навантаження. 

Виходимо із аналізу формул п. 8.4.2.1, дод. Е.2 і крайових умов (3.35). 

1). Гранична задача А. Кругла пластина радіуса 2R  знаходиться під дією 

рівномірного навантаження 0q , яке розподілене по колу радіуса )( 200 Rrr , кі-

льцю радіусами );(, 222121 Rrrrrr , кругу радіусом )( 222 Rrr або ж зазнає дії 

зосередженої сили в центрі. Граничні умови на бічній поверхні можуть бути ста-

тичними, кінематичними або мішаними. 

У всіх задачах А складові переміщень 3131 ,,, wwuu  при 0r  повинні бути 

скінченними. Звідси отримаємо: 

 
0,0,0,0 2100 BBDC .                                   (8.103) 

 
Задача А1. Шарнірне обпирання краю 2Rr  (умови Нав’є.): 

 
3,1,0)( 2 jRrw j ; 3,1,0)( 2 jRrs jr .                   (8.104) 

 
Сталі 2100 ,,, AABA  знаходяться однозначно із граничних умов (8.104). 

Задача А2. Жорстке защемлення краю 2Rr : 

 
3,1,0)( 2 jRrw j ;  3,1,0)( 2 jRru j .                  (8.105) 

 
Із чотирьох умов (8.105) визначаються 2100 ,,, AABA . 

Задача А3. На бічній поверхні 2Rr  задані компоненти радіальних )(zR  і 

поперечних напружень )(zZ . 

 
,)( 2 isir rRrs )3,1(i ;  ,)( 2 isir zRrt  ( 2,0i ),               (8.106) 

де 
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причому, ),( 2RrzZ  повинно урівноважити зовнішнє поперечне навантаження. 

Із чотирьох крайових умов (8.106) визначаються сталі 2100 ,,, AABA . 

2). Гранична задача Б. Кільцева пластина з радіусами 21, RR  знаходиться 

під дією рівномірного навантаження 0q , яке розподілене по колу або по кільцю. 

Для всіх можливих закріплень країв 1Rr  і 2Rr  матимемо по чотири гранич-

них умови на кожному краї, із яких знаходитимуться 8-м невідомих сталих. 

Після визначення сталих і їх підстановки у відповідні формули для компо-

нент компонент НДС гранична задача вважається аналітично розв’язаною. 

Не виникає принципових труднощів при виведенні загальних розв’язків для ін-

ших наближень варіанта МТ, використовуючи формули для переміщень і напружень у 

полярній системі координат, ураховуючи дод Г.2 для фізично лінійних пластин. 

В НК135 невідомих сталих буде 12. Загальні розв’язки визначальних ДР 

(2.29) 12-го порядку у цьому наближенні матимуть вигляд: 

 

).()();()();()()(

)()()()(

)()(lnln)(

55331404404

303303202202

101101
2
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rФrФrФrФrФsrKBsrIA

srKBsrIAsrKBsrIA

srKBsrIArrDrCrBArФ
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За відповідними формулами п. 2.5 визначаться компоненти переміщень і 

напружень. які залежатимуть від 12-ти невідомих сталих інтегрування. 

Для круглих пластин 6 сталих інтегрування )4,...,1(0,0,0 00 iBDC i . 

Інші 6 сталих інтегрування визначатимуться із граничних умов на бічній поверх-

ні. Для кільцевих пластин всі 12 сталих знаходитимуться із граничних умов на 

бічних циліндричних поверхнях пластин (по 6 умов на кожній). 

Для інших наближень якісна відповідність кількості невідомих сталих ін-

тегрування до кількості крайових умов зберігається.  

Зазначимо, що в [341] знаходились аналітичні розв’язки вісесиметричних задач у ма-

тематичних рядах для товстих кругових і кільцевих пластин та коротких циліндрів з викори-

станням тривимірних рівнянь ТП. Граничні умови на лицевих площинах плит задовольня-

лись точно;  на циліндричних поверхнях статичні умови виконувались в інтегральному сми-
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слі, а кінематичні–задовольнялись тільки на деяких колах бічної поверхні. У побудованому 

варіанті МТ граничні умови на плоских гранях також задовольняються точно, СДР рівноваги 

менш точна, ніж у [341]. але на бічній поверхні граничні умови виконуються точно по всій 

товщині пластини в кожному наближенні на відміну від [341]. І тому можна стверджувати, 

що, оскільки із зростанням порядку наближень варіанта МТ точність ДР рівноваги збільшу-

ється (прямує до точності ДР ТП), то розв’язок варіанта МТ буде точніший, ніж у [341]. 

 

8.5. Фундаментальні розв’язки для нетонких транстропних пластин 

 

У [42, 43, 357] були отримані фундаментальні розв’язки для тонкої оболонки 

методом інтегрального перетворення Фур'є; воно було застосовано безпосередньо 

до СДРР, отриманої на основі теорій, які базувались на певних припущеннях. 

Завдання полягає в тому, щоб побудувати фундаментальні розв’язки СДРР (високого 

порядку) відносно багатьох функцій, тобто, потрібно побудувати фундаментальні розв’язки 

СДРР, праві частини яких залежать від дельта–функції Дірака і її похідних. З точки зору мате-

матичної реалізації це пов’язано з достатніми труднощами. Тут розроблено простіший метод 

знаходження фундаментальних розв’язків, оснований на використанні п. 2.2.1. Отже, замість 

відшукування фундаментальних розв’язків СДРР високих порядків, знаходяться фундамента-

льні розв’язки ДР 2-го порядку, потім за відповідними диференціальними залежностями ви-

значаються фундаментальні розв’язки визначальних СДР високих порядків і початкових 

СДРР. Такий метод суттєво спрощує визначення фундаментальних розв’язків СДРР. 

Оскільки з фізичної точки зору фундаментальні розв’язки ДР – це частинні 

розв’язки ДР, які описують НДС від дії зосереджених поперечних навантажень, 

то фундаментальні розв’язки потрібно побудувати для неоднорідних визначаль-

них СДР, які описують внутрішній НДС із потенціальним КЕ.  

8.5.1. Фундаментальні розв’язки в наближенні К13. Знаходження фун-

даментальних розв’язків СДР рівноваги зводиться до знаходження фундамента-

льних розв’язків розв’язувальної СДР (3.109) 8-го порядку при умові, що попе-

речне навантаження ),( yxq  представляє собою дві зосереджені поперечні сили 
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2/F , які прикладені в точках ( 2/,0,0 hzyx ) кососиметрично відносно 

серединної площини. Отже, потрібно знайти частинні розв’язки такої СДР: 

 

),,(

);,(

3333131

1313111

yxFПwПwП

yxFПwПwП

q

q
                                 (8.107) 

 
де ),( yx – координати довільної точки, ),( yx – двовимірна функція Дірака. 

Для спрощення розв’язання СДР (8.107) зведемо її до знаходження фунда-

ментальних розв’язків ),( yxEk  )3,1(k  двох визначальних ДР 8-го порядку: 

)3,1(),,(),( 002100 kyxFDayxEDDDD kkk ,                (8.108) 

де  0
2

0
22

0 ,, kkii sDsDD ; a  і s  з індексами – МГП пластини; is , як 

показують чисельні дослідження для транстропних пластин (при EE ), прий-

мають додатні або комплексні значення з додатною дійсною частиною. 

Із (8.107) визначаються фундаментальні розв’язки ),(1 yxw E  і ),(3 yxw E : 

 

),(),(),(,),(),(),( 31111333311331 yxEПyxEПyxwyxEПyxEПyxw EE . (8.109) 

 

На основі (2.28) фундаментальні розв’язки ДР (8.108) мають вигляд:  
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yxE ,           (8.110) 

де ),(0 yxE r  – фундаментальний  розв’язок рівняння Пуассона: 

),(),(00 yxFyxfD ;                                        (8.111) 

),(00 yxE r  – фундаментальний розв’язок неоднорідного ДР 4-го порядку: 

 

),(),(0000 yxFyxfDD ;                                    (8.112) 

 

),( yxE ri  – фундаментальні розв’язки неоднорідних ДР Гельмгольца: 

)2,1(),,(),( iyxFyxfD ii .                               (8.113) 
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Фундаментальні розв’язки ДР (8.111) і (8.112) відомі [210]: 

 

)8/(ln),(),2/(ln),( 2
000 rrFyxErFyxE rr ,    ( 222 yxr ).  (8.114) 

 

У [34] доволі складним чином визначався фундаментальний розв’язок ДР 

Ni /)(222 , де 2
0

2
0

2 )()( yyxx ; ),( 00 yx  – координати по-

люса (точки прикладення одиничної зосередженої сили). Для знаходження фун-

даментального розв’язку ДР Ni /)(22  застосовувався метод розк-

ладання оператора зсуву 122 )( i  за степенями 2 .  

Для знаходження фундаментального розв’язку ДР (8.113) поступимо мето-

дологічно по-іншому. Розглянемо навантаження пластини рівномірним наванта-

женням 0q  по колу радіуса 0r , тобто, )(rq  зобразиться у вигляді (8.76). Знайдемо 

розв’язки ДР )2,1()(,)( 00 irrqrfD ii . Вони зображуються формулами 

(8.87) і (8.88). Виконуючи у (8.88) граничний перехід при 00r  та, ураховуючи 

при цьому, що 1)( 00 isrI , )2/(,2 0000 rFqFqr , де F – зосереджена си-

ла, прикладена в початку координат, отримуються фундаментальні розв’язки ДР (8.113): 

)(),2/()(),( 222
0 yxrsrKFyxE iri .                     (8.115) 

 

Зазначимо, що фундаментальні розв’язки (8.114) ДР (8.111), (8.112) можна 

також отримати з розв’язків (8.83) і (8.85) при вказаному граничному переході.  

Із (8.110), (8.114), (8.115) дістанемо фундаментальні розв’язки ДР (8.108): 
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  (8.116) 

 
Підкреслимо, що фундаментальні розв’язки (8.116) ДР (8.108) співпадають 

із частинними розв’язками (8.100), розуміючи, що 2/122 )( yxr .
 

Фундаментальні розв’язки СДР (8.107) на основі (8.109) визначаються так: 
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(8.117) 
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де 

);/()();/()( 214130211012213130111011 ssaassaa ssss  
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1334101211 ssssssss  
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213021142134123011142133 /)(;/)( ssssssssss ss . 

 

Оскільки при 0r  функція )/(2ln)(0 ii srsrK , то з (8.117) при 0r  

;ln)(
2

),( 0141211131 rc
F

yxw rE   r
F

yxw E ln)(
2

),( 3231333 , 

тобто, фундаментальні розв’язки при 0r  мають логарифмічну особливість. 

Зауважимо, що в [381] інтегральне перетворення Ганкеля застосовувалось 

безпосередньо до ДР 4-го порядку DrDrrqi ,,(,/)( 000
222  – ста-

лі, i – уявна одиниця, ))(r , що вже призводило до певних ускладнень. 

8.5.2. Фундаментальні розв’язки в наближенні К135. У цьому набли-

женні фундаментальні розв’язки  визначатимуться з СДР 12-го порядку: 
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                              (8.118) 
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Систему (8.118) зведемо до трьох неоднорідних ДР 12-го порядку для зна-

ходження фундаментальних розв’язків для пластини довільної товщини: 

 

)5,3,1(),,(),( 000432100 kyxFDayxФDDDDDD kkk ,             (8.119) 

де 0
2

0
2 );5,3,1(, kkii sDisD ; ik sa ,0 – МГП (інші, ніж у НК13). 

Із СДР (8.118) фундаментальні розв’язки ),( yxw Ei  знайдуться із залежностей: 

 

,),( 5
0
53

0
31

0
1 EПEПEПyxw kkkEk                              (8.120) 

 

де ),( yxEk – фундаментальні розв’язки ДР (8.119), які виражаються через фунда-

ментальні розв’язки ДР (8.111)–(8.113) за формулами (8.114) і (8.115).  

)5,3,1(),( kyxEk  на основі (2.30) знаходяться таким чином: 

)()((),( 02

2423212

431
01

1413121

432

4321

00

rrrr

kk

k EE
ssss

sss
EE

ssss

sss

ssss

Da
yxE  

))()( 0004

4342414

431
03

3432313

421
rrrrr EEE

ssss

sss
EE

ssss

sss
. 

 

З урахуванням (8.114) і (8.115) дістанемо: 
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де b  з індексами – МГП. 

Із (8.120) і (8.121) знаходяться фундаментальні розв’язки СДР (8.118): 
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         (8.122) 

де a  з індексами – МГП пластини.  

Отже, розв’язки (8.122) при 0r  також мають логарифмічну особливість. 

Якщо сила F  прикладена не в початку координат – точці )0,0(O , а в полюсі 
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001 ,( yxO ), то у формулах (8.116), (8.117), (8.121), (8.122) потрібно замінити r  на 

, де 1
2/1

0
22

0 )cos2( COrrrr , 1
2/12

0
2
00 )( OOyxr , 

OCyxr 2/122 )( ; ),( yx  – координати довільної точки C , 1COO . 

Фундаментальні розв’язки для інших складових компонент переміщень 

виражаються за відповідними формулами через отримані вище фундаментальні 

розв’язки для складових поперечних переміщень і, отже, таким чином, визнача-

ються фундаментальні розв’язки початкових СДРР. 

8.5.3. Застосування фундаментальних розв’язків. 

8.5.3.1. Поперечне навантаження пластини по дузі кола. Побудуємо в 

НК13 частинні розв’язки ДР )3,1(),,(),( 002100 kyxqDayxФDDDD kkk , де 

),( yxq  рівномірно розподілене навантаження ( 0),( qyxq ) діє на пластину по ду-

зі AB  кола радіуса 0r , яка стягує центральний кут  ( AOB ). Введемо по-

лярну систему координат ,r  з початком у точці O  і віссю Ox , яка співпадає з 

напрямком OA . У цій системі точки BA,  і довільна точка C  мають такі коорди-

нати: ),(),,(),0,( 00 rCrBrA . Навантаження по елементарній дузі drq 00 з сере-

диною в точці ),( 01 rO , де 0 , буде drq 00 . Частинні розв’язки ),(
~

yxФk  

ДР (2.23) від елементарного навантаження, які залежать від координат ),( yx  до-

вільної точки C , знайдуться на основі (8.116) при заміні F  на drq 00  і r  на : 
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де 41 ...,, aa  – відповідні сталі. 

Записавши останню рівність з використанням теореми додавання для фун-

кції Макдональда [220] і, проінтегрувавши по  від 0  до , дістанемо: 
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Прийнявши до уваги, що , отримаємо: 
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)(),)lnln())()( 0
2

432022 rrdaasrIsrKa mm . 

 

Частинні розв’язки (8.123) і (8.124) ДР (2.23) при 0rr  співпадають і не мають 

особливостей. Якщо в (8.123) і (8.124) покласти 2 , то отримаємо частинні 

розв’язки (8.91), (8.92) ДР (2.23) при дії навантаженні 0q  по колу радіуса 0r . 

8.5.3.2. Поперечне навантаження пластини по довільній області. Нехай 

пластина займає область ),( DyxD  і навантажена по довільній своїй підобла-

сті ),,( 00000 DDDyxD  поперечним навантаженням ),( 000 yxqq . Тоді час-

тинні розв’язки ),( yxw rk  СДР (3.109) в НК13 і (3.149) в НК135 зобразяться в так: 

0000
0

000 ),,,(),(),(

0

dydxyxyxwyxqyxw
D

Ekrk .                      (8.125) 

Тут )),,,( 00
0 yxyxw Ek  ( )3,1k  – фундаментальні розв’язки від одиничної зосере-

дженої  силі 1F , що діє в точці ( 00 , yx ) пластини кососиметрично, тобто 

),,,( 00
0 yxyxw Ek )))()((,1( 2/12

0
2

0 yyxxrFw Ek , 
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де Ekw  виражаються за формулами (8.117), (8.122). 

Якщо ж на пластину у точках ),( ii yx  діють ще й зосереджені сили iF , то до 

розв’язків (8.125) потрібно додати розв’язки ),(, yxw iEk , де 

)))()((,(),( 2/122
, iiiiEkiEk yyxxrFFwyxw . 

 
8.6. Інтегрування СДР варіанта МТ нетонких пологих оболонок  

 
8.6.1 Метод збурень геометричних параметрів. Теорема 4. Метод зведення СДР 

високих порядків варіанта МТ пластин довільної товщини до ДР 2-го порядку суттє-

во спрощує розв’язання граничних задач. Для пологих оболонок довільної товщини 

метод зведення до ДР 2-го порядку безпосередньо не може бути використаний, оскі-

льки диференціальні оператори лівих частин визначальних ДР для пологих оболонок 

(наприклад, у НК0-3 це СДР (5.46)) мають іншу математичну структуру (5.47), ніж 

для пластин (3.112), (3.113). Це не дає можливості використати метод інтегрування 

для зниження порядку. І тому розроблено комплексний метод розв’язання СДР висо-

ких порядків для пологих оболонок з використанням методу збурень. На першому 

етапі складові компонент НДС, зовнішнє навантаження і крайові умови розвивають-

ся в ряди за малим геометричним параметром. який містить кривини, тобто, застосо-

вується метод збурень геометричних параметрів. Це дає можливість СДРР оболонки 

звести до рекурентної послідовності систем ДР для пластин, які в свою чергу в кож-

ному наближенні розділяються на задачі симетричного і кососиметричного дефор-

мування. Праві частини цих СДР залежать лінійно від складових переміщень попе-

редніх наближень. На другому етапі до СДР для пластин у кожному наближенні за 

малим параметром застосовується розроблена уже методика алгебраїчних, диферен-

ціальних і операторних перетворень для отримання визначальних ДР високого по-

рядку (розділ 3). Визначальні ДР перетворюються методом зведення до диференціа-

льних рівнянь 2-го порядку (розділи 2, 3), для яких знаходяться загальні розв’язки, а 

потім зворотними перетвореннями визначаються загальні розв’язки для компонент 

НДС в кожному наближенні. Для отримання розв’язків граничних задач у конкрет-
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ному наближенні задовольняються відповідні крайові умови в даному наближенні. 

Надалі з урахуванням  зображення компонент НДС у вигляді рядів визначаються і самі 

компоненти. Слід зазначити, що крайові умови в наближеннях за малим параметром, 

починаючи з 1-го, однорідні. В 0-му наближенні за малим  параметром СДРР для по-

логих оболонок–це СДРР для відповідних пластин (при кривинах рівних нулю). 

Складові компонент переміщень, поперечне навантаження ),(),,( yxqyxp  і 

граничні умови зображуються у вигляді рядів за малим параметром : 

 

),,(),(),,(),(

);,(),,();,(),,(),,(

00

00

yxqyxqyxpyxp

yxwyxwvuyxuyxu

i
i

i

i
i

i

i
ik

i
k

i
ik

i
k

         (8.126) 

 
де ),(),,(),,( yxwyxvyxu ikikik –шукані функції; ),,(),(0 yxpyxp );,(),(0 yxqyxq  

,...2,1,0),(,0),( iyxqyxp ii . Приймемо за малий параметр )/( 21 RRh .  

В 0-му наближенні за  загальний розв’язок повинен задовольняти крайо-

вим умовам для пологих оболонок, які випливають із (3.35), а в наступних–

відповідним однорідним крайовим умовам.  

Не звужуючи суті питання, розглянемо НК0-3 для пологої оболонки. 

Підставляючи (8.126) у СДР (5.18) і, проводячи процедуру розщеплення рі-

внянь по , отримаємо в i -му наближенні по  СДР рівноваги 22-го порядку: 
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   (8.127) 

 

де )( p
ijD –диференціальні оператори СДР відповідної пластини в НК0-3. Ці опера-

тори не містять кривин. Функції )1(i
qpjD  в правих частинах ДР (8.127) в наближен-

нях від 1-го до i -го відомі і залежать від кривин і складових компонент перемі-

щень від 0-го до ( 1i )-го наближення включно. Розщеплені ДР 1, 2, 5, 6, 10 СДР 

(8.127) (10-го порядку) описують симетричне деформування відповідних  плас-

тин (плоску задачу), а ДР 3, 4, 7–9, 11–кососиметричне (згинальне деформування 
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без обтискання, 12-го порядку). В 0-му наближенні СДР для пологої оболонки 

повністю співпадає з СДР для відповідних пластин. 

Отже, у кожному наближенні по  СДР для пологої оболонки розділяється 

на систему симетричного деформування у НК02 (плоска задача) і кососиметрич-

ного в НК13 (згинальне без обтискання). Далі для знаходження розв’язку грани-

чної задачі для пологої оболонки в кожному наближенні використовується метод 

зведення ДР високого порядку до ДР 2-го порядку (див. розд. 2). 

Справедлива наступна теорема про збіжність рядів (8.126). 

Теорема 4 (про збіжність рядів для складових переміщень). Якщо в області 

DC  (замкненій області оболонки за змінними ( yx, )) функції 

,...)1,0,...;2,1,...;1,0(),(),,(),,( inkyxwyxvyxu inikik  рівномірно обмежені і 

неперервні разом зі своїми похідними до 2-го порядку включно, то ряди 

),(
0

yxu
i

ik
i , ),(

0

yxv
i

ik
i , ),(

0

yxw
i

ik
i  в цій області збігаються рівномірно і 

абсолютно. Теорема доведена класичним способом. 

8.6.2. Метод послідовних наближень. Для того, щоб для розв’язання 

СДРР оболонок можна було використати метод зведення неоднорідних ДР висо-

ких порядків до ДР 2-го порядку, потрібно звести їх до СДР для пластин. Це мо-

жна виконати також і МПН. 

Перенесемо всі доданки лівих частин СДР оболонок, які містять кривизни, 

в праві частини. Дістанемо СДР в наближенні ,...)2,1(ii  вигляду (8.127), у 

якій )( p
ijD –диференціальні оператори СДР відповідних пластин у НК0-3, а праві 

частини (8.127) мають такий вигляд: 
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В 0-му наближенні ( 0i ) члени з індексом )1(i  у правих частинах ДР 

(8.127) дорівнюють нулю. 

Отже, в МПН СДРР звелась до рекурентної послідовності систем ДР, ліві 

частини яких у кожному наближенні i  по  співпадають для пластин, а праві ча-

стини залежать від поперечного навантаження і тільки від попереднього )1(i -го 

наближення. В МПН у кожному наближенні загальні розв’язки повинні задово-

льняти одним і тим же крайовим умовам, які випливають із (3.35). 

Як і в методі збурень, ДР 1, 2, 5, 6, 10 системи (8.128) (10-го порядку) опи-

сують симетричне деформування відповідних пластин у НК02, а ДР 3, 4, 7–9, 11–

кососиметричне у НК13 (12-го порядку). Отже, кожна із систем може бути розді-

лена на підсистеми, які окремо описують ВКЕ і ВНДС з ПКЕ. Методи перетво-

рень, розв’язування і знаходження їх загальних розв’язків через загальні 

розв’язки ДР 2-го порядку наведені в розділах 2, 3. 

8.6.3. Числові результати. Ефективність МПН досліджувалась в НК0-3 в 

граничній задачі для пологих трансверсально-ізотропних оболонок, вільно-

обіпертих на бічній поверхні. Розглядалось поперечне кососиметричне наванта-
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ження )/sin()/sin(),( bynaxmqyxq nm  ( constq nm ). Приймались такі МГХ: 

;;1/;1,0/ baEEGG  ;3,0vv  ;1nm  ;01k  ;;0 212 RRk ,10/1 aR  

10/1,5/1,3/1/;40,20 ah . 

Числові результати показали, що в 0-му наближенні розходження компо-

нент НДС з отриманими безпосереднім розв’язанням СДРР для пологих оболо-

нок складає для ),,(~ zyxx  менше 3,9 % (при ;20/1 aR  10/1;5/1;3/1/ ah ; 

10/1;5/1;3/1/;40/1 ahaR ); для ),,(
~

zyxW –менше 1,1 %. У 1-му наближенні 

для тих же МГП розходження не перевищує 1 %. Це вказує на високу збіжність 

результатів сильнопологих оболонок довільної товщини ( 3/1/ ah ). 

 

8.7. Висновки по розділу 

 
1. Розроблено новий ефективний по точності наближений метод розв’язання не-

однорідних СДР високих порядків транстропних пластин у НК13 та НК135, згідно з 

яким СДР порядку N4  для нетонких пластин зведена до послідовного розв’язання 

N  ДР 4-го порядку. На його основі в НК13 розв’язані граничні задачі в спеціальних 

функціях для нетонких круглих вільно обіпертих і жорстко защемлених пластин при 

дії рівномірно розподіленого навантаження і зосередженої сили, прикладеної в центрі. 

2. Уперше розроблено новий наближений метод розв’язання CДРР високих по-

рядків МТ нетонких транстропних пологих оболонок у НК013 у граничних задачах. В 

загальному випадку при кососиметричному деформуванні СДР порядку N4  для поло-

гих оболонок зводиться до послідовного розв’язання ДР 8-го порядку і )2(N  

ДР 4-го порядку. Метод показав високу точність для широких меж змінення МГХ. 

3. Уперше використано операторний метод зведення неоднорідних ДР ви-

соких порядків класу ),(),(... 02432100 yxfDyxФDDDDDDD kkn  ( 00 ,; ki DDD –

оператори Лапласа, Гельмгольца і довільний оператор відповідно) до неоднорід-

них ДР 2-го порядку для отримання загальних розв’язків неоднорідних СДРР і 

розв’язання граничних задач МТ нетонких транстропних пластин. 
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4. У новій постановці отримані розв’язки граничних задач для нетонких пі-

внескінченних пластин з урахуванням вихрових і потенціальних КЕ. 

5. Уперше в МТ товстих транстропних пластин: 

– отримані загальні розв’язки СДРР в НК13 від дії переривчастих і зосере-

джених навантажень (рівномірне навантаження по колу, кільцю, кругу, зосередже-

ною силою в центрі) з використанням інтегрального перетворення Ганкеля до не-

однорідних ДР 2-го порядку (для отримання частинних розв’язків), і на їх основі 

одержані аналітичні розв’язки для круглих і кільцевих пластин при різних гранич-

них умовах на бічній поверхні; 

– розроблена нова методологія отримання фундаментальних розв’язків ви-

значальних СДР вищих порядків; у точках прикладення зосереджених сил вони 

мають логарифмічну особливість; 

– отримані загальні розв’язки для товстих пластин при навантаженні їх по ду-

зі і по довільній області. 

6. Розроблені нові наближені методи розв’язання СДРР високих порядків 

МТ однорідних пологих оболонок довільної товщини з використанням методу 

збурень геометричних характеристик оболонки і МПН, які дали можливість звести 

системи ДРР до рекурентної послідовності СДР симетричного і кососиметричного 

деформування відповідних пластин, у яких праві частини залежать від складових 

переміщень всіх попередніх наближень в методі збурень (від складових компо-

нент переміщень попереднього наближення в МПН). В кожному наближенні не-

однорідні СДРР високих порядків для відповідних пластин зведені до однорідних 

і неоднорідних ДР 2-го порядку. Числові дослідження показують високу ефектив-

ність і збіжність результатів МПН в широких межах змінення МГХ оболонок. 

7. Розроблені методи можуть також застосовуватися в інших теоріях. 

Наукові результати, наведені у восьмому розділі, опубліковано в працях ав-

тора [141, 143, 144, 166, 178, 184, 187, 189, 191–193, 195, 197, 198, 442, 447, 449]. 
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ВИСНОВКИ 

У роботі вирішена актуальна наукова проблема механіки деформівного твердого 

тіла, яка полягає в побудові нових ефективних варіантів МТ нетонких фізично лінійних і 

нелінійних за Каудерером однорідних і шаруватих пластин та пологих оболонок при до-

вільному статичному поперечному навантаженні з позицій тривимірної ТП, розробленні 

нових аналітичних точних і наближених методів розв’язання СДР високих порядків, 

отриманні частинних і загальних розв’язків граничних задач варіантів МТ вказаних еле-

ментів та числових залежностей НДС від МГХ, типу навантаження, граничних умов і на-

ближень у побудованих варіантах. Суттєвим у вирішенні наукової проблеми є те, що по-

будовані варіанти МТ дають реальну можливість аналітичного розв’язання граничних за-

дач для вказаних елементів і визначення НДС з високою точністю. 

Аналіз розроблених підходів, методології, варіантів МТ, методів розв’язання гра-

ничних задач, отриманих аналітичних частинних і загальних розв’язків СДРР та числових 

результатів і установлених закономірностей дає можливість зробити наступні висновки. 

1. Сформульовані нові постановки граничних задач для однорідних та ша-

руватих лінійно і нелінійно пружних за Каудерером пластин та пологих оболо-

нок довільної сталої товщини з позицій тривимірної задачі ТП. 

2. Розроблена методологія побудови варіантів МТ однорідних і шаруватих фізично лі-

нійних та нелінійних за Каудерером пластин і пологих оболонок довільної товщини, основана 

на комплексному методі зведення тривимірної задачі ТП до двовимірної, який поєднує ВПР, 

метод розвинення усіх компонент НДС і граничних умов, як функцій 3-х змінних, у нескін-

ченні ряди за поперечною координатою при допомозі поліномів Лежандра (для однорідних 

елементів) і їх комбінацій в межах кожного шару (для шаруватих елементів), точне задоволен-

ня граничних умов на лицевих площинах (поверхнях) і умов жорсткого зчеплення шарів, уза-

гальнену МВР, метод збурень (для однорідних ортотропних і ізотропних ФНП і пологих 

ФНО) і МПН (для шаруватих нелінійно пружних пластин і пологих оболонок).  На основі 

створеної методології побудовані нові варіанти МТ вказаних елементів і розроблені аналітичні 

методи розв’язання систем ДРР високих порядків, до яких зводяться граничні задачі. 

3. У явному вигляді отримані СДРР у високих наближеннях варіантів МТ указаних 

елементів. Це дає можливість безпосереднього їх використання для розв’язання граничних 
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задач. Отримані у варіантах МТ системи ДРР мають високий порядок: у НК0-N (для пластин 

і пологих оболонок)–порядок (6N+4); для пластин у НК13…(N-1) порядок СДР – 3(N+1), у 

НК02…(N-1) –(3N+1). Теорія Тимошенка-Рейснера для пластин і пологих оболонок є час-

тинним випадком варіантів МТ указаних елементів (НК1 і НК01 відповідно; 6-го і 10-го 

порядків). Обгрунтовано використання рядів за поліномами Лежандра у варіантах МТ. 

4. Для розглянутих лінійно пружних пластин довільної сталої товщини СДРР у дові-

льному наближенні розділені на СДР кососиметричного і симетричного деформування. Із 

них виділені підсистеми ДР вихрового КЕ (однорідні) і внутрішнього НДС з потенціаль-

ним КЕ (неоднорідні). Однорідна підсистема ДР зведена операторним методом до одного 

визначального однорідного ДР, а неоднорідна–до визначальних неоднорідних ДР з одна-

ковими лівими частинами відносно нових шуканих функцій. Виділені ДР, які описують 

ВНДС і ПКЕ.  

5. Для розглянутих пологих оболонок системи ДР не розділяються на незалежні 

підсистеми кососиметричного і симетричного деформування, не виділяються також ДР 

вихрового КЕ. При неврахуванні кривин у деформаціях поперечного зсуву виділяються 

системи ДР взаємозв’язаних вихрових КЕ при кососиметричному і симетричному де-

формуванні. З’ясовані умови, при яких ДР кососиметричного і симетричного вихрових 

КЕ розділяються. Незалежні ДР, які описують ВНДС і ПКЕ, не виділяються.  

6. Розроблено метод інтегрування неоднорідних ДР високих порядків з частин-

ними похідними для нетонких пластин, який  полягає в послідовному інтегруванні не-

однорідних ДР 2-го порядку, праві частини яких в свою чергу є частинними 

розв’язками інших неоднорідних ДР 2-го порядку. Узагальнено операторний метод ін-

тегрування стосовно неоднорідних ДР вищих порядків, згідно з яким частинні 

розв’язки вказаних ДР виражаються через частинні розв’язки ДР Пуассона і неоднорі-

дні ДР Гельмгольца.  

7. Розроблено у загальному вигляді метод розв’язання неоднорідних СДРР високих 

порядків для нетонких пластин, який полягає у зведенні їх до однорідних і неоднорідних ДР 

2-го порядку, отриманні їх загальних розв’язків з наступним визначенням зворотними мате-

матичними операціями загальних розв’язків початкових СДРР. Такий метод: 1) дає можли-

вість значно спростити знаходження частинних (а отже і загальних) розв’язків початкових 
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СДРР, особливо при переривчастих, локальних і зосереджених навантаженнях; 2) суттєво 

змінює методологію застосування методів математичної фізики, зокрема, методів інтеграль-

них перетворень, не до початкових СДРР високих порядків, а до отриманих неоднорідних ДР 

2-го порядку. Розв’язані аналітично вказаним методом граничні задачі з урахуванням КЕ для 

товстих транстропних півнескінченних, круглих і кільцевих пластин при різних граничних 

умовах і різних навантаженнях. Розроблена суттєво інша методологія отримання фундамен-

тальних розв’язків СДРР високих порядків, яка основана на зведенняі їх до ДР 2-го порядку з 

наступним граничним переходом у розв’язку від поперечного навантаження по колу (кругу) 

до зосередженої сили. Отримані фундаментальні розв’язки з полюсом у довільній точці товс-

тої пластини. наведено їх використаня при навантаженні по дузі кола і довільній області. 

8. Тривимірна задача статики для нетонких ортотропних і ізотропних ФНП та 

пологих ФНО на основі МТ методом збурень пружних властивостей зведена у явному 

вигляді до нескінченної рекурентної послідовності двовимірних лінійних крайових за-

дач, у яких праві частини ДР залежать від компонент НДС попередніх наближень. 

9. Розроблені наближені аналітичні методи розв’язання систем ДРР високих по-

рядків: 1) нетонких пологих оболонок з використанням методів збурень і МПН, які да-

ли можливість звести їх до рекурентної послідовності систем ДРР для пластин (при 

кососиметричному і симетричному деформуванні) і значно спростити розв’язок гра-

ничних задач для оболонок; 2) пластин і пологих оболонок довільної товщини, згідно з 

якими СДР для пластин зводяться до послідовного розв’язання ДР 4-го порядку, а 

СДР для оболонок – до послідовного розв’язання ДР 8-го порядку і ДР 4-го порядку. 

10. Поставлені граничні задачі для розглядуваних елементів і отримані загальні 

розв’язки в одинарних і подвійних тригонометричних рядах; у новій постановці 

отримані аналітичні розв’язки для ФНП і ФНО при граничних умовах Нав’є. 

11. Отримані числові результати вказують на прийнятну збіжність і на зро-

стаючу точність визначення НДС при збільшенні номера наближення. Збіжність 

результатів покращується із зменшенням товщини, податливості матеріалу на по-

перечний зсув та із зростанням пологості оболонки.  Для слабопологих товстих транс-

тропних оболонок )1/40/29;5,0/( 2,1 aRah  необхідно враховувати залежність 
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деформацій поперечного зсуву від кривин, а при кососиметричному навантаженні – 

складові переміщень з парними натуральними індексами у математичних рядах. 

12. Розроблені алгоритми і створені пакети математичних програм на мові ФОРТРАН 

для розв’язання в новій постановці граничних задач по знаходженню: 1) внутрішнього НДС 

однорідних пластин і пологих оболонок (транстропних, ортотропних, фізично нелінійних) 

при різних навантаженнях, двошарових і тришарових транстропних пластин довільної сталої 

товщини при плавних навантаженнях; 2) КЕ однорідних пластин. Отримані числові резуль-

тати дали можливість оцінити НДС в залежності  від МГХ та типу навантаження, установи-

ти якісний вплив КЕ на НДС пластин, визначити межі застосування теорії Тимошенка-

Рейснера та наближень варіантів МТ, одержати нові якісні ефекти та важливі висновки. 

13. Теорія Тимошенка-Рейснера (ТТР) при плавних навантаженнях придатна 

для опису НДС таких пластин: ізотропних при кососиметричних навантаженнях 

(НК1) для 5/1/ ah  (найбільше розходження з точними для x  складає менше 1,44 

%, а для поперечних переміщень–менше 3,92 %); ізотропних пластин при згинально-

обтискуючих навантаженнях (уточнена ТТР, НК01) для 5/1/ ah  (найбільше роз-

ходження з точними по x  складає менше 2,99 %, а для поперечних переміщень–

5,11%); транстропних пластин  ( ;;0,1/1,0 EEGG ) для 5/1/ ah  (найбі-

льше розходження по W  з точними складає при кососиметричному навантаженні 

менше 2,90 % для 1,0/ GG  і менше 3,92 % для 1/GG , а при згинально-

обтискуючому навантаженні по уточненій теорії менше ( 11.533,3 ) %). 

ТТР в НК01 з високою точністю описує при плавних поперечних навантажен-

нях напруження x  ізотропних пологих оболонок для baaRah ,5/,5/1/ 2,1  

(розходження з НК0-5 складає менше 1,54 % при кососиметричному і менше 2,55 %  

при згинально-обтискуючому навантаженні). Для транстропних оболонок ( ;EE  

, 0,1/1,0 GG ) при baaRah ,5/,5/1/ 2,1  ТТР з достатньою точністю 

описує W  при кососиметричному навантаженні (найбільше розходження менші 

3,24% для 1,0/ GG  і менші 4,46 % для 1/GG ). Із зменшенням GG /  розхо-

дження ТТР з НК0-5 по x  зростає, а по W  спадає. 
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14. Внутрішній НДС пластин і пологих оболонок з високою точністю визнача-

ється НК13 і НК0-3 при плавних навантаженнях вказаних елементів 

( baah ,3/1/ ) і для широких меж змінення МГХ. НДС розглядуваних елементів 

в області дії КЕ, при швидкозмінюваних в області, локальних та зосереджених нава-

нтаженнях необхідно визначати у високих наближеннях МТ: НК135, НК0-5; резуль-

тати, отримані на основі невисоких наближень для вказаних навантажень суттєво ві-

дрізняються від точних. На НДС у найбільшій мірі впливають локальність наванта-

ження, товщина, кривина серединної поверхні, податливість на поперечний зсув. 

15. При плавних навантаженнях, розраховуючи тонкі ФНП і пологі ФНО, потрі-

бно ураховувати нелінійно пружні властивості матеріалу, але достатньо використову-

вати класичну теорію; при розрахунку товстих елементів (для оболонок 

baaR ,1/2,1 ) фізичною нелінійністю можна нехтувати, але розвивати компоненти 

НДС у ряди за поперечною координатою; при розрахунку елементів із 8/1/ ah 3/1  

потрібно використовувати метод розвинення НДС по товщині і ураховувати нелінійно 

пружні властивості матеріалу. При швидкозмінних в області навантаженнях і в інших ви-

падках з високим градієнтом змінювання НДС, також потрібно ураховувати фізичну не-

лінійність сумісно з розвиненням компонент НДС у ряди за поперечною координатою. 

16. Розв’язані за побудованим варіантом МТ граничні задачі по визначенню внут-

рішнього НДС двошарових та тришарових транстропних пластин при плавних наванта-

женнях. Результати вказують на високу точність варіанта МТ, що на основі математичної 

і фізичної коректності побудови основних рівнянь дає впевненість у достовірності і при-

йнятності розробленого варіанта для інших класів задач у широких межах змінення МГХ. 

17. Побудовані варіанти МТ дають реальну можливість розв’язання з висо-

кою точністю граничних задач для пластин і пологих оболонок. 

18. Розроблені нові методи розв’язання СДРР можуть бути узагальнені для 

СДРР анізотропних елементів з використанням методів збурень транстропних 

 властивостей матеріалів, а також застосовані для розв’язку крайових задач за 

класичною та за іншими-уточненими теоріями. 
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1

1717231151722114 AA  

;
1

17171311517121131711115 AAA  ; 
1

53132111116 www AAA  

;
1

13171321315122131311231 AAA  ;
1

1517232151522232 AA  

;
1

15171321515122131511233 AAA  ;
1

1717232151722234 AA   (А.8) 

;
1

17171321517122131711235 AAA  ; 
1

53232211236 www AAA  

;
1

13171331315123131311351 AAA  ;
1

1517233151522352 AA  

;
1

15171331515123131511353 AAA  ;
1

1717233151722354 AA  

;
1

17171331517123131711355 AAA  . 
1

53332311356 www AAA  
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;5131113137111331114   

;5331113337113331134  

;315152311153311232371333721233113333132  

;5531113537115331154  

;317154311155311234371353721433115333152  

;5631113637116331112 и  ;563112363721633310  

;5171113177111371314  ;71315171123177311372312  

;5271123277312372330  ;5371113377113371334  

;715152711153711232771337731237113372332     (А.9) 

;717154711155711234771357731437115372352  

;5571113577115371354  ;5471123477314372350  

;5671113677116371332 и  ;567112367731637230  

;3111111317111113111514  ;111313111113317112113112512  

;5311111337111133111534

;1115152111115311113327111337112123111133112532  

;5211113327112123112530  ;5511111357111153111554  

;1117154111115511113347111357112143111153112552  

;5411113347112143112550  ;5611111367111163111552 u  

).( 561111336711216311250  

 
;3851428314181148 mmmК П  

;38512365142831226314161146 mmmmmК П  

;36512345142631224314141144 mmmmmК П  

;34512325142431222314121142 mmmmmК П  

;3251222312101140 mmmК П  

;53435455433418m  ;53435253235455433255233416m  

;53435053235253035455433055233255033414m    (А.10) 

;53235053035255233055033212m  ;53035055033010m  

;53415455413428m  ;53415253215455413255213426m  

;53215253015455213255013424m  

;53015255013222m  

;33415435413438m  ;33415233215435413235213436m  
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;33215233015435213235013434m  

;33015235013232m  

 

);( 4914129161
1

2 wwpa  );( 1141916111619141
1

20a  

);( 141419161141619141
1

22b  );( 141429161141629141
1

20b   

);( 141619161161619141
1

22c  );( 141629161161629141
1

20c      (А.11) 

);( 2516145141
1

4 wwpa  );( 1161514111415161
1

40a     

);( 141615141141415161
1

42b  );( 141625141141425161
1

40b  

);( 161615141141615161
1

42с  ).( 161625141141625161
1

40с  

 
;4019120151111111 aad  ;112112d  ;4019120151121121 aad  

;4219122151131 bbd  ;11414019120151132 bbd  ;4219122151141 ccd  

;11614019120151142 ccd  ;221221d  ;40210120261222222 aad  

;42210122261231 bbd  ;214140210120261232 bbd  ;42210122261241 ccd  

;216140210120261242 ccd  ;4259122551331 bbd             (А.12) 

;514140591425922055122553332 bbbbd  ;4059220553333 bbd  

;4259122551341 ccd  ;516140591425922055122553342 ссссd  

;4059220553343 ссd );( 4592255303 ррр ааd  

;45912551223 ррир ааd  ;4299122591441 ccd  

;916140991429932059122592442 ссссd  ;4099320592443 ccd  

;49912591424 ррир ааd  )( 4993259204 ррр ааd . 

 
3

1
0 ;

j
nmrjnmjumn Fbu  

3

1
0 ;

j
nmrjnmjvmn Fbv  

3

1
2 ;

j
nmrjnmjmn Fbw  

);()( 62
2

4
2

51
2

3
2

1 nnnnnnb nmmnu  

];)()([ 654321
2

2 nnnnnnb nmmnu  );( 024031123 nb mmnu  

(А.13) 

;21 mnumnv bb  );()( 53
2

1
2

64
2

2
2

2 nnnnnnb nmmnv  

);( 02031123 nmnvb  );( 06051121 mmnb   

);( 06051122 nmnb  .2
73 nb mn  
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А.2. Ілюстрації компонент НДС у вигляді таблиць і графіків 

 

Таблиця А.1 

Циліндричний згин ізотропної пластини при кососиметричному навантаженні 

( 0/;3,0 mnmn qpv ; )0,();2/,(~ zxWhzxx , 1m ) 
 

Теорії 1/ ah  2,0/ ah  

x
~  t

% 

W
~

 t  

% 
x

~  t  

% 

W
~

 t  

% 

Точний розв’язок 0,8737 - -0,3508 - 15,402 - -77,043 - 

За теорією  

Рейснера [425] 

0,6079 30,4 -0,3808 8,55 15,198 1,32 -76,783 0,34 

За теорією [12] 

С.Амбарцумяна 

0,8508 2,62 -0,3808 8,55 15,441 0,25 -76,783 0,34 

Друге наближення 

за ЕАМ [288] 

0,8566 1,96 -0,3609 2,88 15,401 0,01 -77,046 0,00 

Третє наближення 

за ЕАМ [288] 

0,8723 0,16 -0,3587 2,25 15,401 0,01 -77,044 0,00 

За НК13 ВМТ               0,8527 2,40 -0,3529 0,60 15,401 0,01 -77,046 0,00 

За НК135  ВМТ              0,8732 0,06 -0,3507 0,03 15,402 0,00 -77,043 0,00 

 

      Таблиця А.2 

Компоненти напружень z
~ , xz

~  квадратної транстропної пластини 

( 1/;1,0/;1;5,0/ EEGGnmah )  
 

h

z
 z

~  
W
~ xz

~  

3,0  3,0;0  % 3,0  3,0;0  % 

0,5 -0,5000 

-1,0000 

-0,5000 

-1,0000 

0,00 

0,00 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,00 

0,00 

0,25 -0,2952 

-0,7905 

-0,2946 

-0,7895 

0,20 

0,13 

-0,3634 

-0,3696 

-0,3632 

-0,3699 

0,06 

0,08 

0,00 0,0000 

-0,4927 

0,0000 

-0,4922 

0,00 

0,10 

-0,3801 

-0,3801 

-0,3790 

-0,3790 

0,29 

0,29 

-0,25 0,2952 

-0,2001 

0,2946 

-0,2004 

0,20 

0,15 

-0,3634 

-0,3571 

-0,3632 

-0,3565 

0,06 

0,17 

-0,5 0,5000 

0,0000 

0,5000 

0,0000 

0,00 

0,00 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,00 

0,00 
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      Таблиця А.3 

Компоненти напружень z
~ , xz

~  квадратної транстропної пластини 

( 1/;1,0/;1;2,0/ EEGGnmah )  
 

h

z
 z

~  
W
~ xz

~  

3,0  3,0;0  % 3,0  3,0;0  % 

0,5 -0,5000 

-1,0000 

-0,5000 

-1,0000 

0,00 

0,00 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,00 

0,00 

0,25 -0,3283 

-0,8280 

-0,3279 

-0,8276 

0,12 

0,05 

-0,9087 

-0,9100 

-0,9089 

-0,9103 

0,02 

0,03 

0,00 0,0000 

-0,4995 

0,0000 

-0,4994 

- 

0,02 

-1,1090 

-1,1090 

-1,1069 

-1,1069 

0,19 

0,19 

-0,25 0,3283 

-0,1714 

0,3279 

-0,1717 

0,12 

0,17 

-0,9087 

-0,9075 

-0,9089 

-0,9076 

0,02 

0,01 

-0,5 0,5000 

0,0000 

0,5000 

0,0000 

0,00 

0,00 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,00 

0,00 

 

 

Таблиця А.4 

Компоненти НДС квадратної ізотропної однорідної пластини 

( 0/;1;3,0;1/ mnmn qpnmvah ) 

 
Розв’язок 

hz /  x
~  t  

% 
z

~  
t  

% 

xz
~  t  

% 
W
~

 t  

% 

Точний 
розв’язок 

0 
-0,25 
-0,5 

0 
0,0673 
0,4760 

- 
- 
- 

0 
0,2967 

0,5 

- 
- 
- 

-0,1883 
-0,1862 

0 

- 
- 
- 

-0,1282 
-0,1618 
-0,2343 

- 
- 
- 

Теорія 
Рейснера 

(НК1) 

- 
- 
- 

0 
0,2063 
0,3323 

- 
- 

30,2 

0 
0,3438 

0,5 

- 
15,9 

- 

-0,2387 
-0,1791 

0 

26,8 
- 
- 

-0,1748 
-0,1748 
-0,1748 

36,3 
- 

25,4 
За НК13 

ВМТ 
- 
- 
- 

0 
0,0651 
0,4440 

- 
- 

6,72 

0 
0,2964 

0,5 

- 
0,10 

- 

-0,1852 
-0,1891 

0 

1,65 
- 
- 

-0,1295 
-0,1598 
-0,2508 

1,01 
- 

7,04 
За НК135 

ВМТ 
- 
- 
- 

0 
0,0670 
0,4743 

- 
- 

0,36 

0 
0,2967 

0,5 

- 
0,00 

- 

-0,1881 
-0,1861 

0 

0,11 
- 
- 

-0,1278 
-0,1617 
-0,2372 

0,31 
- 

1,24 
За ВП 

Ху-Вашіцу 
(у [310]) 

- 
- 
- 

0 
0,0483 
0,4924 

- 
- 

3,45 

0 
0,2925 

0,5 

- 
1,42 

- 

-0,1810 
-0,1902 
0,0000 

3,88 
- 
- 

-0,1336 
-0,1579 
-0,2310 

4,21 
- 

1,41 
За ВП 

Лагранжа 
(у [310]) 

- 
- 
- 

0,0000 
0,0314 
0,5287 

- 
- 

11,1 

0,0000 
0,2102 
0,5000 

- 
29,2 

- 

-0,1997 
-0,1693 
-0,0787 

6,05 
- 
- 

-0,1323 
-0,1562 
-0,2280 

3,20 
- 

2,69 
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Таблиця А.5 

Компоненти НДС квадратної однорідної ізотропної пластини 

( ;3/1/ ah  3,0v ; 1/;1 mnmn qpnm ) 

 
Теорії Напруження Прогини 

x
~ ( 2/hz ) t  % W

~
( 0z ) t  % 

Точний розв’язок -2,124 - -3,491 - 

Класична теорія -1,778 16,3 -2,270 35,0 

За теорією С. Амбарцумяна [12] -1,930 9,13 -3,693 5,79 

За теорією В. Піскунова і др. [282] -2,045 3,72 -3,682 5,47 

За теорією Х. Муштарі [254] -2,090 1,60 -3,560 1,98 

За теорією В. Піскунова, 

В. Присяжнюка [303] 

-2,118 0,28 -3,500 0,26 

За НК01 ВМТ -2,086 1,79 -3,591 2,86 

За НК0-3 ВМТ -2,120 0,19 -3,493 0,06 

За НК0-5 ВМТ -2,124 0,00 -3,491 0,00 
 

 

Таблиця А.6 

Компоненти НДС квадратної транстропної пластини 

( 1;3,0;1/;1,0/;5,0/ nmvvEEGGah ; 1//0/ mnmnmnmn qpqp ) 

 
hz /  НК1 

НК01 
НК13 
НК0-3 

НК135 
НК0-5 

ТТ 5t  3t  1t  
pq  

 

x
~  

0,5 -0,9250 
-1,098 

-1,587 
-1,692 

-1,889 
-2,016 

-1,951 
-2,083 

3,18 
3,22 

18,7 
18,8 

52,6 
44,3 

6,34 
- 

0 0 
-0,1725 

0 
-0,0582 

0 
-0,0620 

0 
-0,0627 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

-0,5 0,9250 
0,7525 

1,587 
1,481 

1,889 
1,761 

1,951 
1,820 

- 
3,24 

 
18,6 

 
58,7 

7,2 
- 

hz /  W
~

 
0,5 

 
-6,726 
-6,726 

-6,337 
-6,564 

-6,277 
-6,506 

-6,260 
-6,486 

0,27 
0,31 

1,23 
1,20 

7,44 
3,70 

3,48 
- 

0 -6,726 
-6,726 

-6,250 
-6,250 

-6,225 
-6,225 

-6,226 
-6,226 

0,02 
- 

0,39 
- 

8,03 
- 

- 
- 

-0,5 -6,726 
-6,726 

-6,337 
-6,109 

-6,277 
-6,049 

-6,260 
-6,035 

- 
0,23 

 
1,23 

 
11,4 

3,73 
- 
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Таблиця А.7 

Компоненти НДС квадратної транстропної пластини 

( 1;3,0;1/;1,0/;2,0/ nmvvEEGGah ; 1//0/ mnmnmnmn qpqp ) 
 

 
hz /

 

НК1 
НК01 

НК13 
НК0-3 

НК135 
НК0-5 

ТТ 5t  3t  1t  
pq

 

 

x
~  

0,5 -5,074 
-5,247 

-6,466 
-6,555 

-6,589 
-6,680 

-6,593 
-6,685 

0,06 
0,07 

1,93 
1,94 

23,4 
21,5 

1,38 
- 

0 0 
-0,1725 

0 
-0,0679 

0 
-0,0681 

0 
-0,0685 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

-0,5 5,074 
4,902 

6,466 
6,377 

6,589 
6,498 

6,593 
6,502 

- 
0,06 

- 
1,92 

- 
24,6 

1,40 
- 

hz /  W
~

 

0,5 -56,75 
-56,75 

-55,26 
-55,49 

-55,16 
-55,38 

-55,15 
-55,38 

0,02 
0,00 

0,20 
0,20 

2,90 
2,47 

0,42 
- 

0 -56,75 
-56,75 

-55,71 
-55,71 

-55,70 
-55,70 

-55,70 
-55,70 

0,00 
- 

0,02 
- 

1,89 
- 

- 
- 

-0,5 -56,75 
-56,75 

-55,26 
-55,04 

-55,16 
-54,93 

-55,15 
-54,92 

- 
0,02 

 
0,22 

 
3,33 

0,42 
- 

 

Таблиця А.8 

Компоненти НДС квадратної ізотропної пластини 

( 1//0/;1;3,0;5,0/ mnmnmnmn qpqpnmvah ) 

 
 
hz /

 

КТ НК1 

НК01 

НК13 

НК0-3 

НК135 

НК0-5 

ТР 5t  

% 
3t  

% 
1t  

% 
pq  

% 

x
~  

0,5 -0,7903 
-0,7903 

-0,9250 
-1,098 

-1,013 
-1,190 

-1,018 
-1,205 

-1,019 
-1,206 

0,10 
0,08 

0,59 
1,33 

9,22 
8,96 

15,5 
- 

0 0 
0 

0 
-0,1725 

0 
-0,0186 

0 
-0,0200 

0 
-0,0219 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

-0,5 0,7903 
0,7903 

0,9250 
0,7525 

1,013 
0,8350 

1,018 
0,8323 

1,019 
0,8319 

- 
0,05 

- 
0,37 

- 
9,54 

22,5 
- 

hz /  W
~

 

0,5 -0,4485 
-0,4485 

-1,036 
-1,036 

-1,014 
-1,242 

-0,9946 
-1,217 

-0,9947 
-1,216 

0,01 
0,08 

1,94 
2,14 

4,15 
14,8 

18,2 
- 

0 -0,4485 
-0,4485 

-1,036 
-1,036 

-0,9699 
-0,9699 

-0,9675 
-0,9675 

-0,9683 
-0,9683 

0,08 
- 

0,17 
- 

6,99 
- 

- 
- 

-0,5 -0,4485 

-0,4485 

-1,036 

-1,036 

-1,014 

-0,7861 

-0,9946 

-0,7720 

-0,9947 

-0,7732 

- 

0,16 

- 

1,67 

- 

34,0 

28,6 

- 
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Таблиця А.9 

Компоненти НДС квадратної ізотропної пластини 

( 1;3,0;2,0/ nmvah ; 1//0/ mnmnmnmn qpqp ) 

 

h

z
 

КТ НК1 

НК01 

НК13 

НК0-3 

НК135 

НК0-5 

ТР 5t  

% 
3t  

% 
1t  

% 
pq

% 

x
~  

0,5 -4,940 

-4,940 

-5,074 

-5,247 

-5,148 

-5,243 

-5,148 

-5,244 

-5,148 

-5,244 

0,00 

0,00 

0,00 

0,02 

1,44 

0,06 

1,83 

- 

0 0 

0,0000 

0 

-0,1725 

0 

-0,0646 

0 

-0,0646 

0 

-0,0647 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

-0,5 4,940 

4,940 

5,074 

4,902 

5,148 

5,052 

5,149 

5,053 

5,148 

5,053 

- 

0,00 

- 

0,02 

- 

2,99 

1,88 

- 

 

h

z
 

КТ М1 

М01 

М13 

М0-3 

М135 

М0-5 

ТР 5t  

% 
3t  

% 
1t  

% 
pq

% 

W
~

 

0,5 -17,52 

-17,52 

-21,19 

-21,19 

-20,41 

-20,64 

-20,39 

-20,62 

-20,39 

-20,61 

0,00 

0,05 

0,10 

0,15 

3,92 

2,81 

1,07 

- 

0 -17,52 

-17,52 

-21,19 

-21,19 

-20,99 

-20,99 

-20,98 

-20,98 

-20,98 

-20,98 

0,00 

- 

0,05 

- 

1,00 

- 

- 

- 

-0,5 -17,52 

-17,52 

-21,19 

-21,19 

-20,41 

-20,18 

-20,39 

-20,16 

-20,39 

-20,16 

- 

0,00 

- 

0,10 

- 

5,11 

1,14 

- 

 

 

Таблиця А.10 

Компоненти НДС квадратної транстропної пластини 

( 1;3,0;10/;1/;5,0/ nmvvEEGGah ; 1//0/ mnmnmnmn qpqp ) 
 

h

z
 x

~  W
~

 

НК1 

НК01 

НК13 

НК0-3 

НК135 

НК0-5 

ТР НК1 

НК01 

НК13 

НК0-3 

НК135 

НК0-5 

ТР 

0,5 -0,8038 

-0,8211 

-0,9574 

-0,9758 

-0,9658 

-0,9856 

-0,9662 

-0,9857 

-1,07 

-1,076 

-1,070 

-1,092 

-1,065 

-1,090 

-1,065 

-1,090 

0 0 

-0,0173 

0 

-0,0020 

0 

-0,0024 

0 

-0,0023 

-1,076 

-1,076 

-1,061 

-1,061 

-1,061 

-1,061 

-1,062 

-1,062 

-0,5 

 

0,8038 

0,7866 

0,9574 

0,9389 

0,9658 

0,9461 

0,9662 

0,9467 

-1,076 

-1,076 

-1,070 

-1,042 

-1,065 

-1,040 

-1,065 

 -1,041 
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                                                                                                            Таблиця А.11 

Компоненти НДС квадратної транстропної пластини  ( 5,0/ ah ; 

1;3,0;1,0;1,0/;1,0/ nmvvEEGG ; 1//0/ mnmnmnmn qpqp ) 

h

z
 x

~  W
~

 

НК1 

НК01 

НК13 

НК0-3 

НК135 

НК0-5 

ТР НК1 

НК01 

НК13 

НК0-3 

НК135 

НК0-5 

ТР 

0,5 

 

-1,239 

-1,814 

-1,837 

-2,366 

-2,172 

-2,892 

-2,235 

-3,011 

-6,621 

-6,621 

-6,944 

-9,040 

-6,767 

-8,866 

-6,699 

-8,770 

 

0 

0 

-0,5750 

0 

-0,0626 

0 

-0,1257 

0 

0,1111 

-6,621 

-6,621 

-5,777 

-5,777 

-5,740 

-5,740 

-5,743 

-5,743 

 

-0,5 

1,239 

0,6643 

1,837 

1,308 

2,172 

1,451 

2,235 

1,459 

-6,621 

-6,621 

-6,944 

-4,849 

-6,767 

-4,669 

-6,699 

-4,627 

 

 

 

Таблиця А.12 

Компоненти НДС квадратної ізотропної пластини  

( 9;3,0;1/;1/;1,0/ nmvvEEGGah ; 1//0/ mnmnmnmn qpqp ) 

 
hz /

 

КТ НК1 

НК01 

НК13 

НК0-3 

НК135 

НК0-5 

ТР 5t  

% 
3t  

% 
1t  

% 
pq

% 

x
~  

0,5 -0,2439 

-0,2439 

-0,3780 

-0,5511 

-0,4872 

-0,7438 

-0,5108 

-0,8282 

-0,5119 

-0,8287 

0,21 

0,06 

4,83 

10,2 

26,2 

33,6 

38,2 

- 

0 0 

0,0000 

0 

-0,1725 

0 

0,0460 

0 

0,0318 

0 

0,0274 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

-0,5 0,2439 

0,2439 

0,3786 

0,2061 

0,4872 

0,2305 

0,5108 

0,1935 

0,5119 

0,1951 

- 

0,82 

- 

18,1 

- 

5,64 

162 

- 

hz /  W
~

 

0,5 -0,0427 

-0,0427 

-0,2239 

-0,2239 

-0,2944 

-0,4876 

-0,2791 

-0,4827 

-0,2769 

-0,4682 

0,79 

3,10 

6,32 

4,14 

19,1 

52,2 

40,9 

- 

0,0 -0,0427 

-0,0427 

-0,2239 

-0,2239 

-0,1766 

-0,1766 

-0,1747 

-0,1747 

-0,1751 

-0,1751 

0,23 

- 

0,86 

- 

27,9 

- 

- 

- 

-0,5 -0,0427 

-0,0427 

-0,2239 

-0,2239 

-0,2944 

-0,1013 

-0,2791 

-0,0754 

-0,2769 

-0,0855 

- 

11,8 

- 

18,5 

- 

162 

224 

- 
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Таблиця А.13 

Компоненти НДС квадратної транстропної пластини 

( 9;3,0;1/;1,0/;1,0/ nmvvEEGGah ; 1//0/ mnmnmnmn qpqp ) 

h

z
 x

~  W
~

 

НК1 

НК01 

НК13 

НК0-3 

НК135 

НК0-5 

ТР НК1 

НК01 

НК13 

НК0-3 

НК135 

НК0-5 

ТР 

0,5 -0,3786 

-0,5511 

-0,6304 

-0,7395 

-0,8975 

-1,0674 

-1,057 

-1,240 

-1,980 

-1,980 

-1,881 

-2,102 

-1,847 

-2,076 

-1,831 

-2,050 

0 0 

-0,1725 

0 

-0,0522 

0 

-0,0647 

0 

-0,0597 

-1,980 

-1,980 

-1,761 

-1,761 

-1,737 

-1,737 

-1,735 

-1,735 

-0,5 0,3786 

0,2061 

0,6304 

0,5212 

0,8975 

0,7276 

1,057 

0,8745 

-1,980 

-1,980 

-1,881 

-1,660 

-1,847 

-1,618 

-1,831 

-1,611 

 

 

 

Таблиця А.14 

Залежність x
~  на верхній лицевій площині  

квадратної ізотропної пластини від ha /  і m  

m  ha /  x
~  

КТ НК13 НК135 ТР 

1 1 -0,1976 -0,4440 -0,4743 -0,4760 

2 -0,7903 -1,013 -1,018 -1,019 

5 -4,940 -5,148 -5,149 -5,152 

10 -19,76 -19,96 -19,96 -20,02 

5 2 -0,0316 -0,2134 -0,3501 -0,4002 

5 -0,1976 -0,4440 -0,4743 -0,4760 

10 -0.7903 -1.013 -1.018 -1.019 

20 -3.161 -3.371 -3.373 -3.373 

9 2 -0,0098 -0,1041 -0,2267 -0,4000 

5 -0,0610 -0,2890 -0,3864 -0,4035 

10 -0,2439 -0,4872 -0,5108 -0,5119 

20 -0,9757 -1,195 -1,200 -1,200 
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Таблиця А.15 

Залежність W
~

 на верхній лицевій площині  

квадратної ізотропної пластини від ha /  і m  

m  ha /  W
~

 

КТ НК13 НК135 ТР 

1 1 -0,0280 -0,2508 -0,2372 -0,2343 

2 -0,4485 -1,014 -0,9946 -0,9947 

5 -17,52 -20,41 -20,39 -20,41 

10 -280,3 -291,5 -291,5 -292,3 

5 2 -0,0007 -0,0738 -0,0899 -0,0820 

5 -0,0280 -0,2508 -0,2372 -0,2343 

10 -0.4485 -1.014 -0.9946 -0.9946 

20 -7.176 -9.071 -9.051 -9.054 

9 2 -0,0001 -0,0271 -0,0447 -0,0455 

 5 -0,0027 -0,1173 -0,1220 -0,1145 

 10 -0,0427 -0,2944 -0,2791 -0,2769 

 20 -0,6836 -1,353 -1,334 -1,334 
 
 

Таблиця А.16 

Значення x
~  для квадратної пластини ( ;1/ EE  ;3,0vv  ;1nm  5,0/ hz ; 

0/ mnmn qp ; в чисельнику –  за НК13, в знаменнику – точні) 

ah /  GG / = 

=1 

 

% 

GG / = 

=1/2 

 

% 

GG / = 

=1/10 

 

% 

GG / = 

=1/50 

 

% 

1/2 -1,013 0,59 -1,139 2,40 -1,587 18,7 -1,910 50,7 

-1,019 -1,167 -1,951 -3,877 

1/5 -5,148 0,04 -5,322 0,09 -6,466 1,93 -9,121 15,8 

-5,150 -5,327 -6,593 -10,83 

1/10 -19,96 0,00 -20,15 0,00 -21,53 0,19 -26,87 2,86 

-19,96 -20,15 -21,57 -27,66 

1/20 -79,24 0,00 -79,42 0,00 -80,88 0,01 -87,67 0,33 

-79,24 -79,42 -80,89 -87,96 
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Таблиця А.17 

Значення W
~

 для квадратної пластини ( ;1/ EE  ;3,0vv  ;1nm  5,0/ hz ; 

0/ mnmn qp ; в чисельнику – за НК13, в знаменнику – точні) 

ah /  GG / = 

=1 

 

% 

GG / = 

=1/2 

 

% 

GG / = 

=1/10 

 

% 

GG / = 

=1/50 

 

% 

1/2 -1,014 1,94 -1,632 1,75 -6,337 1,23 -29,05 2,22 

-0,9947 -1,604 -6,260 -28,42 

1/5 -20,41 0,00 -24,35 0,12 -55,26 0,20 -202,6 0,35 

-20,41 -24,32 -55,15 -201,9 

1/10 -291,5 0,00 -307,27 0,01 -432,9 0,02 -1046,5 0,03 

-291,5 -307,23 -432,8 -1046,2 

1/20 -4529 0,00 -4592 0,00 -5097 0,00 -7608 0,01 

-4529 -4592 -5097 -7607 
 
 

Таблиця А.18 

Значення x
~  для квадратної пластини ( ;1/ EE ;3,0vv ;1nm  

1/ mnmn qp ; в чисельнику – за НК0-3, в знаменнику – точні) 

ah /  hz /  GG / = 

=1 

 

% 

GG / = 

=1/2 

 

% 

GG / = 

=1/10 

 

% 

GG / = 

=1/50 

 

% 

1/2 0,5 -1,190 1,33 -1,296 3,14 -1,692 18,8 -1,993 49,7 

-1,206 -1,338 -2,083 -3,959 

-0,5 0,8350 0,37 0,9828 1,22 1,481 18,6 1,828 51,3 

0,8319 0,9949 1,820 3,754 

1/5 0,5 -5,243 0,04 -5,417 0,09 -6,555 1,94 -9,202 15,7 

-5,245 -5,422 -6,685 -10,91 

-0,5 5,052 0,04 5,228 0,08 6,377 1,92 9,041 15,8 

5,054 5,232 6,502 10,74 

1/10 0,5 -20,05 0,00 -20,23 0,00 -21,61 0,18 -26,95 2,81 

-20,05 -20,23 -21,65 -27,73 

-0,5 19,88 0,00 20,07 0,00 21,45 0,19 26,79 2,86 

19,88 20,07 21,49 27,58 

1/20 0,5 -79,32 0,00 -79,50 0,00 -80,96 0,00 -87,75 0,32 

-79,32 -79,50 -80,96 -88.03 

-0,5 79,16 0,00 79,35 0,00 80,81 0,00 87,60 0,32 

79,16 79,35 80,81 87,88 
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-0,6
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-0,2
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0,2

0,4

0,6

-4 -2 0 2 4

Таблиця А.19 

Значення W
~

 для квадратної пластини ( ;1/ EE  ;3,0vv  ;1nm  

1/ mnmn qp ; в чисельнику – за НК0-3, в знаменнику – точні) 

ah /  hz /  GG / = 

=1 

 

% 

GG / = 

=1/2 

 

% 

GG / = 

=1/10 

 

% 

GG / = 

=1/50 

 

% 

1/2 0,5 -1,242 2,15 -1,860 1,81 -6,564 1,20 -29,28 2,20 

-1,210 -1,827 -6,486 -28,65 

-0,5 -0,7861 1,67 -1,404 1,67 -6,109 1,23 -28,83 2,27 

-0,7732 -1,381 -6,035 -28,19 

1/5 0,5 -20,64 0,00 -24,58 0,16 -55,49 0,22 -202,9 0,40 

-20,64 -24,54 -55,38 -202,1 

-0,5 -20,18 0,00 -24,12 0,19 -55,04 0,22 -202,4 0,35 

-20,18 -24,09 -54,92 -201,7 

1/10 0,5 -291,7 0,00 -307,5 0,00 -433,1 0,02 -1047 0,10 

-291,7 -307,5 -433,0 -1046 

-0,5 -291,3 0,00 -307,0 0,00 -432,7 0,02 -1046,3 0,03 

-291,3 -307,0 -432,6 -1046,0 

1/20 0,5 -4529 0,00 -4592 0,00 -5097 0,00 -7608 0,013 

-4529 -4592 -5097 -7607 

-0,5 -4529 0,00 -4592 0,00 -5097 0,00 -7607 0,000 

-4529 -4592 -5097 -7607 

 

                                                        z~  
 

 

 

x
~  

 

 

 
   Рис.А.1. Змінювання x

~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

    ( 0/;1;3,0;1/;1,0/;3/1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 
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    Рис.А.2. Змінювання xz
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

     ( 0/;1;3,0;1/;1,0/;3/1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 

 
                                                           z~  

 

 

 

yx
~  

 

 

\   Рис.А.3. Змінювання yx
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

     ( 0/;1;3,0;1/;1,0/;3/1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 

 

                                                                                                                  z~  

 

 

 

W
~

 

 

     

      Рис.А.4. Змінювання W
~

 по товщині квадратної пластини ( haa ) 

      ( 0/;1;3,0;1/;1,0/;3/1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 
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      Рис.А.5. Змінювання x
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

       ( 1/;1;3,0;1/;1,0/;3/1/ mnmn qpnmvvEEGGah ) 

 

 

                                                                                                                    z~  

 

 

 

      

Рис.А.6. Змінювання z
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

       ( 1/;1;3,0;1/;1,0/;3/1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 

 

 

                                                            z~  

 

 

yx
~  

 

 

     Рис.А.7. Змінювання yx
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

       ( 1/;1;3,0;1/;1,0/;3/1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 
 

z
~
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   Рис.А.8. Змінювання W
~

 по товщині квадратної пластини ( haa ) при 

        .1/;1;3,0;1/;1,0/;3/1/ mnmn qpnmvvEEGGah  

                                                             z~  

 

 

 

x
~  

 

 

 
     Рис.А.9. Змінювання x

~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

        ( 0/;1;3,0;1/;1/;1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 

 

                                                                                    z~  

 

 

x
~  

 

 

 

    Рис.А.10. Змінювання x
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

        ( 1/;1;3,0;1/;1/;1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 



 407 

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

-0,3 -0,25 -0,2 -0,15 -0,1 -0,05 0

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1

                                                                z~  

 

 

 

x
~  

 

     

Рис.А.11. Змінювання x
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

        ( 0/;1;3,0;1/;1,0/;1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 

 

                                                                                                                    z~  
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~  

 

 

     Рис.А.12. Змінювання xz
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

         ( 0/;1;3,0;1/;1,0/;1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 

 
z~  

 

 

 

x
~  

 

 

       Рис.А.13. Змінювання x
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

          ( 1/;1;3,0;1/;1,0/;1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 
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     Рис.А.14. Змінювання xz
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

         ( 1/;1;3,0;1/;1,0/;1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 

 

                                                             z~  

 

 

x
~  

 

        

 

    Рис.А.15. Змінювання x
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

     ( 0/;9;3,0;1/;1/;3/1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 

 

                                                                                               z~  

 

 

x
~  

 

    

 

      Рис.А.16. Змінювання x
~  по товщині квадратної пластини ( haa ) 

        ( 1/;9;3,0;1/;1/;3/1/ mnmn qpnmvvEEGGah ). 
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         0/),( qyxq  
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Рис. А.17. Графік змінювання поперечного навантаження 0/),( qyxq  

                    в залежності від )~(~ yx  при 2/1~y  ( )2/1~x , 15S . 
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       Рис. А.18. Графік змінювання поперечного навантаження 0/),( qyxq  

                   в залежності від )~(~ yx  при 2/1~y  ( )2/1~x , 6S . 

 

Таблиця А.20 

Залежність компонент НДС у різних наближеннях 

від квазізосередженого навантаження 

GG /
 

 

nm  

НК1 НК13 НК135 ТР 
1t  3t  5t  

)5,0~(~ zx  

1 1,3,…,29 -1,738 -1,818 -1,890 -1,914 9,20 5,02 1,25 

0,1 1,3,…,11 -4,061 -4,765 -4,989 -5,080 20,1 6,20 1,79 

GG /  nm  )25,0~(~ zz  

1 1,3,…,29 -0,3438 -0,2281 -0,2279 -0,2277 51,0 0,18 0,09 

0,1 1,3,…,11 -0,3438 -0,2960 -0,2945 -0,2950 16,5 0,34 0,17 

GG /  nm  )0~(
~

zW  

1 1,3,…,29 -20,15 -20,07 -20,07 -20,07 0,40 0,00 0,00 

0,1 1,3,…,11 -78,58 -77,97 -77,95 -77,95 0,81 0,03 0,00 
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Таблиця А.21 

Показники змінюваності вихрового і потенціального пограншарів при 

кососиметричному навантаженні транстропної пластини ( ;1/ EE 3,0vv ) 
 

GG /  
`1

~
 3

~
 k

~
 

(при 03 ) 

~
 

по [286] 

1
~  

3
~  k

~  

0,01 0,3142 1,011 0,3347 0,2876 0,5622 112,4 - 

0,1 0,9935 3,196 1,058 0,9094 1,805 35,00 - 

1 3,142 10,11 3,347 2,876 - - 7,331 

10 9,935 31,96 10,58 9,094 - - 5,025 

100 31,42 101,1 33,47 28,76 - - 4,733 

 

Таблиця А.22 

Показники змінюваності вихрового і потенціального пограншарів при  

симетричному навантаженні транстропної пластини ( ;1/ EE 3,0vv ) 
 

GG /  
2

~
 0

~  2
~  

s
~  

0,01 0,6481 0,3840 58,54 - 

0,1 2,049 1,234 18,22 - 

1 6,481 - - 4,154 

10 20,49 - - 3,086 

100 64,81 - - 2,958 

 

А.3. Основні прикладні висновки до розрахунку  

транстропних пластин довільної товщини 

 

Прикладні висновки для ВНДС базуються на основі наведених у  роботі і 

додатково отриманих чисельних результатів для всіх компонент НДС пластин в 

широких межах змінення МГХ. 

Теорія Тимошенка-Рейснера (ТТР) при плавних навантаженнях придатна для 

опису НДС таких пластин: ізотропних при кососиметричних навантаженнях (НК1) 

для 5/1/ ah  (найбільше розходження з точними для x  складає менше 1,44 %, а 

для поперечних переміщень–менше 3,92 %); ізотропних пластин при згинально-

обтискуючих (уточнена ТТР, НК01) навантаженнях для 5/1/ ah  (найбільше 
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розходження з точними по x  складає менше 2,99 %, а для поперечних переміщень–

5,11%); транстропних пластин  ( ;;0,1/1,0 EEGG ) для 5/1/ ah  

(найбільше розходження по W  з точними складає при кососиметричному 

навантаженні менше 2,90 % для 1,0/ GG  і менше 3,92 % для 1/GG , а при 

згинально-обтискуючому навантаженні по уточненій ТТР менше ( 11.533,3 ) %). 

Транстропні пластини при плавних поперечних навантаженнях.  

При кососиметричному поперечному навантаженні (навантаження 

інтенсивності 2/),( yxq  діє униз і прикладене одночасно до верхньої і нижньої 

лицевих площин; навантаження 0),( yxp ): 1) тангенціальні нормальні 

напруження на  обох  лицевих  площинах  зростають  при зменшенні товщини,  

GG / , EE / ; 2) вертикальні переміщення на обох лицевих площинах однакові і 

зростають при зменшенні товщини, GG / , ; збільшенні EE /  (але незначним 

чином); прогини лицевих площин більші, ніж серединної площини; 3) поперечні нормальні 

напруження змінюються по товщині практично лінійно; 4) поперечні дотичні напруження 

мають два екстремуми, які зміщені від серединної площини (приблизно на 5/h ). 

При згинально-обтискуючому навантаженні ( ),( yxq  діє униз і прикладене 

до верхньої лицевої площини): 1) поперечні нормальні напруження змінюються 

по товщині практично лінійно; 2) поперечні дотичні напруження мають 

екстремум, зміщений від серединної площини до верхньої лицевої площини 

(приблизно на 5/h ). 

На верхній лицевій площині: 1) тангенціальні нормальні напруження 

зростають при зменшенні товщини, GG / , зменшенні EE /  (але в меншій мірі, 

ніж при зменшенні GG / ); при збільшенні  (незначним чином); 2) 

тангенціальні нормальні напруження на верхній лицевій площині більші, ніж на 

нижній, і різниця зростає із збільшенням товщини; 3) вертикальні переміщення 

зростають при зменшенні товщини, GG / , EE /  (але незначним чином), ; 

прогини верхньої лицевої площини більші, ніж нижньої. 

На нижній лицевій площині: 1) тангенціальні нормальні напруження 

зростають при зменшенні товщини, GG / , (але незначним чином), збільшенні 
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EE / ; 2) вертикальні переміщення зростають при зменшенні товщини, GG / , , 

збільшенні EE / ; прогини верхньої лицевої площини більші, ніж нижньої. 

За ТТР: тангенціальні нормальні напруження не змінюються при 

змінюванні GG / , а поперечні переміщення однакові по товщині (теорія не 

ураховує поперечне обтискання); поперечні нормальні напруження за 

абсолютним значенням більші, ніж за  варіантами МТ. 

Квадратні пластини при кососиметричному навантаженні: 

1) найбільші тангенціальні нормальні напруження згідно НК13 

відрізняються від точних 

менше 2,4% для 2/1/5/1 ah , 1/2/1 GG ; 

менше 1,9% для 5/1/10/1 ah , 1/10/1 GG ; 

менше 2,9% для 10/1/ ah , 1/50/1 GG ; 

2) найбільші поперечні переміщення за абсолютним значенням згідно 

НК13 відрізняються від точних менше 2,2% для 2/1/ ah , 1/50/1 GG ; 

За ТТР x  на лицевих площинах відрізнялись від точних 

при 2/1/5/1 ah  для ізотропних пластин в межах 1,5 % – 10,2 %, а для 

транстропних (при 3,0,1/,10/1/ EEGG ) в межах 29,9 % –110,9 %; 

для тих же МГХ поперечні переміщення w  відрізнялись від точних для 

ізотропних пластин в межах 3,8 % – 4,0 %, а для транстропних в межах 2,8 % –

6,9 % (відсотки наведені по відношенню до значень за теорією Рейснера). 

Квадратні пластини при згинально-обтискуючому навантаженні: 

1) найбільші тангенціальні нормальні напруження за модулем згідно НК0-3 

відрізняються від точних 

менше 3,1% для 2/1/5/1 ah , 1/2/1 GG ; 

менше 1,9% для 5/1/10/1 ah , 1/10/1 GG ; 

менше 2,9% для 10/1/ ah , 1/50/1 GG . 

Найбільші поперечні переміщення за модулем в НК0-3 відрізняються від 

точних менше 2,3% для 2/1/ ah , 1/50/1 GG . Вплив поперечного 

обтискання на НДС зростає із збільшенням h , GG / ; зменшенням EE / , . 
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За ТТР x  на лицевих площинах відрізнялись від точних 

при 2/1/5/1 ah  для ізотропних пластин в межах 3,4 % – 30,4 %, а для 

транстропних (при 3,0,1/,10/1/ EEGG ) в межах 31,8 % –125,2 %; 

для тих же МГХ поперечні переміщення w  відрізнялись від точних для 

ізотропних пластин в межах 2,7 % – 17,4 %, а для транстропних в межах 2,4 % –

3,6 % (відсотки наведені по відношенню до значень за теорією Рейснера). 

Транстропні пластини при негладких і квазізосереджених поперечних 

навантаженнях.  

При негладких навантаженнях КТ Кірхгофа-Лява і ТТР дають абсолютно 

хибні результати (для ізотропних пластин при 10/1/ ah  різниця з точними для 

x  складає при кососиметричному навантаженні 35,4 %, а при згинально-

обтискуючому 119,2 %; для транстропних при 10/1/GG  різниця при 

кососиметричному навантаженні 179,2 %, а при згинально-обтискуючому 227,5 

%). Тому потрібно використовувати високі наближення. НК0-3 дає високоточні 

результати для ізотропних пластин при кососиметричному  навантаженні при 

hma 8,1/  ( m –кількість півхвиль при полігармонічному навантаженні), а при 

згинально-обтискуючому – при hma 0,2/  (розходження з точними менше 3%). 

При зосереджених і локальних навантаженнях КТ і ТТР дають незадовільні 

результати навіть для тонких пластин ( 1,0/ ah ). Із зменшенням GG /  

розходження в порівнянні з точними результатами зростає. 
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Додаток Б 

Ілюстрації компонент НДС однорідних фізично нелінійних і транстропних 

пластин з використанням методу збурень 

 
                                                             z~  

 

 

x
~  

        
Рис. Б.1. Змінювання x

~  по товщині фізично нелінійної пластини із чистої міді 

при циліндричному згині ( МПаqmah m 15;1;5/1/ ). 

 

                                                              z~  

 

 

z
~  

 

 

 
Рис. Б.2. Змінювання z

~  по товщині фізично нелінійної пластини із чистої міді 

при циліндричному згині ( МПаqmah m 15;1;5/1/ ). 

 

                                                            z~  
 

 

 

U
~

 

 

 
 
 

Рис. Б.3. Змінювання U
~

 по товщині фізично нелінійної пластини із чистої міді 

при циліндричному згині ( МПаqmah m 15;1;5/1/ ). 
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Рис. Б.4. Змінювання W
~

 по товщині фізично нелінійної пластини із чистої міді 

при циліндричному згині ( МПаqmah m 15;1;5/1/ ). 

 

 

                                                                                                               Таблиця Б.1 

Компоненти НДС ФНП із чистої міді (ФН в НК13; 1,0l ) при циліндричному  

згині з МГХ: ;3/1/ ah G=44230 МПа;  6
2 1018,0;349,0 g  

 
z/h КЛТ ФЛ   

НК1 

ФЛ 

НК13 

ФЛ 

НК135 

ФН 

10mq  

МПа 

 
% 

 

ФН 

15mq  

МПа 

 
% 

 

x
~  

0,5 -5,472 -5,586 -5,678 -5,680 -5,615 1,14 -5,537 2,52 

0 0 0 0 0 0 - 0 - 

-0,5 5,472 5,586 5,678 5,680 5,615 - 5,537 - 

z/h xz
~  

0,5 0 0 0 0 0 - 0 - 

0 0,7162 -1,433 -1,419 -1,419 -1,409 0,70 -1,397 1,55 

-0.5 0 0 0 0 0 - 0 - 

z/h U
~

 

0,5 4,589 4,460 4,537 4,539 4,615 1,67 4,712 3,81 

0 0 0 0 0 0 - 0 - 

-0,5 -4,589 -4,460 -4,537 -4,539 -4,615 - -4,712 - 

z/h W
~

 

0,5 -8,764 -11,47 -10,81 -10,79 -10,92 1,20 -11,07 2,59 

0 -8,764 -11,47 -11,29 -11,29 -11,42 - -11,58 - 

-0,5 8,764 -11,47 -10,81 -10,79 -10,92 - -11,07 - 
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Таблиця Б.2 

Компоненти НДС ФНП із чистої міді (ФН в НК13; 1,0l ) при циліндричному  

згині з МГХ: ;5/1/ ah G=44230 МПа;  6
2 1018,0;349,0 g  

 
z/h КЛТ ФЛ 

НК1 

ФЛ 

НК13 

ФЛ 

НК135 

ФН 

10mq  

МПа 

 
% 

 

ФН 

15mq  

МПа 

 
% 

 

x
~  

0,5 -15,20 -15,31 -15,40 -15,40 -13,91 9,68 -12,06 21,7 

0,25 -7,599 -7,707 -7,511 -7,511 -8,313 - -9,315 - 

0 0 0 0 0 0 - 0 - 

z/h xz
~  

0,5 0 0 0 0 0 - 0 - 

0,25 -0,8953 -1,791 -1,792 -1,792 -1,635 - -1,439 - 

0 -1,194 -2,387 -2,380 -2,380 -2,296 3,53 -2,191 7,94 

z/h U
~

 

0,5 21,24 21,03 21,15 21,15 24,78 17,2 29,31 38,6 

0,25 10,62 10,52 10,24 10,24 12,08 - 14,37 - 

0 0 0 0 0 0 - 0 - 

z/h W
~

 

0,5 -67,62 -75,14 -73,08 -73,06 -84,05 15,0 -97,76 33,8 

0,25 -67,62 -75,14 -74,31 -74,31 -85,59 - -99,71 - 

0 -67,62 -75,14 -74,71 -74,71 -86,11 - -100,4 - 

 

                                                                                                               Таблиця Б.3 

Компоненти НДС ФНП із чистої міді (ФН в НК13; 1,0l ) при циліндричному  

згині з МГХ: ;10/1/ ah G=44230 МПа; 6
2 1018,0;349,0 g  

 
z/h КЛТ ФЛ 

НК1 

ФЛ 

НК13  

ФЛ 

НК135 

ФН 

2mq  

МПа 

 
% 

 

ФН 

4mq  

МПа 

 
% 

 

x
~  

0,5 -60,80 -60,91 -61,00 -61,00 -56,81 6,87 -44,26 27,4 

0,25 -30,40 -30,51 -30,31 -30,31 -32,48 - -38,99 - 

0 0 0 0 0 0 - 0 - 

z/h xz
~  

0,5 0 0 0 0 0 - 0 - 

0,25 -1,791 -3,581 -3,582 -3,582 -3,375 - -2,753 - 
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Продовження табл. Б.3 

z/h xz
~  

0 -2,387 -4,775 -4,771 -4,771 -4,663 2,26 -4,340 9,03 

z/h U
~

 

0,5 170,0 169,5 169,8 169,8 189,7 11,7 249,6 47,0 

0,25 84,98 84,76 84,28 84,22 94,24 - 124,3 - 

0 0 0 0 0 0 - 0 - 

z/h W
~

 

0,5 -1082 -1112 -1103 -1103 -1229 11,4 -1606 45,6 

0,25 -1082 -1112 -1109 -1109 -1235 - -1615 - 

0 -1082 -1112 -1110 -1110 -1237 - -1618 - 

 

 

                                                                                                               Таблиця Б.4 

Компоненти  НДС ФНП із мартенівської сталі (ФН в НК13; 1,0l ) при 

циліндричному згині з МГХ: ;5/1/ ah G =83650 МПа; 6
2 10085,0;294,0 g  

 
z/h КЛТ ФЛ 

НК1 

ФЛ 

НК13 

ФЛ 

НК135 

ФН 

10mq  

МПа 

 
% 

 

ФН 

15mq  

МПа 

 
% 

 

x
~  

0,5 -15,20 -15,29 -15,40 -15,40 -15,21 1,23 -14,96 2,86 

0,25 -7,599 -7,683 -7,511 -7,511 -7,607 - -7,727 - 

0 0 0 0 0 0 - 0 - 

z/h xz
~  

0,5 0 0 0 0 0 - 0 - 

0,25 -0,895 -1,791 -1,792 -1,792 -1,771 - -1,746 - 

0 -1,194 -2,387 -2,380 -2,380 -2,368 0,50 -2,353 1,13 

z/h U
~

 

0,5 22,10 21,93 22,09 22,09 22,55 2,08 23,13 4,71 

0,25 11,05 10,96 10,71 10,71 10,95 - 11,24 - 

0 0 0 0 0 0 - 0 - 

z/h W
~

 

0,5 -70,35 -77,66 -76,03 -76,01 -77,42 1,85 -79,16 4,14 

0,25 -70,35 -77,66 -76,99 -76,99 -78,42 - -80,21 - 

0 -70,35 -77,66 -77,31 -77,30 -78,75 - -80,56 - 
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Таблиця Б.5 

Компоненти НДС транстропної квадратної пластини з використанням методу 

збурень ізотропних властивостей  

( 1//0/;3,0;1/;8,0/;1;5/1/ mnmnmnmn qpqpvvEEGGnmah ) 

 

h

z
 x

~  W
~

 

;0l  

НК0-3 

1,0l ; 

НК0-3 

НК0-3  
% 

;0l  

НК0-3 

1,0l ; 

НК0-3 

НК0-3  
% 

0,5 -5,148 

-5,243 

-5,193 

-5,290 

-5,192 

-5,288 

0,02 

0,04 

-20,41 

-20,64 

-19,94 

-20,16 

-21,40 

-21,63 

6,82 

6,80 

0 0,0000 

-0,0646 

0,0000 

-0,0842 

0,0000 

-0,0647 

- 

- 

-20,99 

-20,99 

-20,46 

-20,46 

-21,97 

-21,97 

- 

- 

-0,5 5,148 

5,052 

5,193 

5,097 

5,192 

5,097 

- 

0,00 

-20,41 

-20,18 

-19,94 

-19,71 

-21,40 

-21,17 

- 

6,90 

 

 

Таблиця Б.6 

Компоненти НДС транстропної квадратної пластини з використанням методу 

збурень ізотропних властивостей 

( 1//0/;3,0;1/;9,0/;1;5/1/ mnmnmnmn qpqpvvEEGGnmah ) 

 

h

z
 x

~  W
~

 

;0l  

НК0-3 

1,0l ; 

НК0-3 

НК0-3  
% 

;0l  

НК0-3 

1,0l ; 

НК0-3 

НК0-3  
% 

0,5 -5,148 

-5,243 

-5,169 

-5,265 

-5,168 

-5,263 

0,02 

0,04 

-20,41 

-20,64 

-20,16 

-20,39 

-20,85 

-21,08 

3,31 

3,27 

0 0,0000 

-0,0646 

0,0000 

-0,0740 

0,0000 

-0,0646 

- 

- 

-20,99 

-20,99 

-20,71 

-20,71 

-21,42 

-21,42 

- 

- 

-0,5 5,148 

5,052 

5,169 

5,073 

5,168 

5,073 

- 

0,00 

-20,41 

-20,18 

-20,16 

-19,93 

-20,85 

-20,62 

- 

3,35 

 

 

 



 419 

 

Додаток В 

Транстропні пологі оболонки довільної товщини. 

Коефіцієнти, ілюстрації, висновки 

 

В.1. Коефіцієнти рівнянь і залежностей  
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В.2. Ілюстрації компонент НДС у вигляді таблиць і графіків 

 

Таблиця В.1 

Компоненти НДС квадратної в плані транстропної оболонки ( ;2,0/ ah  

;0/;1;3,0;1/;1,0/;5/2,1 mnmn qpnmvvEEGGaR 0/0 2,12,1 kk ) 

hz /  НК01 НК0-3 НК0-5  31  53  

x
~  

0,5 -5,688 

-5,703 

-6,954 

-6,940 

-7,068 

-7,050 

0,25 18,2 

- 

1,61 

- 

0 -1,015 

-1,040 

-0,9702 

-1,009 

-0,9870 

-1,025 

3,85 - 

- 

- 

- 

-0,5 3,658 

3,623 

4,958 

4,945 

5,070 

5,061 

0,18 26,2 

- 

2,21 

- 

hz /  W
~

 

0,5 -52,26 

-52,01 

-50,71 

-50,36 

-50,62 

-50,37 

0,49 3,06 

- 

0,18 

- 

0 -52,26 

-52,01 

-51,46 

-51,21 

-51,45 

-51,20 

0,49 - 

- 

- 

- 

-0,5 -52,26 

-52,01 

-51,39 

-51,16 

-51,29 

-51,05 

0,47 1,69 

- 

0,19 

- 

 

Таблиця В.2 

Компоненти НДС квадратної в плані транстропної оболонки ( ;2,0/ ah  

;1/;1;3,0;1/;1,0/;5/2,1 mnmn qpnmvvEEGGaR 0/0 2,12,1 kk ) 

hz /  НК01 НК0-3 НК0-5  31  53  

x
~  

0,5 -5,851 

-5,866 

-7,006 

-6,992 

-6,959 

-6,942 

0,24 16,5 

- 

0,68 

- 

0 -1,186 

-1,211 

-1,032 

-1,070 

-1,025 

-1,062 

3,61 - 

- 

- 

- 

-0,5 3,479 

3,444 

4,844 

4,832 

4,841 

4,832 

0,19 28,2 

- 

0,06 

- 

hz /  W
~

 

0,5 -52,17 

-51,91 

-50,62 

-50,35 

-49,33 

-49,07 

0,53 3,06 

- 

2,62 

- 

0 -52,17 

-51,91 

-51,13 

-50,87 

-49,91 

-49,66 

0,50 - 

- 

- 

- 

-0,5 -52,17 

-51,91 

-50,83 

-50,59 

-49,52 

-49,28 

0,48 2,64 

- 

2,65 

- 
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Таблиця В.3 

Компоненти НДС квадратної в плані транстропної оболонки 

( ;1;3,0;1/;1,0/;2/;5,0/ 2,1 nmvvEEGGaRah 02,1k ; 

1//0/ mnmnmnmn qpqp ) 

 
hz /  Компоненти НДС 

НК01 НК0-3 НК0-5 НК01 НК0-3 НК0-5 

x
~  W

~
 

0,5 -1,277 

-1,437 

-1,700 

-1,772 

-1,910 

-1,706 

-4,839 

-4,786 

-4,501 

-4,549 

-4,471 

-3,773 

0 -0,582 

-0,748 

-0,540 

-0,575 

-0,552 

-0,493 

-4,839 

-4,786 

-4,609 

-4,419 

-4,591 

-3,675 

-0,5 0,114 

-0,059 

0,595 

0,502 

0,832 

0,630 

-4,839 

-4,786 

-4,893 

-4,473 

-4,853 

-3,625 

 

 

Таблиця В.4 

Компоненти НДС квадратної в плані ізотропної оболонки 

( ;0/;1;3,0;1/;1/;40/29/;5,0/ 2,1 mnmn qpnmvvEEGGaRah  

0/0 2,12,1 kk ) 

hz /  КТ НК01 НК0-3 НК0-5  k1  31  53  

x
~  

0,5 -0,7789 

 

-0,9052 

-0,9038 

-0,9740 

-0,9091 

-0,9921 

-0,9267 

6,59 

 

14,0 

13,8 

7,06 

0,58 

1,82 

1,90 

0 -0,1275 

 

-0,2204 

-0,2359 

-0,1587 

-0,2065 

-0,1833 

-0,2274 

24,1 

 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

-0,5 0,5239 

 

0,4644 

0,4321 

0,4330 

0,4464 

0,4416 

0,4587 

3,87 12,8 

21,2 

7,25 

3,20 

1,95 

2,68 

hz /  W
~

 

0,5 -0,3696 

 

-0,8225 

-0,6840 

-0,7379 

-0,5982 

-0,7485 

-0,6118 

18,3 55,1 

46,0 

11,5 

14,3 

1,42 

2,22 

0 -0,3696 

 

-0,8225 

-0,6840 

-0,8332 

-0,6949 

-0,8192 

-0,6799 

17,0 - 

- 

- 

- 

- 

- 

-0,5 -0,3696 

 

-0,8225 

-0,6840 

-1,0295 

-0,9033 

-0,9994 

-0,8679 

13,2 55,1 

46,0 

20,1 

24,3 

3,01 

4,08 
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Таблиця В.5 

Компоненти НДС квадратної в плані ізотропної оболонки 

( ;0/;1;3,0;1/;1/;5/;5,0/ 2,1 mnmn qpnmvvEEGGaRah  

0/0 2,12,1 kk ) 

hz /
 

КТ НК01 НК0-3 НК0-5  k1  31  53  

x
~  

0,5 -0,8091 -0,9574 
-0,9682 

-1,048 
-1,046 

-1,054 
-1,051 

0,28 15,5 
16,4 

8,65 
7,44 

0,57 
0,48 

  0 -0,0223 -0,0384 
-0,0512 

-0,0223 
-0,0412 

-0,0289 
-0,0476 

64,7 - 
- 

- 
- 

- 
- 

-0,5 0,7645 0,8805 
0,8657 

0,9634 
0,9600 

0,9692 
0,9668 

0,25 13,2 
11,7 

8,60 
9,82 

0,60 
0,70 

hz /  W
~

 

0,5 -0,4465 -1,030 
-1,025 

-0,9837 
-0,9738 

-0,9687 
-0,9598 

0,92 56,7 
56,4 

4,71 
5,26 

1,55 
1,46 

  0 -0,4465 -1,030 
-1,025 

-0,9674 
-0,9623 

-0,9647 
-0,9593 

0,56 - 
- 

- 
- 

- 
- 

-0,5 -0,4465 -1,030 
-1,025 

-1,040 
-1,039 

-1,016 
-1,015 

0,10 56,7 
56,4 

0,96 
1,35 

2,36 
2,36 

 

Таблиця В.6 

Компоненти НДС квадратної в плані транстропної оболонки 

( ;0/;1;3,0;1/;1,0/;5/;5,0/ 2,1 mnmn qpnmvvEEGGaRah  

0/0 2,12,1 kk ) 

hz /  НК01 НК0-3 НК0-5  31  53  51  

x
~  

0,5 -1,181 
-1,190 

-1,778 
-1,778 

-2,057 
-2,052 

0,24 33,6 13,6 42,6 

  0 -0,3042 
-0,3150 

-0,2769 
-0,2916 

-0,2830 
-0,2965 

4,77 - - - 

-0,5 0,5728 
0,5603 

1,215 
1,208 

1,509 
1,505 

0,27 52,9 19,5 62,0 

hz /  W
~

 

0,5 -6,331 
-6,299 

-5,900 
-5,866 

-5,848 
-5,815 

0,56 7,31 0,89 8,26 

  0 -6,331 
-6,299 

-5,914 
-5,884 

-5,891 
-5,861 

0,51 7,05 0,39 7,45 

-0,5 -6,331 
-6,299 

-6,102 
-6,077 

-6,046 
-6,020 

0,43 3,75 0,93 4,71 

 



 428 

Таблиця В.7 

Компоненти НДС квадратної в плані транстропної оболонки 

( ;1/;1;3,0;1/;1,0/;5/;5,0/ 2,1 mnmn qpnmvvEEGGaRah  

0/0 2,12,1 kk ) 

hz /  НК01 НК0-3 НК0-5  31  53  51  

x
~  

0,5 -1,349 

-1,358 

-1,869 

-1,869 

-2,048 

-2,043 

0,24 27,8 8,74 34,1 

  0 -0,4754 

-0,4860 

-0,3304 

-0,3446 

-0,3212 

-0,3335 

3,83 43,9 2,86 48,0 

-0,5 0,3982 

0,3859 

1,105 

1,098 

1,295 

1,292 

0,23 64,0 14,7 69,3 

hz /  W
~

 

0,5 -6,304 

-6,271 

-6,032 

-5,996 

-5,604 

-5,570 

0,61 4,51 7,63 12,5 

  0 -6,304 

-6,271 

-5,816 

-5,783 

-5,429 

-5,398 

0,57 8,39 7,13 16,1 

-0,5 -6,304 

-6,271 

-5,777 

-5,748 

-5,330 

-5,303 

0,51 9,12 8,39 18,3 

 

Таблиця В.8 

Компоненти НДС квадратної в плані транстропної оболонки 

( ;1;3,0;03,0;1,0/;1,0/;5/;2,0/ 2,1 nmvvEEGGaRah  

1//0/;02,1 mnmnmnmn qpqpk ) 

hz /  НК01 НК0-3 НК0-5 pq  31  53  51  

x
~  

0,5 -5,688 

-5,851 

-7,005 

-7,234 

-7,125 

-7,206 

1,12 18,8 

19,1 

1,68 

0,39 

20,2 

18,8 

  0 -1,015 

-1,186 

-0,9649 

-0,9535 

-0,9818 

-0,9465 

3,73 5,19 

24,4 

1,72 

0,74 

3,38 

25,3 

-0,5 3,658 

3,479 

4,968 

4,775 

5,087 

4,765 

6,76 26,4 

27,1 

2,34 

0,21 

28,1 

27,0 

 W
~

 

0,5 -52,26 

-52,17 

-51,44 

-53,24 

-51,36 

-51,83 

0,91 1,59 

2,01 

0,16 

2,72 

1,75 

0,66 

  0 -52,26 

-52,17 

-51,18 

-50,63 

-51,15 

-49,24 

3,88 2,11 

3,04 

0,06 

2,82 

2,17 

5,95 

-0,5 -52,26 

-52,17 

-53,00 

-49,84 

-52,67 

-48,17 

9,34 1,40 

4,67 

0,63 

3,47 

0,78 

8,30 
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Таб)лиця В.9 

Компоненти НДС квадратної в плані ізотропної оболонки 

( ;1;3,0;40/29/;5,0/ 2,1 nmvaRah 0/;02,1 mnmn qpk ) 

 
hz /

 
КТ НК01 НК013 

НК0-3 

 

НК0135 

НК0-5 

 

КТ НК01 НК013 

НК0-3 

 

НК0135 

НК0-5 

 

x
~  W

~
 

0,5 -0,779 -0,905 

 

-0,991 

-0,974 

1,75 

-0,991 

-0,992 

0,10 

-0,370 -0,823 

 

-0,832 

-0,738 

12,7 

-0,822 

-0,749 

9,75 

0 -0,128 -0,220 

 

-0,188 

-0,159 

18,2 

-0,187 

-0,183 

2,19 

0,370 -0,823 

 

-0,771 

-0,833 

7,44 

-0,772 

-0,819 

5,74 

-0,5 0,524 0,464 

 

0,495 

0,433 

14,3 

0,518 

0,442 

17,2 

-0,370 -0,823 

 

-0,832 

-1,030 

19,2 

-0,822 

-0,999 

17,7 

 

Таблиця В.10 

Компоненти НДС квадратної в плані ізотропної оболонки 

( ;9;3,0;5/;2,0/ 2,1 nmvaRah 1//0/;02,1 mnmnmnmn qpqpk ) 

 
hz /  КТ НК01 НК0-3 НК0-5 

pq  31  53  k5  

x
~  

0,5 -0,0610 -0,1962 

-0,3686 

-0,2905 

-0,4812 

-0,3879 

-0,9027 

57,0 32,5 

23,4 

25,1 

46,7 

84,3 

93,2 

0 -0,0001 -0,0006 

-0,1731 

0,0001 

0,0727 

0,0001 

-0,0186 

- - 

- 

- 

- 

- 

- 

-0,5 0,0609 0,1951 

0,0225 

0,2875 

0,0987 

0,3849 

-0,1432 

169 32,1 

77,2 

25,3 

31,1 

84,2 

57,5 

 W
~

 

0,5 -0,0027 -0,0480 

-0,0479 

-0,1169 

-0,2044 

-0,1214 

-0,2811 

56,8 58,9 

76,6 

3,71 

27,3 

97,8 

99,0 

0 -0,0027 -0,0480 

-0,0479 

-0,0154 

-0,0153 

-0,0158 

-0,0044 

- - 

- 

- 

- 

- 

- 

-0,5 -0,0027 -0,0480 

-0,0479 

-0,1177 

-0,0292 

-0,1226 

-0,0845 

45,1 59,2 

64,0 

4,00 

65,4 

97,8 

96,8 
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Таблиця В.11 

Компоненти НДС квадратної в плані транстропної оболонки 

( ;9;3,0;1/;1,0/;5/;2,0/ 2,1 nmvvEEGGaRah  

1//0/;02,1 mnmnmnmn qpqpk ) 
 

hz /  НК01 НК0-3 НК0-5 
pq  31  53  51  

x
~  

0,5 -0,2050 

-0,3773 

-0,2383 

-0,3438 

-0,3682 

-0,5787 

36,4 14,0 

9,74 

35,3 

40,6 

44,3 

34,8 

   0 -0,0093 

-0,1818 

-0,0077 

-0,0477 

-0,0072 

-0,0782 

- 20,8 

281 

6,94 

39,0 

29,2 

132 

-0,5 0,1863 

0,0137 

0,2191 

0,1203 

0,3538 

0,0971 

264 15,0 

88,6 

38,1 

23,9 

47,3 

85,9 

hz /  W
~

 

0,5 -0,4867 

-0,4859 

-0,5160 

-0,7081 

-0,5020 

-0,6866 

26,9 5,68 

31,4 

2,79 

3,13 

3,05 

29,2 

   0 -0,4867 

-0,4859 

-0,4007 

-0,3981 

-0,3888 

-0,3650 

6,52 21,5 

22,1 

3,06 

9,07 

25,2 

33,1 

-0,5 -0,4867 

-0,4859 

-0,5211 

-0,3243 

-0,5072 

-0,2540 

99,7 6,60 

49,8 

2,74 

27,7 

4,04 

91,3 

 

Таблиця В.12 

Компоненти НДС квадратної в плані ізотропної оболонки 

( ;9;3,0;3,0;1/;1/;5/;1,0/ 2,1 nmvvEEGGaRah  

1//0/;02,1 mnmnmnmn qpqpk ) 
 

hz /  КТ НК01 НК0-3 НК0-5 
pq  31  53  k5  

x
~  

0,5 -0,2444 -0,3800 

-0,5523 

-0,4892 

-0,7467 

-0,5130 

-0,8290 

23,8 22,3 

26,0 

4,64 

9,93 

52,4 

70,5 

   0 -0,0004 -0,0014 

-0,1739 

-0,0004 

0,0456 

-0,0008 

0,0312 

- - 

- 

- 

- 

- 

- 

-0,5 0,2435 0,3772 

0,2045 

0,4851 

0,2294 

0,5086 

0,1904 

167 22,2 

10,9 

4,62 

20,5 

52,1 

27,9 

hz /  W
~

 

0,5 -0,0427 -0,2239 

-0,2238 

-0,2931 

-0,4851 

-0,2781 

-0,4692 

40,7 23,6 

53,9 

5,39 

3,39 

84,6 

90,9 

   0 -0,0427 -0,2239 

-0,2238 

-0,1766 

-0,1756 

-0,1747 

-0,1665 

4,92 26,8 

27,4 

1,09 

5,47 

75,6 

74,4 

-0,5 -0,0427 -0,2239 

-0,2238 

-0,2958 

-0,1016 

-0,2801 

-0,0640 

338 24,3 

120 

5,61 

58,8 

84,8 

33,3 
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Таблиця В.13 

Компоненти НДС квадратної в плані транстропної оболонки 

( ;9;3,0;3,0;1/;1,0/;5/;1,0/ 2,1 nmvvEEGGaRah  

1//0/;02,1 mnmnmnmn qpqpk ) 

 
 

hz /  НК01 НК0-3 НК0-5 pq  31  53  51  

x
~  

0,5 -0,3974 

-0,5697 

-0,6473 

-0,7571 

-0,9122 

-1,068 

14,6 38,6 

24,8 

29,0 

29,1 

56,4 

46,7 

  0 -0,0190 

-0,1915 

-0,0166 

-0,0688 

-0,0166 

-0,0809 

- - 

- 

- 

- 

- 

- 

-0,5 0,3595 

0,1868 

0,6126 

0,5042 

0,8815 

0,6982 

26,3 41,3 

63,0 

30,5 

27,8 

59,2 

73,2 

hz /  W
~

 

0,5 -1,979 

-1,977 

-1,874 

-2,089 

-1,840 

-2,033 

9,49 5,60 

5,36 

1,85 

2,75 

7,55 

2,75 

  0 -1,979 

-1,977 

-1,760 

-1,754 

-1,735 

-1,704 

1,82 12,4 

12,7 

1,44 

2,93 

14,1 

16,0 

-0,5 -1,979 

-1,977 

-1,886 

-1,659 

-1,852 

-1,586 

16,8 4,93 

19,2 

1,84 

4,60 

3,94 

24,7 

 

 

Таблиця В.14 

Компоненти НДС квадратної в плані транстропної оболонки 

( ;9;3,0;3,0;3/1/;1/;5/;2,0/ 2,1 nmvvEEGGaRah  

1//0/;02,1 mnmnmnmn qpqpk ) 

 

h

z
 x

~  W
~

 

НК01 НК0-3 НК0-5 НК01 НК0-3 НК0-5 

0,5 -0,4655 

-0,9826 

-0,4998 

-0,8083 

-0,7285 

-1,2559 

-0,0410 

-0,0408 

-0,1668 

-0,2559 

-0,2018 

-0,2276 

0 -0,0004 

-0,5179 

0,0010 

0,1982 

0,0013 

0,0203 

-0,0410 

-0,0408 

0,0170 

0,0174 

0,0117 

0,0796 

-0,5 0,4646 

-0,0532 

0,4927 

0,1855 

0,7083 

0,0912 

-0,0410 

-0,0408 

-0,1660 

-0,0763 

-0,1985 

0,1237 
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Таблиця В.15 

Компоненти НДС квадратної в плані транстропної оболонки 

( ;9;3,0;03,0;1/;1/;5/;2,0/ 2,1 nmvvEEGGaRah  

1//0/;02,1 mnmnmnmn qpqpk ) 
 

h

z
 x

~  W
~

 

НК01 НК0-3 НК0-5 НК01 НК0-3 НК0-5 

0,5 -0,0751 

-0,0923 

-0,2357 

-0,3762 

-0,3330 

-0,8640 

-0,0511 

-0,0511 

-0,1246 

-0,2173 

-0,1360 

-0,3327 

0 -0,0006 

-0,0179 

-0,0002 

0,0668 

0,0003 

-0,0757 

-0,0511 

-0,0511 

-0,0203 

-0,0204 

-0,0212 

-0,0198 

-0,5 0,0738 

0,0566 

0,2325 

0,0941 

0,3301 

-0,1762 

-0,0511 

-0,0511 

-0,1259 

-0,0317 

-0,1378 

0,0658 

 

Таблиця В.16 

Значення x
~  для пологих оболонок 

( 1//0/;0;1;3,0;1/;1/ 2,1 mnmnmnmn qpqpknmvvEEGG ) 

a

h
 

hz /  Пластина 

(ТР) 

Об-ка 

10
2,1

a

R
 

po  Об-ка 

40
2,1

a

R

 

po  Об-ка 

40
2,1

a

R
 

po  

 

3

1
 

0,5 -1,995 

-2,125 

-2,040 

-2,128 

2,26 

0,14 

-2,019 

-2,127 

1,20 

0,09 

-2,007 

-2,126 

0,60 

0,05 

0,0 0,0000 

-0,0481 

-0,0422 

-0,0881 

- 

- 

-0,0212 

-0,0683 

- 

- 

-0,0106 

-0,0580 

- 

- 

-0,5 1,995 

1,865 

1,936 

1,766 

2,96 

5,31 

1,966 

1,816 

1,45 

2,63 

1,981 

1,840 

0,70 

1,34 

 

5

1
 

0,5 -5,148 

-5,244 

-5,309 

-5,330 

3,13 

1,64 

-5,239 

-5,298 

1,77 

1,03 

-5,196 

-5,274 

0,93 

0,57 

0,0 0,0000 

-0,0647 

-0,1809 

-0,2424 

- 

- 

-0,0909 

-0,1547 

- 

- 

-0,0455 

-0,1098 

- 

- 

-0,5 5,148 

5,052 

4,913 

4,749 

4,56 

6,00 

5,040 

4,909 

2,10 

2,83 

5,096 

4,983 

1,01 

1,37 

 

10

1
 

0,5 -20,02 

-20,10 

-20,82 

-20,75 

4,00 

3,23 

-20,54 

-20,55 

2,60 

2,24 

-20,29 

-20,33 

1,35 

1,14 

0,0 0,0000 

-0,0723 

-1,376 

-1,438 

- 

- 

-0,7024 

-0,7721 

- 

- 

-0,3530 

-0,4247 

- 

- 

-0,5 20,02 

19,94 

18,00 

17,79 

10,1 

10,8 

19,10 

18,95 

4,60 

4,96 

19,57 

19,45 

2,25 

2,46 
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Таблиця В.17 

Значення W
~

 для пологих оболонок 

( 1//0/;0;1;3,0;1/;1/ 2,1 mnmnmnmn qpqpknmvvEEGG ) 

 

a

h
 

hz /  Пластина 

(ТР) 

Об-ка 

10
2,1

a

R
 

po  

% 

Об-ка 

20
2,1

a

R

 

po  

% 

Об-ка 

40
2,1

a

R
 

po  

% 

 

3

1
 

 

0,5 -3,373 

-3,599 

-3,339 

-3,462 

1,01 

3,81 

-3,357 

-3,531 

0,47 

1,89 

-3,364 

-3,564 

0,27 

0,97 

0,0 -3,493 

-3,493 

-3,483 

-3,381 

0,29 

3,21 

-3,489 

-3,438 

0,11 

1,57 

-3,490 

-3,465 

0,09 

0,80 

-0,5 -3,373 

-3,147 

-3,389 

-3,059 

0,47 

2,80 

-3,381 

-3,103 

0,24 

1,40 

-3,377 

-3,124 

0,12 

0,73 

 

5

1
 

0,5 -20,39 

-20,61 

-20,18 

-20,09 

1,03 

2,52 

-20,32 

-20,38 

0,34 

1,12 

-20,36 

-20,51 

0,15 

0,49 

0,0 -20,98 

-20,98 

-20,84 

-20,52 

0,67 

2,19 

-20,95 

-20,78 

0,14 

0,95 

-20,97 

-20,89 

0,05 

0,43 

-0,5 -20,39 

-20,16 

-20,33 

-19,78 

0,29 

1,88 

-20,39 

-20,00 

0,00 

0,79 

-20,39 

-20,09 

0,00 

0,35 

 

10

1
 

0,5 -292,3 

-292,6 

-283,1 

-281,2 

3,15 

3,90 

-289,2 

-288,4 

1,06 

1,44 

-290,8 

-290,5 

0,51 

0,72 

0,0 -295,2 

-295,2 

-286,3 

-284,2 

3,01 

3,73 

-292,2 

-291,2 

1,02 

1,36 

-293,8 

-293,2 

0,47 

0,68 

-0,5 -292,3 

-292,1 

-284,0 

-281,7 

2,84 

3,56 

-289,7 

-288,4 

0,89 

1,27 

-291,1 

-290,3 

0,41 

0,62 

 

 

Таблиця В.18 

Значення x
~  для пологих оболонок 

   ( 1//0/;0;1;3,0;1/;1,0/ 2,1 mnmnmnmn qpqpknmvvEEGG ) 

 

a

h
 

hz /  Пластина 

(точний 

розв’язок) 

Об-ка 

10
2,1

a

R
 

po  

% 

Об-ка 

20
2,1

a

R

 

po  

% 

Об-ка 

40
2,1

a

R
 

po  

% 

 

3

1
 

0,5 -3,190 

-3,299 

-3,360 

-3,393 

5,33 

2,85 

-3,278 

-3,349 

2,76 

1,52 

-3,226 

-3,316 

1,13 

0,52 

0,0 0,0000 

-0,0648 

-0,2462 

-0,3034 

- 

- 

-0,1245 

-0,1866 

- 

- 

-0,0625 

-0,1258 

- 

- 

-0,5 3,190 

3,081 

2,871 

2,702 

10,0 

12,3 

3,031 

2,890 

4,98 

6,20 

3,102 

2,978 

2,76 

3,34 
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Продовження табл. В.18 

a

h
 

hz /  Пластина 

(точний 

розв’язок) 

Об-ка 

10
2,1

a

R
 

po  

% 

Об-ка 

20
2,1

a

R

 

po  

% 

Об-ка 

40
2,1

a

R
 

po  

% 

 

5

1
 

0,5 -6,593 

-6,685 

-6,981 

-6,973 

5,89 

4,31 

-6,823 

-6,866 

3,49 

2,71 

-6,715 

-6,783 

1,85 

1,47 

0,0 0,0000 

-0,0685 

-0,5235 

-0,5836 

- 

- 

-0,2658 

-0,3318 

- 

- 

-0,1334 

-0,2010 

- 

- 

-0,5 6,593 

6,502 

5,921 

5,748 

10,2 

11,6 

6,285 

6,150 

4,67 

5,41 

6,445 

6,332 

2,24 

2,61 

 

10

1
 

0,5 -21,57 

-21,65 

-22,75 

-22,67 

5,47 

4,71 

-22,41 

-22,41 

3,89 

3,51 

-22,05 

-22,09 

2,23 

2,03 

0,0 0,0000 

-0,0727 

-2,039 

-2,096 

- 

- 

-1,051 

-1,120 

- 

- 

-0,5297 

-0,6013 

- 

- 

-0,5 21,57 

21,49 

18,62 

18,41 

13,7 

14,3 

20,28 

20,12 

5,98 

6,38 

20,98 

20,86 

2,74 

2,93 

 

Таблиця В.19 

Значення W
~

 для пологих оболонок 

   ( 1//0/;0;1;3,0;1/;1,0/ 2,1 mnmnmnmn qpqpknmvvEEGG ) 

a

h
 

hz /  Пластина 

(точний 

розв’язок) 

Об-ка 

10
2,1

a

R
 

po  

% 

Об-ка 

20
2,1

a

R

 

po  

% 

Об-ка 

40
2,1

a

R
 

po  

% 

 

3

1
 

0,5 -15,56 

-15,79 

-15,25 

-15,09 

1,99 

4,43 

-15,47 

-15,50 

0,58 

1,84 

-15,54 

-15,67 

0,06 

0,76 

0,0 -15,66 

-15,66 

-15,41 

-15,03 

1,60 

4,02 

-15,60 

-15,40 

0,38 

1,66 

-15,64 

-15,54 

0,13 

0,77 

-0,5 -15,56 

-15,34 

-15,42 

-14,80 

0,90 

3,52 

-15,54 

-15,13 

0,13 

1,37 

-15,55 

-15,26 

0,06 

0,52 

 

5

1
 

0,5 -55,15 

-55,38 

-53,87 

-53,29 

2,32 

3,77 

-54,78 

-54,60 

0,67 

1,41 

-55,04 

-55,06 

0,20 

0,58 

0,0 -55,70 

-55,70 

-54,57 

-53,76 

2,03 

3,48 

-55,41 

-55,00 

0,52 

1,26 

-55,63 

-55,42 

0,13 

0,50 

-0,5 -55,15 

-54,92 

-54,22 

-53,18 

1,69 

3,17 

-54,96 

-54,32 

0,34 

1,09 

-55,13 

-54,70 

0,04 

0,40 

 

10

1
 

0,5 -432,8 

-433,0 

-414,7 

-411,9 

4,18 

4,87 

-428,0 

-426,6 

1,11 

1,48 

-431,5 

-430,9 

0,30 

0,48 

0,0 -435,5 

-435,5 

-418,0 

-414,9 

4,02 

4,73 

-431,0 

-429,4 

1,03 

1,40 

-434,4 

-433,6 

0,25 

0,44 

-0,5 -432,8 

-432,5 

-416,0 

-412,7 

3,88 

4,58 

-428,6 

-426,8 

0,97 

1,32 

-431,8 

-430,8 

0,23 

0,39 



 435 

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

-2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

-15,5 -15 -14,5 -14 -13,5

                                                                    z~  

 

 

 

x
~  

 

 

 
Рис. В.1. Змінювання x

~  по товщині квадратної в плані оболонки 

( 1/;1;3,0;1/;1,0/;5//;3/1/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 

 
 
                                                                           z~  

 

 

yx
~  

 

 

 

       Рис. В.2. Змінювання yx
~  по товщині квадратної в плані оболонки 

( 1/;1;3,0;1/;1,0/;5//;3/1/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 

 

                                                                                                                    z~  
 

 

 

 

W
~

 
 

 

 

        Рис. В.3. Змінювання W
~

 по товщині квадратної в плані оболонки 

( 1/;1;3,0;1/;1,0/;5//;3/1/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 
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       Рис. В.4. Змінювання z
~  по товщині квадратної в плані оболонки 

( 0/;1;3,0;1/;1/;5//;3/1/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 

 

                                                                                                                      

z~  

 

W
~

 

 

 

 

        Рис. В.5. Змінювання W
~

 по товщині квадратної в плані оболонки 

( 0/;1;3,0;1/;1/;5//;3/1/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 

 

                                                                                                 z~  

 

 

z
~  

 

 

 

        Рис. В.6. Змінювання z
~  по товщині квадратної в плані оболонки 

( 1/;1;3,0;1/;1/;5//;3/1/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 
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        Рис. В.7. Змінювання W
~

 по товщині квадратної в плані оболонки 

( 1/;1;3,0;1/;1/;5//;3/1/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 

 

                                                                                                  z~  

 

 

 

x
~  

 

 

      Рис. В.8. Змінювання x
~  по товщині квадратної в плані оболонки 

( 0/;1;3,0;1/;1,0/;1//;3/1/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 

 

                                                             z~  

 

 

z
~  

 

 

 

Рис. В.9. Змінювання z
~  по товщині квадратної в плані оболонки 

( 0/;1;3,0;1/;1,0/;1//;3/1/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 
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Рис. В.10. Змінювання x
~  по товщині квадратної в плані оболонки 

( 1/;9;3,0;1/;1,0/;5//;1,0/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 

 

                                                                                                                   z~  

 

 

 

z
~  

 

 
 
      Рис. В.11. Змінювання z

~  по товщині квадратної в плані оболонки 

( 1/;9;3,0;1/;1,0/;5//;1,0/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 

 

                                                                                                                   z~  

 

 

W
~

 

 

 

 

       Рис. В.12. Змінювання W
~

 по товщині квадратної в плані оболонки 

( 1/;9;3,0;1/;1,0/;5//;1,0/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah ). 
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  Рис. В.13. Змінювання x
~  по товщині квадратної в плані оболонки при 

.1/;9;3,0;1/;1,0/;5//;05,0/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah  

 

                                                                                                                    z~  

 

 

W
~

 

 

 

 

   Рис.В.14. Змінювання W
~

 по товщині квадратної в плані оболонки при 

.1/;9;3,0;1/;1,0/;5//;05,0/ 21 mnmn qpnmvvEEGGaRaRah  

 

В.3. Основні прикладні висновки до розрахунку 

нетонких транстропних пологих оболонок 

 

На основі наведених в роботі та інших проведених  досліджень теорія Тимошенка-

Рейснера (НК01) з високою точністю (результати близькі до НК0-5 варіанта МТ) описує 

при плавних кососиметричних поперечних навантаженнях напруження x  ізотропних 

пологих оболонок для baaRah ,5/,5/1/ 2,1  (розходження з НК0-5 складає 

менше 1,54%). Поперечні переміщення теорія Тимошенка-Рейснера описує з 

достатньою точністю для транстропних оболонок ( EE , , 0,1/1,0 GG ) 
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при baaRah ,5/,5/1/ 2,1  (найбільше розходження менші  3,24 % для 

1,0/ GG  і менші 4,46 % для 1/GG ). Із зменшенням GG /  розходження по x  

зростає. 

1. При кососиметричному плавному навантаженні: 

1.1) тангенціальні нормальні напруження на верхній лицевій поверхні 

більші, ніж на нижній; нульові значення зміщені від серединної до нижньої 

лицевої поверхні; із зменшенням GG /  нульова поверхня для тангенціальних 

нормальних напружень зміщується від серединної до нижньої лицевої поверхні, 

а змінення поперечних нормальних напружень більше наближається до 

лінійного; тангенціальні нормальні напруження зростають із зменшенням 

товщини, GG / , EE / , збільшенні (незначним чином) і пологості оболонки;  

уточнені тангенціальні нормальні напруження на верхній лицевій поверхні 

більші, ніж за класичною теорією Кірхгофа-Лява і теорією типу Тимошенка-

Рейснера і ця різниця зростає при зменшенні GG / ; 

1.2) нормальні поперечні напруження по товщині розподіляються 

практично лінійно за виключенням невеликої області біля нижньої лицевої 

поверхні; нульові значення зміщені від серединної поверхні вбік верхньої 

лицевої поверхні; поперечні переміщення нижньої лицевої поверхні більші, ніж 

верхньої; поперечні переміщення зростають при зменшенні товщини, GG / , , 

збільшенні EE /  і  пологості серединної поверхні; 

1.3) у товстих слабопологих оболонок навіть при умовах обпирання Нав’є 

потрібно ураховувати для компонент НДС складові переміщень з парними натуральними 

індексами і кривини у деформаціях поперечного зсуву; для середньопологих і 

сильнопологих оболонок вказані складові дають незначну поправку. 

2. При згинально-обтискуючому плавному навантаженні: 

2.1) тангенціальні нормальні напруження на верхній лицевій поверхні 

більші, ніж на нижній; нульові значення зміщені від серединної поверхні вбік 

нижньої лицевої поверхні (більше, ніж при кососиметричному навантаженні); 

тангенціальні нормальні напруження зростають із зменшенням товщини, GG / , 
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збільшенням EE / , із зменшенням  (на нижній лицевій поверхні), із 

збільшенням (на верхній лицевій поверхні, але дуже несуттєво); 

2.2) нормальні поперечні напруження по товщині розподіляються суттєво 

нелінійно; поперечні переміщення нижньої лицевої поверхні менші, ніж верхньої; 

поперечні переміщення зростають при зменшенні товщини, GG / , , при 

збільшенні EE /  і пологості серединної поверхні; 

2.3) поперечне обтискання в значно більшій мірі впливає на компоненти 

НДС в області нижньої лицевої поверхні, ніж в області верхньої; вплив 

поперечного обтискання на компоненти НДС зростає із збільшенням товщини, 

GG / , зменшенням EE / , . 

3. При швидкозмінюваних в області і квазізосереджених поперечних 

навантаженнях: 

3.1) збільшується нелінійність змінювання компонент НДС; 

3.2) класична теорія Кірхгофа-Лява і теорія типу Тимошенка-Рейснера не 

дають задовільних результатів і тому потрібно застосовувати вищі наближення. 

4. Про розрахунок транстропних пологих оболонок при плавних 

поперечних кососиметричних і згинально-обтискуючих навантаженнях, в яких 

тангенціальні нормальні напруження і поперечні переміщення можна визначати, 

розраховуючи відповідні пластини в плані. 

4.1) тангенціальні нормальні напруження в ізотропних оболонках і відповідних 

пластинах відрізняються менше, ніж на 3% для оболонок при  3,0 , 

20/2,1 aR , 5/1/ah ; а також при 3,0 , 40/2,1 aR , 10/1/ah ;  

тангенціальні нормальні напруження в транстропних оболонках і відповідних 

пластинах відрізняються менше, ніж на 3,5% при 0,1/1,0 GG ; 1/ EE ; 

3,0 ; 40/2,1 aR , 10/1/ ah ; 

4.2) поперечні переміщення в транстропних оболонках і відповідних 

пластинах відрізняються менше, ніж на 5,0% при 0,1/1,0 GG , 1/ EE , 

3,0 , 10/2,1 aR , 10/1/ah . 
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Додаток Г 

Фізично нелінійні та транстропні нетонкі пологі оболонки. 

Коефіцієнти, рівняння, ілюстрації 

 

Г.1. Коефіцієнти в операторах 

 

Сталі коефіцієнти c  з нижніми індексами у (5.6), визначаються так: 
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Г.2. Основні співвідношення і ДРв циліндричній системі координат 

 
Розглянемо в наближенні К0-3 за поліномами Лежандра нелінійно пружну 

по Каудереру  пологу сферичну оболонку ( R – радіус кривини серединної 

поверхні) довільної сталої товщини h . Введемо циліндричну систему координат 

zr ,, , де координату z напрямимо вбік опуклості оболонки. Граничні умови: 

;2/),(2/);()2/( rprqhzz  .0)2/()2/( hzhz zrz  
 

Розкладемо в асимптотичні ряди за малим параметром  компоненти НДС 

оболонки, шукані функції та поверхневі сили ZR ,,  (проекції на осі 

координат зовнішніх сил, віднесених до одиниці площі поверхні). Одержимо; 
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Залежності між деформаціями та переміщеннями в наближення l  по : 
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в яких u, v, w – переміщення в напрямку ,r  ,  z ; величини u, v, w з індексами ,r  

,  z  після коми унизу означають відповідні частинні похідні. 

Напруження в НК0-3 за поліномами Лежандра в наближенні l  по : 
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Тут iP –поліноми Лежандра від змінної hz /2 ; 31310310 ,,,,,,, wwvvvuuu , 

,,, 131 QQQ rr 33 ,Q –невідомі функції від ,r , які знаходяться в процесі 
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розв’язання задачі; )27/( 32
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Диференціальні рівняння рівноваги в наближенні l  по  мають вигляд: 
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Граничні умови для наближення l  за параметром : 
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де s – контур оболонки. Тут перші доданки в круглих дужках залежать від НДС 

оболонки до l –го наближення включно, а другі – від l –го зовнішнього 

навантаження. Із останньої рівності  випливають різні граничні умови. 

З вищенаведених залежностей і рівнянь одержуються частинні випадки. 

Якщо покласти ,2  ,2rQ  ,2Q  2u , 2v , 2w  p  тотожно рівними нулю, то 

одержимо основні рівняння для згинального (кососиметричного) деформування 

нелінійно пружних пологих сферичних оболонок довільної товщини. 

Приймаючи 011 kk , дістанемо залежності та ДР для фізично нелінійних 

круглих пластин довільної товщини Якщо обтискуюче зовнішнє навантаження 

),(rp  незначне в порівнянні з кососиметричним навантаженням ),(rq , то 

рівняння можна спростити, знехтувавши доданками, що містять множник 1k . 

В 0-му наближенні ( 0l ) отримаємо залежності і ДР для ізотропної 

пологої сферичної оболонки, а якщо ще й прийняти рівною нулю кривину, то 

дістанемо залежності і ДР для круглої ізотропної пластини. 
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Г.3. Ілюстрації НДС фізично нелінійних і транстропних  

пологих оболонок з використанням методу збурень 

 

Таблиця  Г.1 

Компоненти  НДС ФНО з чистої міді (ФН в НК013; 1,0l ) при циліндричному 

згині  ( ;1;5/;5/1/ 1 maRah G=44230 МПа; 6
2 1018,0;349,0 g ) 

 
hz /  КЛТ 

 

0l  

ФЛ 

НК01, 

0l  

ФЛ 

НК013, 

0l  

ФЛ 

НК0135, 

0l  

ФН 

10mq  

МПа 

 
% 

 

ФН 

15mq  

МПа 

 
% 

 

x
~  

0,5 -15,20 -15,27 -15,47 -15,48 -13,98 9,69 -12,11 21,8 

0 0 0,1017 0,1770 0,1448 0,1788 - 0,1811 - 

-0,5 15,20 15,48 15,46 15,46 13,94 - 12,04 - 
 

xz
~  

0,5 0 0 0 0 0 - 0 - 

0 -1,194 -2,397 -2,389 -2,389 -2,305 3,52 -2,200 7,91 
 U

~
 

0,5 16,85 16,15 16,56 16,57 19,49 17,6 23,15 39,7 

0 -4,305 -4,966 -4,887 -4,879 -5,628 - -6,554 - 

-0,5 -25,46 -26,08 -25,93 -25,92 -30,35 - -35,86 - 

 W
~

 

0,5 -67,62 -75,77 -73,67 -73,65 -84,83 15,2 -98,78 34,1 

0 -67,62 -75,78 -75,34 -75,33 -86,94 - -101,4 - 

-0,5 -67,62 -75,77 -73,74 -73,71 -84,90 - -98,86 - 

 

Таблиця Г.2 

Компоненти НДС ФНО з чистої міді (ФН в НК013; 1,0l ) при циліндричному 

згині ( ;1;5/;10/1/ 1 maRah G=44230 МПа; 6
2 1018,0;349,0 g ) 

 
hz /  ЛКТ 

0l  

ФЛ 

НК01, 

0l  

ФЛ 

НК013, 

0l  

ФЛ 

НК0135, 

0l  

ФН

2mq  

МПа 

 
 % 

 

ФН 

4mq  

МПа 

 
% 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 

x
~  

0,5 -60,80 -60,95 -61,26 -61,27 -57,04 6,90 -44,38 27,6 

0 0 0,2035 0,3557 0,2914 0,3581 - 0,3652 - 

-0,5 60,80 61,36 61,23 61,22 56,98 - 44,21 - 
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Продовження табл. Г.2 

 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

z/h xz
~  

0,5 0 0 0 0 0 - 0 - 

0 -2,387 -4,794 -4,790 -4,790 -4,682 2,25 -4,357 9,04 

z/h U
~

 

0,5 100,4 98,27 99,67 99,70 111,7 12,0 147,7 48,1 

0 -68,88 -71,95 -71,64 -71,61 -79,85 - -104,5 - 

-0,5 -238,1 -242,2 -241,3 -241,2 -269,7 - -355,0 - 

z/h W
~

 

0,5 -1082 -1121 -1113 -1112 -1240 11,5 -1623 46,0 

0 -1082 -1121 -1120 -1120 -1249 - -1635 - 

-0,5 -1082 -1121 -1113 -1113 -1240 - -1623 - 

 

Таблиця Г.3 

Компоненти  НДС ФНО із чистої міді (ФН в НК013; 1,0l ) при циліндричному 

згині ( ;1;5/;3/1/ 1 maRah G=44230 МПа; 6
2 1018,0;349,0 g ) 

 
hz /  КЛТ 

 

0l  

ФЛ 

НК01, 

0l  

ФЛ  

НК013, 

0l  

ФЛ 

НК0135, 

0l  

ФН 

10mq  

МПа 

 
 % 

 

ФН 

15mq  

МПа 

 
% 

 

x
~  

0,5 -5,472 -5,548 -5,702 -5,708 -5,640 1,19 -5,561 2,58 

0 0 0,0610 0,1050 0,0858 0,1051 - 0,1052 - 

-0,5 5,472 5,670 5,702 5,700 5,640 - 5,556 - 

hz /  
xz

~  

0,5 0 0 0 0 0 - 0 - 

0 -0,7162 -1,438 -1,425 -1,425 -1,415 0,70 -1,402 1,61 

hz /  U
~

 
0,5 4,012 3,691 3,865 3,870 3,935 1,68 4,023 3,95 

0 -0,5579 -0,7877 -0,7574 -0,7551 -0,7659 - -0,7765 - 

-0,5 -5,128 -5,267 -5,253 -5,249 -5,340 - -5,450 - 

hz /  W
~

 
0,5 -8,764 -11,57 -10,88 -10,86 -11,00 1,29 -11,15 2,67 

0 -8,764 -11,57 -11,39 -11,39 -11,52 - -11,69 - 

-0,5 -8,764 -11,57 -10,93 -10,90 -11,04 - -11,19 - 
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Таблиця Г.4 

Компоненти  НДС ФНО із чистої міді (ФН в НК013; 1,0l ) при циліндричному 

згині ( ;1;10/;5/1/ 1 maRah G=44230 МПа; 6
2 1018,0;349,0 g ) 

 
hz /  КЛТ 

 

0l  

ФЛ 

НК01, 

0l  

ФЛ 

НК013, 

0l  

ФЛ 

НК0135, 

0l  

ФН 

10mq  

МПа 

 
 % 

 

ФН 

 15mq  

МПа 

 
% 

 

x
~  

0,5 -15,20 -15,28 -15,42 -15,42 -13,93 9,66 -12,08 21,7 

0 0 0,0507 0,0882 0,0722 0,0891 - 0,0903 - 

-0,5 15,20 15,38 15,42 15,41 13,92 - 12,04 - 

hz /  xz
~  

0,5 0 0 0 0 0 - 0 - 

0 -1,194 -2,390 -2,382 -2,382 -2,298 3,53 -2,193 7,93 

hz /  U
~

 

0,5 19,07 18,58 18,85 18,85 22,12 17,3 26,21 39,0 

0 -2,153 -2,468 -2,428 -2,422 -2,794 - -3,251 - 

-0,5 -23,38 -23,52 -23,50 -33,50 -27,51 - -32,51 - 

hz /  W
~

 

0,5 -67,62 -75,30 -73,22 -73,20 -84,24 15,1 -98,00 33,9 

0 -67,62 -75,30 -74,87 -74,86 -86,31 - -100,6 - 

-0,5 -67,62 -75,30 -73,26 -73,23 -84,27 - -98,04 - 

 

 

Таблиця Г.5 

Компоненти  НДС ФНО із мартенівської сталі (ФН в НК013; 1,0l ) 

при циліндричному згині 

( ;1;5/;5/1/ 1 maRah G=83650 МПа;  6
2 10085,0;294,0 g ) 

 
hz /  КЛТ 

 

0l  

ФЛ 

НК01, 

0l  

ФЛ 

НК013, 

0l  

ФЛ 

НК0135, 

0l  

ФН 

10mq  

МПа 

 
 % 

 

ФН 

 15mq  

МПа 

 
% 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 

x
~  

0,5 -15,20 -15,25 -15,47 -15,47 -15,27 1,29 -15,03 2,84 

0 0 0,1017 0,1697 0,1453 0,1708 - 0,1721 - 

-0,5 15,2 15,45 15,46 15,46 15,26 - 15,01 - 
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Продовження табл. Г.5 

 
 1 2 3 4 5 6 7 8 

hz /  xz
~  

0,5 0 0 0 0 0 - 0 - 

0 -1,194 -2,379 -2,389 -2,389 -2,377 0,50 -2,362 1,13 

hz /  U
~

 

0,5 17,53 16,88 17,31 17,31 17,68 2,14 18,14 4,79 

0 -4,478 -5,133 -5,089 -5,086 -5,184 - -5,303 - 

-0,5 -26,49 -27,15 -27,07 -27,06 -27,63 - -28,33 - 

hz /  W
~

 

0,5 -70,35 -78,31 -76,63 -76,61 -78,05 1,88 -79,82 4,19 

0 -70,35 -78,31 -77,96 -77,95 -79,43 - -81,27 - 

-0,5 -70,35 -78,31 -76,71 -76,68 -78,13 - -79,91 - 

 

                                                                                                             Таблиця Г.6 

Компоненти НДС ФНО із чистої міді від дії при циліндричному згині 

( ;9;5/;5/1/ 1 maRah G=44230 МПа; 6
2 1018,0;349,0 g ) 

 
hz /  КЛТ 

 

0l  

ФЛ 

НК01, 

0l  

ФЛ 

НК013, 

0l  

ФЛ 

НК0135, 

0l  

ФН 

10mq  

МПа 

 
 % 

 

ФН 

 15mq  

МПа 

 
% 

 

x
~  

0,5 -0,1876 -0,3013 -0,4503 -0,5350 -0,4496 16,0

0 

-0,4487 16,1 

0 0 0,0013 0,0018 0,0015 0,0018 - 0,0018 - 

-0,5 0,1876 0,3038 0,4515 0,5334 0,4507 - 0,4498 - 

hz /  xz
~  

0,5 0 0 0 0 0 - 0 - 

0 -0,1327 -0,2654 -0,1655 -0,1741 -0,1652 5,11 -0,1648 5,34 

hz /  U
~

 

0,5 0,0291 0,0044 0,0271 0,0403 0,0269 33,3 0,0268 33,5 

0 -0,0001 -0,0009 -0,0006 -0,0007 0,0006 - 0,0006 - 

-0,5 -0,0292 -0,0063 -0,0298 -0,0424 -0,0296 - -0,0295 - 

hz /  W
~

 

0,5 -0,0103 -0,1032 -0,1782 -0,1681 -0,1780 5,89 -0,1777 5,71 

0 -0,0103 -0,1032 -0,0616 -0,0603 -0,0613 - -0,0610 - 

-0,5 -0,0103 -0,1032 -0,1784 -0,1679 -0,1782 - -0,1780 - 
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Таблиця Г.7 

Компоненти НДС транстропної квадратної в плані пологої оболонки 

( 3,0;1/;8,0/;1;5//;5/1/ 21 vvEEGGnmaRaRah ) 

 

h

z
 x

~  W
~

 

;0l  

НК0-3 

1;0l ; 

НК0-3 

НК0-3  
% 

;0l  

НК0-3 

1;0l ; 

НК0-3 

НК0-3  
% 

0,5 -5,385 

-5,453 

-5,440 

-5,508 

-5,439 

-5,506 

0,02 

0,04 

-19,73 

-19,81 

-19,24 

-19,33 

-20,65 

-20,73 

6,83 

6,75 

0 -0,3392 

-0,4013 

-0,3542 

-0,4358 

-0,3581 

-0,4201 

- 

- 

-20,44 

-20,29 

-19,90 

-19,75 

-21,36 

-21,21 

- 

- 

-0,5 4,611 

4,493 

4,630 

4,511 

4,628 

4,511 

- 

0,00 

-20,04 

-19,66 

-19,54 

-19,18 

-20,97 

-20,59 

- 

6,85 

 

Таблиця Г.8 

Компоненти НДС транстропної квадратної в плані пологої оболонки 

( 3,0;1/;5,0/;1;5//;5/1/ 21 vvEEGGnmaRaRah ) 

 

h

z
 x

~  W
~

 

;0l  

НК0-3 

1;0l ; 

НК0-3 

НК0-3  
% 

;0l  

НК0-3 

1;0l ; 

НК0-3 

НК0-3  
% 

0,5 -5,385 

-5,453 

-5,573 

-5,642 

-5,600 

-5,661 

0,48 

0,34 

-19,73 

-19,81 

-18,98 

-19,06 

-23,40 

-23,46 

18,9 

18,8 

0 -0,3392 

-0,4013 

-0,3938 

-0,5105 

-0,4142 

-0,4762 

- 

- 

-20,44 

-20,29 

-19,53 

-19,39 

-24,11 

-23,94 

- 

- 

-0,5 4,611 

4,493 

4,675 

4,556 

4,677 

4,560 

- 

0,09 

-20,04 

-19,66 

-19,27 

-18,92 

-23,75 

-23,35 

- 

19,0 

 

                                                                z~  

 

 

x
~  

 

 
 

Рис. Г.1. Змінювання x
~  по товщині фізично нелінійної оболонки із чистої міді 

при циліндричному згині ( ;1;5/;5/1/ 1 maRah 15mq  МПа). 
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Рис. Г.2. Змінювання z

~  по товщині фізично нелінійної оболонки із чистої міді 

при циліндричному згині ( 1;5/;5/1/ 1 maRah ; 15mq  МПа). 

 
                                                                                                               z~  

 

 

zx
~  

 

 
Рис. Г.3. Змінювання xz

~  по товщині фізично нелінійної оболонки із чистої міді 

при циліндричному згині ( 1;5/;5/1/ 1 maRah ; 15mq  МПа). 

 
                                                                                                                 z~  

 
 

W
~

 

 

 

Рис. Г.4. Змінювання W
~

 по товщині фізично нелінійної оболонки із чистої міді 

при циліндричному згині ( 1;5/;5/1/ 1 maRah ; 15mq  МПа). 

                                                            z~  

 

 

x
~  

 
 

Рис. Г.5. Змінювання x
~  по товщині фізично нелінійної оболонки із чистої міді 

при циліндричному згині ( 9;5/;5/1/ 1 maRah ; 15mq  МПа). 

 



 454 

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

-0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

-0,06 -0,04 -0,02 0 0,02 0,04 0,06

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

-0,2 -0,15 -0,1 -0,05 0

                                                            z~  

 

 

z
~  

 
 
 
 

Рис. Г.6. Змінювання z
~  по товщині фізично нелінійної оболонки із чистої міді 

при циліндричному згині ( 9;5/;5/1/ 1 maRah ; 15mq  МПа). 

 

                                                              U
~

 
 
 

 

z~  
 

 

 

Рис. Г.7. Змінювання U
~

 по товщині фізично нелінійної оболонки із чистої міді 

при циліндричному згині ( 9;5/;5/1/ 1 maRah ; 15mq  МПа). 

 

                                                                                                                 z~  

 

 

W
~

 

 

Рис. Г.8. Змінювання W
~

 по товщині фізично нелінійної оболонки із чистої міді 

при циліндричному згині ( 9;5/;5/1/ 1 maRah ; 15mq  МПа). 

 



 455 

Додаток Д 

Багатошарові нетонкі пластини і пологі оболонки. 

Залежності, рівняння, ілюстрації 

 
Д.1 .  Залежності і рівняння для шаруватих пологих оболонок 

 
ДР рівноваги, що відповідають рівностям нулю множників при варіаціях, ма-

ють наступний вигляд. 

При ku  (k -парне, 2k ) 
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При kv  (k -непарне, 1k ) 
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У рівняннях (Д.1) – (Д.5) сумування виконується по i  від 1i  до ji  . 

Диференціальні оператори jiD ,  системи ДР (6.37) мають вигляд: 

 

,3,12

2

2,12

2

1,11,1 c
y

c
x

cD 








  ,

2

4,12,1
yx

cD



  ,7,12

2

6,12

2

5,13,1 c
y

c
x

cD 








 (Д.6) 

,
2

8,14,1
yx

cD



  ,11,12

2

10,12

2

9,15,1 c
y

c
x

cD 








  ,

2

12,16,1
yx

cD



  



 457 

,15,12

2

14,12

2

13,17,1 c
y

c
x

cD 








  ,

2

16,18,1
yx

cD



  ,17,19,1

x
cD




  ,18,110,1

x
cD




  

,19,111,1
x

cD



  ,20,11

x
cD p




  ,21,11

x
cD q




  

)],([ 01,01

00
001 xixzii

yxi

i

xi
i kdh

y

I

x

I
aD 










  

,
2

1,21,2
yx

cD



  ,4,22

2

3,22

2

2,22,2 c
y

c
x

cD 








  ,

2

5,23,2
yx

cD



  

,8,22

2

7,22

2

6,24,2 c
y

c
x

cD 








  ,

2

9,25,2
yx

cD



  ,12,22

2

11,22

2

10,26,2 c
y

c
x

cD 








  

,
2

13,27,2
yx

cD



  ,16,22

2

15,22

2

14,28,2 c
y

c
x

cD 








  ,17,29,2

y
cD




  ,18,210,2

y
cD




  

,19,211,2
y

cD



  ,20,2,2

y
cD p




  ,21,2,2

y
cD q




  

)],([ 02,01

00

002 yiyzii

yxi

i

yi

i kdh
x

I

y

I
aD 










  

,3,32

2

2,32

2

1,31,3 c
y

c
x

cD 








  ,

2

4,32,3
yx

cD



  ,7,32

2

6,32

2

5,33,3 c
y

c
x

cD 








  

,
2

8,34,3
yx

cD



  ,11,32

2

10,32

2

9,35,3 c
y

c
x

cD 








  ,

2

12,36,3
yx

cD



  

,15,32

2

14,32

2

13,37,3 c
y

c
x

cD 








  ,

2

16,38,3
yx

cD



  ,17,39,3

x
cD




  ,18,310,3

x
cD




  

,19,311,3
x

cD



  ,20,33

x
cD p




  ,21,33

x
cD q




  

)],2)(
3

(

))(([

011,11

11
11

01,01

00
013

xxixzi
iyxixi

i

xixzii

yxi

i

xi
i

kd
h

y

I

x

I
a

kdh
y

I

x

I
aD



























 

,
2

1,41,4
yx

cD



  ,4,42

2

3,42

2

2,42,4 c
y

c
x

cD 








  ,

2

5,43,4
yx

cD



  

,8,42

2

7,42

2

6,44,4 c
y

c
x

cD 








  ,

2

9,45,4
yx

cD



  ,12,42

2

11,42

2

10,46,4 c
y

c
x

cD 








  

,
2

13,47,4
yx

cD



  ,16,42

2

15,42

2

14,48,4 c
y

c
x

cD 








  ,17,49,4

y
cD




  ,18,410,4

y
cD




  

,19,411,4
y

cD



  ,20,44

y
cD p




  ,21,44

y
cD q




  



 458 

)],2)(
3

(

))(([

012,11

11

11

02,01

00

014

yyiyzi
iyxiyi

i

yiyzii

yxi

i

yi

i

kd
h

x

I

y

I
a

kdh
x

I

y

I
aD



























 

,3,52

2

2,52

2

1,51,5 c
y

c
x

cD 








  ,

2

4,52,5
yx

cD



  ,7,52

2

6,52

2

5,53,5 c
y

c
x

cD 








  

,
2

8,54,5
yx

cD



  ,11,52

2

10,52

2

9,55,5 c
y

c
x

cD 








  ,

2

12,56,5
yx

cD



  

,15,52

2

14,52

2

13,57,5 c
y

c
x

cD 








  ,

2

16,58,5
yx

cD



  ,17,59,5

x
cD




  ,18,510,5

x
cD




  

,19,511,5
x

cD



  ,20,55

x
cD p




  ,21,55

x
cD q




  

)],(2

))(
5

())(
3

())(([

122012

21,21

22
2211,11

11
1201,01

00
025

xixi

xixzi
iyxixi

ixixzi
i

yxixi
ixixzii

yxi

i

xi
i

aa

kd
h

y

I

x

I
akd

h

y

I

x

I
akdh

y

I

x

I
aD









































 

,
2

1,61,6
yx

cD



  ,4,62

2

3,62

2

2,62,6 c
y

c
x

cD 








  ,

2

5,63,6
yx

cD



  

,8,62

2

7,62

2

6,64,6 c
y

c
x

cD 








  ,

2

9,65,6
yx

cD



  ,12,62

2

11,62

2

10,66,6 c
y

c
x

cD 








   

,
2

13,67,6
yx

cD



  ,16,62

2

15,62

2

14,68,6 c
y

c
x

cD 








  ,17,69,6

y
cD




  ,18,610,6

y
cD




  

,19,611,6
y

cD



  ,20,66

y
cD p




  ,21,66

y
cD q




  

)],(2

))(
5

())(
3

())(([

122012

22,21

22

2212,11

11

1202,01

00

026

yiyi

yiyzi
iyxiyi

iyiyzi
i

yxiyi

iyiyzii

yxi

i

yi

i

aa

kd
h

x

I

y

I
akd

h

x

I

y

I
akdh

x

I

y

I
aD









































 

,3,72

2

2,72

2

1,71,7 c
y

c
x

cD 








  ,

2

4,72,7
yx

cD



  ,7,72

2

6,72

2

5,73,7 c
y

c
x

cD 








  

,
2

8,74,7
yx

cD



  ,11,72

2

10,72

2

9,75,7 c
y

c
x

cD 








  ,

2

12,76,7
yx

cD



  



 459 

,15,72

2

14,72

2

13,77,7 c
y

c
x

cD 








  ,

2

16,78,7
yx

cD



  ,17,79,7

x
cD




  ,18,710,7

x
cD




  

,19,711,7
x

cD



  ,20,77

x
cD p




  ,21,77

x
cD q




  

))],((2))(
7

(

))(
5

())(
3

())(([

203312301331,31

33
33

21,21

22
2311,11

11
1301,01

00
037

xxixixixixzi
iyxixi

i

xixzi
iyxixi

ixixzi
i

yxixi
ixixzii

yxi

i

xi
i

aaakd
h

y

I

x

I
a

kd
h

y

I

x

I
akd

h

y

I

x

I
akdh

y

I

x

I
aD


















































 

,
2

1,81,8
yx

cD



  ,4,82

2

3,82

2

2,82,8 c
y

c
x

cD 








  ,

2

5,83,8
yx

cD



  

,8,82

2

7,82

2

6,84,8 c
y

c
x

cD 








  ,

2

9,85,8
yx

cD



  ,12,82

2

11,82

2

10,86,8 c
y

c
x

cD 








  

,
2

13,87,8
yx

cD



  ,16,82

2

15,82

2

14,88,8 c
y

c
x

cD 








  ,17,89,8

y
cD




  ,18,810,8

y
cD




  

,19,811,8
y

cD



  ,20,88

y
cD p




  ,21,88

y
cD q




  

))],((2))(
7

(

))(
5

())(
3

())(([

103312301332,31

33

33

22,21

22

2312,11

11

1302,01

00

038

yyiyiyiyiyzi
ixyiyi

i

yiyzi
iyxiyi

iyiyzi
i

yxiyi

iyiyzii

yxi

i

yi

i

aaakd
h

x

I

y

I
a

kd
h

x

I

y

I
akd

h

x

I

y

I
akdh

x

I

y

I
aD


















































 

,1,91,9
x

cD



  ,2,92,9

y
cD




  ,3,93,9

x
cD




  ,4,94,9

y
cD




  ,5,95,9

x
cD




  

,6,96,9
y

cD



  ,7,97,9

x
cD




  ,8,98,9

y
cD




  ,10,9

2
9,99,9 ccD  ,12,9

2
11,910,9 ccD   

,14,9
2

13,911,9 ccD   ,15,99 cD p   ,16,99 cD q   

)],([ 0112,0,00201039 ziiyyxxiyiixii
i

i dkhIkIkaD    

,1,101,10
x

cD



  ,2,102,10

y
cD




  ,3,103,10

x
cD




  ,4,104,10

y
cD




  ,5,105,10

x
cD




  

,6,106,10
y

cD



  ,7,107,10

x
cD




  ,8,108,10

y
cD




  ,10,10

2
9,109,10 ccD   

,12,10
2

11,1010,10 ccD   ,14,10
2

13,1011,10 ccD   ,15,1010 cD p   ,16,1010 cD q   



 460 

]},2)(
3

[

])([{

121101112,1,111

02010112,0,00110

yiixiizziiyyxx
i

i

yiixii
i

ziiyyxxii

IkIkdk
h

a

IkIkdkhaD









 

,1,111,11
x

cD



  ,2,112,11

y
cD




  ,3,113,11

x
cD




  ,4,114,11

y
cD




  ,5,115,11

x
cD




  

,6,116,11
y

cD



  ,7,117,11

x
cD




  ,8,118,11

y
cD




  ,10,11

2
9,119,11 ccD   

,12,11
2

11,1110,11 ccD   ,14,11
2

13,1111,11 ccD  ,15,1111 cD p   ,16,1111 cD q   

]}.2)(
5

[

]2)(
3

[

])([{

222112112,2,222

121101112,1,112

02010112,0,00211

yiixiizziiyyxx
i

i

yiixiizziiyyxx
i

i

yiixii
i

ziiyyxxii

IkIkdk
h

a

IkIkdk
h

a

IkIkdkhaD













 

 
У вищенаведених формулах (Д.6) 
 





j

i
iiiii rdadahc

1
00100001,1 ),(  




j

i
iiii aGahc

1
00002,1 ,  




j

i
xiii rkahc

1
001003,1 ,   (Д.7) 





j

i
iiiii rdagahc

1
00100004,1 ),(  




j

i
iiiii rdadahc

1
01101005,1 ),(  




j

i
iiii aGahc

1
01006,1 ,  





j

i
xiii rkahc

1
011007,1 ,  




j

i
iiiii rdagahc

1
01101008,1 ),(  




j

i
iiiii rdadahc

1
02102009,1 ),(  





j

i
iiii aGahc

1
020010,1 ,  




j

i
xiii rkahc

1
0210011,1 ,  




j

i
iiiii rdagahc

1
021020012,1 ),(   





j

i
iiiii rdadahc

1
031030013,1 ),(  




j

i
iiii aGahc

1
030014,1 ,  




j

i
xiii rkahc

1
0310015,1 ,  





j

i
iiiii rdagahc

1
031030016,1 ),(  




j

i
iiivii skadktdc

1
01100101117,1 ),(  





j

i
iiivii skadktdc

1
02101102118,1 ),(  




j

i
iiivii skadktdc

1
03102103119,1 ),(  





j

i
piii dahc

1
010020,1 ,  




j

i
qiii dahc

1
010021,1 ,  




j

i
iiiii rdagahc

1
00100001,2 ),(  





j

i
iiii aGahc

1
00002,2 ,  




j

i
iiiii rdadahc

1
00100003,2 ),( 




j

i
yiii rkahc

1
002004,2 ,  





j

i
iiiii rdagahc

1
01101005,2 ),(  




j

i
iiii aGahc

1
01006,2 ,  




j

i
iiiii rdadahc

1
01101007,2 ),(  



 461 





j

i
yiii rkahc

1
012008,2 ,  




j

i
iiiii rdagahc

1
02102009,2 ),(  




j

i
iiii aGahc

1
020010,2 ,  





j

i
iiiii rdadahc

1
021020011,2 ),( 




j

i
yiii rkahc

1
0220012,2 ,  




j

i
iiiii rdagahc

1
031030013,2 ),(  





j

i
iiii aGahc

1
030014,2 ,  




j

i
iiiii rdadahc

1
031030015,2 ),( 




j

i
yiii rkahc

1
0320016,2 ,   





j

i
iiivii skadktdc

1
01200201117,2 ),(  




j

i
iiivii skadktdc

1
02201202118,2 ),(  





j

i
iiivii skadktdc

1
03202203119,2 ),(  




j

i
piii dahc

1
010020,2 ,  




j

i
qiii dahc

1
010021,2 ,  





j

i
i

i
iiiii rd

a
rdadahc

1
101

11
00100011,3 ],

3
)([  




j

i
iiii aGahc

1
00012,3 ,  





j

i
xix

i
xiii rar

a
rakhc

1
001110

11
000113,3 ],2)

3
([  




j

i
i

i
iiiii rd

a
rdagahc

1
101

11
00100014,3 ],

3
)([  





j

i
iii

i
iiiii adrd

a
rdadahc

1
11111

11
01101015,3 )],(

3
)([  




j

i
iiii aaGhc

1

2
11

2
016,3 ),

3

1
(  





j

i
xix

i
xiii rar

a
rakhc

1
011110

11
010117,3 ],2)

3
([  





j

i
iii

i
iiiii gard

a
rdagahc

1
11111

11
01101018,3 )],(

3
)([  





j

i
iii

i
iiiii dard

a
rdadahc

1
12121

11
02102019,3 )],(

3
)([  




j

i
i

i
iiii a

a
aaGhc

1
12

11
020110,3 ),

3
(  





j

i
xix

i
xiii rar

a
rakhc

1
021112

11
0201111,3 ],2)

3
([  





j

i
iii

i
iiiii gard

a
rdagahc

1
12121

11
021020112,3 )],(

3
)([  





j

i
iii

i
iiiii dard

a
rdadahc

1
13131

11
031030113,3 )],(

3
)([ 




j

i
i

i
iiii a

a
aaGhc

1
13

11
030114,3 ),

3
(  





j

i
xix

i
xiii rar

a
rakhc

1
031113

11
0301115,3 ],2)

3
([  





j

i
iii

i
iiiii gard

a
rdagahc

1
13131

11
031030116,3 )],(

3
)([  

},2)](
3

)([{ 0111111111
11

01100101
1

10117,3 sasktd
a

skadktdahc iii
i

iiivi

j

i
iii 



 

},2)](
3

)([{ 0211121111121
11

02101102
1

10118,3 saskadktd
a

skadktdahc iiiivii
i

iiivi

j

i
iii 



}2)](
3

)([{ 0311131121131
11

03102103
1

10119,3 saskadktd
a

skadktdahc iiiivii
i

iiivi

j

i
iii 



 



 462 

),
3

( 1
11

001
1

120,3 p
i

pi

j

i
ii

a
adhc   



 );
3

( 1
11

001
1

121,3 q
i

qi

j

i
ii

a
adhc   



 

],
3

)([ 101
11

001
1

00011,4 rd
a

rdgaahc i
i

ii

j

i
iii 



 ,
1

00012,4 



j

i
iiii Gaahc  

],
3

)([ 101
11

001
1

00013,4 rd
a

rdadahc i
i

i

j

i
iiii 



],2)
3

([ 001110
11

00012
1

4,4 yiy
i

yii

j

i
i rar

a
rakhc 



 

)],(
3

)([ 11111
11

011
1

01015,4 iii
i

ii

j

i
iii gard

a
rdgaahc 



 ,)
3

1
(

1

2
11

2
016,4 




j

i
iiii aaGhc  

)],(
3

)([ 11111
11

011
1

01017,4 iii
i

i

j

i
iiii adrd

a
rdadahc 



 

],2)
3

([ 011111
11

01011
1

8,4 yiy
i

yii

j

i
i rar

a
rakhc 



 

)],(
3

)([ 12121
11

021
1

02019,4 iii
i

ii

j

i
iii gard

a
rdgaahc 



 ,)
3

(
1

12
11

020110,4 



j

i
i

i
iiii a

a
aaGhc  

)],(
3

)([ 12121
11

021
1

020111,4 iii
i

i

j

i
iiii adrd

a
rdadahc 



 

],2)
3

([ 021112
11

02011
1

12,4 yiy
i

yii

j

i
i rar

a
rakhc 



 

)],(
3

)([ 13131
11

031
1

030113,4 iii
i

ii

j

i
iii gard

a
rdgaahc 



 ,)
3

(
1

13
11

30114,4 



j

i
i

i
itiii a

a
aaGhc  

)],(
3

)([ 13131
11

031
1

030115,4 iii
i

i

j

i
iiii adrd

a
rdadahc 



],2)
3

([ 031113
11

03012
1

16,4 yiy
i

yii

j

i
i rar

a
rakhc 



 

},2)](
3

)([{ 0111112111
11

01200201
1

10117,4 sasktd
a

skadktdahc iii
i

iiivi

j

i
iii 



 

},2)](
3

)([{ 0211122112121
11

02201202
1

10118,4 saskadktd
a

skadktdahc iiiivii
i

iiivi

j

i
iii 



 

},2)](
3

)([{ 0311132122131
11

03202203
1

10119,4 saskadktd
a

skadktdahc iiiivii
i

iiivi

j

i
iii 



 

),
3

( 1
11

001
1

120,4 p
i

pi

j

i
ii

a
adhc   



 );
3

( 1
11

001
1

121,4 q
i

qi

j

i
ii

a
adhc   



 

],
53

)([ 201
12

001
11

001
1

00021,5 rd
a

rd
a

rddaahc i
i

i
i

ii

j

i
iii 



 ,
1

00022,5 



j

i
iiii Gaahc  

)],(2)
53

([ 1022001220
22

10
12

00022
1

3,5 xixix
i

x
i

xii

j

i
i rarar

a
r

a
rakhc 



 



 463 

)],
53

()([ 201
22

101
12

1001
1

00024,5 rd
a

rd
a

drdagahc i
i

i
i

ii

j

i
iiii 



 

],
5

)(
3

)([ 211
22

11111
12

011
1

01025,5 rd
a

dard
a

rddaahc i
i

iii
i

ii

j

i
iii 



 

,)
3

1
(

1
111201026,5 




j

i
iiiiii aaaaGhc  

)],(2)
53

([ 1121011221
22

21
12

01021
1

7,5 xixix
i

x
i

xii

j

i
i rarar

a
r

a
rakhc 



 

],
5

)(
3

)([ 211
22

11111
12

011
1

01028,5 rd
a

agrd
a

rdagahc i
i

iii
i

i

j

i
iiii 



 

)],(
5

)(
3

)([ 22221
22

12121
12

021
1

02029,5 iii
i

iii
i

ii

j

i
iii dard

a
dard

a
rddaahc 



 

,)
53

(
1

2
22

2
122

0210,5 



j

i

ii
iii

aa
aGhc  

)],(2)
53

([ 1222021222
22

12
12

02021
1

11,5 xixix
i

x
i

xii

j

i
i rarar

a
r

a
rakhc 



 

)],(
5

)(
3

)([ 22122
22

12112
12

021
1

020212,5 rdga
a

rdga
a

rdagahc iii
i

iii
i

i

j

i
iiii 



 

)],(
5

)(
3

)([ 23231
22

13131
12

031
1

030213,5 iii
i

iii
i

i

j

i
iiii adrd

a
adrd

a
rdadahc 



 

,)
53

(
1

23
22

13
12

030214,5 



j

i
i

i
i

i
iiii a

a
a

a
aaGhc  

)],(2)
53

([ 1322031223
22

13
12

03021
1

15,5 xixix
i

x
i

xii

j

i
i rarar

a
r

a
rakhc 



 

)],(
5

)(
3

)([ 23231
22

13131
12

031
1

030216,5 iii
i

iii
i

i

j

i
iiii agrd

a
agrd

a
rdagahc 



 

},2)](
5

)(
3

)([{

0112211211
22

111111
12

01100101
1

10217,5

sasktd
a

sktd
a

skadktdahc

iii
i

ii
i

iiivi

j

i
iii




  

)},(2)](
5

)(
3

)([{

12220212221221
22

121111121
12

02101102
1

10218,5

sasasktd
a

skadktd
a

skadktdahc

iiii
i

iiivii
i

iiivi

j

i
iii




  

)},(2)](
5

)(
3

)([{

13220312231221231
22

131121131
12

03102103
1

10219,5

sasaskadktd
a

skadktd
a

skadktdahc

iiiiivii
i

iiivii
i

iiivi

j

i
iii




  



 464 

),
53

( 2
22

1
12

002
1

120,5 p
i

p
i

pi

j

i
ii

aa
adhc   



 );
53

( 2
22

1
12

002
1

121,5 q
i

q
i

qi

j

i
ii

aa
adhc   



 

)],
53

()([ 20
22

10
12

1001
1

00021,6 r
a

r
a

drdgaahc ii
iii

j

i
iii 



 ,
1

00022,6 



j

i
iiii Gaahc  

)],
53

()([ 20
22

10
12

1001
1

00023,6 r
a

r
a

drdadahc ii
ii

j

i
iiii 



 

)],(2)
53

([ 1022001220
22

10
12

00022
1

4,6 yiyiy
i

y
i

yii

j

i
i rarar

a
r

a
rakhc 



 

],
5

)(
3

)([ 211
22

11111
12

011
1

01025,6 rd
a

gard
a

rdgaahc i
i

iii
i

ii

j

i
iii 



 

,)
3

1
(

1
111201026,6 




j

i
iiiiii aaaaGhc  

],
5

)(
3

)([ 211
22

11111
12

011
1

01027,6 rd
a

adrd
a

rdadahc i
i

iii
i

i

j

i
iiii 



 

)],(2)
53

([ 1122011221
22

11
12

01022
1

8,6 yiyiy
i

y
i

yii

j

i
i rarar

a
r

a
rakhc 



 

)],(
5

)(
3

)([ 22122
22

12112
12

021
1

02029,6 rdga
a

rdga
a

rdgaahc iii
i

iii
i

ii

j

i
iii 



 

,)
53

(
1

2
22

2
122

0210,6 



j

i

ii
iii

aa
aGhc  

)],(
5

)(
3

)([ 22221
22

12121
12

021
1

020211,6 iii
i

iii
i

i

j

i
iiii adrd

a
adrd

a
rdadahc 



 

)],(2)
53

([ 1222021222
22

22
12

02022
1

12,6 yiyiy
i

y
i

yii

j

i
i rarar

a
r

a
rakhc 



 

)],(
5

)(
3

)([ 23231
22

13131
12

031
1

030213,6 iii
i

iii
i

i

j

i
iiii agrd

a
agrd

a
rdagahc 



 

,)
53

(
1

23
22

13
12

030214,6 



j

i
i

i
i

i
iiii a

a
a

a
aaGhc  

)],(
5

)(
3

)([ 23231
22

13131
12

031
1

030215,6 iii
i

iii
i

i

j

i
iiii adrd

a
adrd

a
rdadahc 



 

)],(2)
53

([ 1322031223
22

13
12

03022
1

16,6 yiyiy
i

y
i

yii

j

i
i rarar

a
r

a
rakhc 



 

},2)](
5

)(
3

)([{

0112212211
22

112111
12

01200201
1

10217,6

sasktd
a

sktd
a

skadktdahc

iii
i

ii
i

iiivi

j

i
iii




  



 465 

)},(2)](
5

)(
3

)([{

12220212222221
22

122112121
12

02201202
1

10218,6

sasasktd
a

skadktd
a

skadktdahc

iiii
i

iiivii
i

iiivi

j

i
iii




  

)},(2)](
5

)(
3

)([{

13220312232222231
22

132122131
12

03202203
1

10219,6

sasaskadktd
a

skadktd
a

skadktdahc

iiiiivii
i

iiivii
i

iiivi

j

i
iii




  

),
53

( 2
22

1
12

002
1

120,6 p
i

p
i

pi

j

i
ii

aa
adhc   



);
53

( 2
22

1
12

002
1

121,6 q
i

q
i

qi

j

i
ii

aa
adhc   



 

)],
753

()([ 30
33

20
23

10
13

1001
1

00031,7 r
a

r
a

r
a

drddaahc iii
iii

j

i
iii 



 ,
1

00032,7 



j

i
iiii Gaahc  

))],((2

)
753

([

20003310230013

30
33

20
23

10
13

00031
1

3,7

xxixixi

x
i

x
i

x
i

xii

j

i
i

rrarara

r
a

r
a

r
a

rakhc




  

)],
753

()([ 30
33

20
23

10
13

1001
1

00034,7 r
a

r
a

r
a

drdagahc iii
ii

j

i
iiii 



 

],
75

)(
3

)([ 311
33

211
23

111111
13

011
1

01035,7 rd
a

rd
a

rdad
a

rddaahc i
i

i
i

iii
i

ii

j

i
iii 



 

,)
3

(
1

11
13

01036,7 



j

i
i

i
iiii a

a
aaGhc  

))],((2

)
753

([

21013311230113

31
33

21
23

11
13

01031
1

7,7

xxixixi

x
i

x
i

x
i

xii

j

i
i

rrarara

r
a

r
a

r
a

rakhc




  

],
75

)(
3

)([ 311
33

211
23

11111
13

011
1

01038,7 rd
a

rd
a

rdga
a

rdagahc i
i

i
i

iii
i

i

j

i
iiii 



 

],
7

)(
5

)(
3

)([ 321
33

22122
23

12112
13

021
1

02039,7 rd
a

rdda
a

rdda
a

rddaahc i
i

iii
i

iii
i

ii

j

i
iii 



 

,)
53

(
1

22
23

12
13

020310,7 



j

i
i

i
i

i
iiii a

a
a

a
aaGhc  

))],(2(2

)
753

([

220212230213

32
33

22
23

12
13

02031
1

11,7

xxxixi

x
i

x
i

x
i

xii

j

i
i

rrrara

r
a

r
a

r
a

rakhc




  

],
7

)(
5

)(
3

)([ 321
33

22122
23

12112
13

021
1

020312,7 rd
a

rdga
a

rdga
a

rdagahc i
i

iii
i

iii
i

i

j

i
iiii 



 

)],(
7

)(
5

)(
3

)([

33133
33

23123
23

13113
13

031
1

030313,7

rdad
a

rdad
a

rdad
a

rdadahc

iii
i

iii
i

iii
i

i

j

i
iiii




  



 466 

,)
753

(
1

2
33

2
23

2
132

0314,7 



j

i

iii
iii

aaa
aGhc  

))],((2

)
753

([

23033313230313

33
33

23
23

13
13

03031
1

15,7

xxixixi

x
i

x
i

x
i

xii

j

i
i

rrarara

r
a

r
a

r
a

rakhc




  

)],(
7

)(
5

)(
3

)([

33133
33

23123
23

13113
13

031
1

030316,7

rdag
a

rdag
a

rdag
a

rdagahc

iii
i

iii
i

iii
i

i

j

i
iiii




  

)]},([2)](
7

)(
5

)(
3

)([{

21013311230113311311
33

211211
23

111111
13

01100101
1

10317,7

ssasasasktd
a

sktd
a

sktd
a

skadktdahc

iiiii
i

ii
i

ii
i

iiivi

j

i
iii




  

)]},([2)](
7

)(
5

)(
3

)([{

22023312230213321321
33

221221
23

111111121
13

02101102
1

10318,7

ssasasasktd
a

sktd
a

skadktd
a

skadktdahc

iiiii
i

ii
i

iiivii
i

iiivi

j

i
iii




  

)]},([2)](
7

)(
5

)(
3

)([{

21013313230313331331
33

231221231
23

131121131
13

03102103
1

10319,7

ssasasasktd
a

skadktd
a

skadktd
a

skadktdahc

iiiii
i

iiivii
i

iiivii
i

iiivi

j

i
iii






),
753

( 3
33

2
23

1
13

003
1

120,7 p
i

p
i

p
i

pi

j

i
ii

aaa
adhc   



);
753

( 3
33

2
23

1
13

003
1

121,7 q
i

q
i

q
i

qi

j

i
ii

aaa
adhc   



 

)],
753

()([ 30
33

20
23

10
13

1001
1

00031,8 r
a

r
a

r
a

drdgaahc iii
iii

j

i
iii 



 ,
1

00032,8 



j

i
iiii Gaahc  

)],
753

()([ 30
33

20
23

10
13

1001
1

00033,8 r
a

r
a

r
a

drdadahc iii
ii

j

i
iiii 



 

))],((2

)
753

([

20003310230013

30
33

20
23

10
13

00032
1

4,8

yyiyiyi

y
i

y
i

y
i

yii

j

i
i

rrarara

r
a

r
a

r
a

rakhc




  

],
75

)(
3

)([ 311
33

211
23

11111
13

011
1

01035,8 rd
a

rd
a

rdag
a

rdgaahc i
i

i
i

iii
i

ii

j

i
iii 



 

,)
3

(
1

11
13

01036,8 



j

i
i

i
iiii a

a
aaGhc  

],
75

)(
3

)([ 311
33

211
23

11111
13

011
1

01037,8 rd
a

rd
a

rdda
a

rdadahc i
i

i
i

iii
i

i

j

i
iiii 



 



 467 

))],((2

)
753

([

21013311230113

31
33

21
23

11
13

01032
1

8,8

yyiyiyi

y
i

y
i

y
i

yii

j

i
i

rrarara

r
a

r
a

r
a

rakhc




  

],
7

)(
5

)(
3

)([ 321
33

22122
23

12112
13

021
1

02039,8 rd
a

rdga
a

rdga
a

rdgaahc i
i

iii
i

iii
i

ii

j

i
iii 



 

,)
53

(
1

22
23

12
13

020310,8 



j

i
i

i
i

i
iiii a

a
a

a
aaGhc  

],
7

)(
5

)(
3

)([ 321
33

22122
23

12112
13

021
1

020311,8 rd
a

rdad
a

rdad
a

rdadahc i
i

iii
i

iii
i

i

j

i
iiii 



 

))],(2(2

)
753

([

220212230213

32
33

22
23

12
13

02032
1

12,8

yyyiyi

y
i

y
i

y
i

yii

j

i
i

rrrara

r
a

r
a

r
a

rakhc




  

)],(
7

)(
5

)(
3

)([

33133
33

23123
23

13113
13

031
1

030313,8

rdag
a

rdag
a

rdag
a

rdagahc

iii
i

iii
i

iii
i

i

j

i
iiii




  

,)
753

(
1

2
33

2
23

2
132

0314,8 



j

i

iii
iii

aaa
aGhc  

)],(
7

)(
5

)(
3

)([

33133
33

23123
23

13113
13

031
1

030315,8

rdad
a

rdad
a

rdad
a

rdadahc

iii
i

iii
i

iii
i

i

j

i
iiii




  

))],((2

)
753

([

23033313230313

33
33

23
23

13
13

03032
1

16,8

yyiyiyi

y
i

y
i

y
i

yii

j

i
i

rrarara

r
a

r
a

r
a

rakhc




  

)]},([2)](
7

)(
5

)(
3

)([{

21013311230113312311
33

212211
23

112111
13

01200201
1

10317,8

ssasasasktd
a

sktd
a

sktd
a

skadktdahc

iiiii
i

ii
i

ii
i

iiivi

j

i
iii




  

)]},([2)](
7

)(
5

)(
3

)([{

22023312230213322321
33

222221
23

112112121
13

02201202
1

10318,8

ssasasasktd
a

sktd
a

skadktd
a

skadktdahc

iiiii
i

ii
i

iiivii
i

iiivi

j

i
iii




  

)]},([2)](
7

)(
5

)(
3

)([{

21013311230313332331
33

232222231
23

132122131
13

03202203
1

10319,8

ssasasasktd
a

skadktd
a

skadktd
a

skadktdahc

iiiii
i

iiivii
i

iiivii
i

iiivi

j

i
iii




  



 468 

),
753

( 3
33

2
23

1
13

003
1

120,8 p
i

p
i

p
i

pi

j

i
ii

aaa
adhc   



);
753

( 3
33

2
23

1
13

003
1

121,8 q
i

q
i

q
i

qi

j

i
ii

aaa
adhc   



 

),(
1

0000112001001,9 



j

i
xiiiiviii rrdkadkahc  ),(

1
0000112002002,9 




j

i
yiiiiviii rrdkadkahc  

),(
1

0101112011003,9 



j

i
xiiiiviii rrdkadkahc  ),(

1
0101112012004,9 




j

i
yiiiiviii rrdkadkahc  

),(
1

0202112021005,9 



j

i
xiiiiviii rrdkadkahc  ),(

1
0202112022006,9 




j

i
yiiiiviii rrdkadkahc  

),(
1

0303112031007,9 



j

i
xiiiiviii rrdkadkahc  ),(

1
0303112032008,9 




j

i
yiiiiviii rrdkadkahc  

,
1

01009,9 



j

i
ii sahc  ),(

1
00120110010,9 




j

i
iiviiiii adkktdahc ,

1
020011,9 




j

i
ii sahc  

),(
1

01120210012,9 



j

i
iiviiiii adkktdahc  ,

1
030013,9 




j

i
ii sahc  

),(
1

02120310014,9 



j

i
iiviiiii adkktdahc  ,)1)((

2

1

1
01120010115,9 




j

i
piiii dkahtc   

],)1)((
2

1
[

1
01120010116,9 




j

i
qiiii dkahtc   

},2)](
3

)([{ 00111010112
11

1
0000112001011,10 rarrdk

a
rrdkadkahc ixii

i
j

i
xiiiiviii 



 

},2)](
3

)([{ 00111010112
11

1
0000112002012,10 rarrdk

a
rrdkadkahc iyii

i
j

i
yiiiiviii 



 

},2)](
3

)([{ 01111111111112
11

1
0101112011013,10 raradkrdk

a
rrdkadkahc ixiiviii

i
j

i
xiiiiviii 



 

},2)](
3

)([{ 01111111211112
11

1
0101112012014,10 raradkrdk

a
rrdkadkahc iyiiviii

i
j

i
yiiiiviii 



 

},2)](
3

)([{ 02111212112112
11

1
0202112021015,10 raradkrdk

a
rrdkadkahc ixiiviii

i
j

i
xiiiiviii 



 

},2)](
3

)([{

02111212212112
11

1
0202112022016,10

raradkrdk
a

rrdkadkahc

iyiiviii
i

j

i
yiiiiviii




  

},2)](
3

)([{ 03111313113112
11

1
0303112031017,10 raradkrdk

a
rrdkadkahc ixiiviii

i
j

i
xiiiiviii 



 

},2)](
3

)([{ 03111313213112
11

1
0303112032018,10 raradkrdk

a
rrdkadkahc iyiiviii

i
j

i
yiiiiviii 



 



 469 

),
3

( 11
11

1
01019,10 s

a
sahc i

j

i
ii  



 

},2]
3

)([{ 011111112
11

1
00011120110,10 tatdk

a
adktdkahc iii

i
j

i
iiviiiii 



 

),
3

( 12
11

1
020111,10 s

a
sahc i

j

i
ii  



 

},2)](
3

)([{ 02111112112
11

1
01021120112,10 taadktdk

a
adktdkahc iiiviii

i
j

i
iiviiiii 



 

),
3

( 13
11

1
030113,10 s

a
sahc i

j

i
ii  



 

},2)](
3

)([{ 03111213112
11

1
02031120114,10 taadktdk

a
adktdkahc iiiviii

i
j

i
iiviiiii 



 

],2)
3

([)1)((
2

1
0111

1

11
00111212115,10 pip

j

i

i
piiii a

a
adkhtc   



 

]},2)
3

([)1)((
2

1
{ 0111

1

11
00111212116,10 qiq

j

i

i
qiiii a

a
adkhtc   



 

)},(2)](
5

)(
3

)([{

102200122020112
22

1010112
12

1
0000112001021,11

rararrdk
a

rrdk
a

rrdkadkahc

iixii
i

xii
i

j

i
xiiiiviii




  

)},(2)](
5

)(
3

)([{

102200122020112
22

1010112
12

1
0000112002022,11

rararrdk
a

rrdk
a

rrdkadkahc

iiyii
i

yii
i

j

i
yiiiiviii




  

)},(2)](
5

)(
3

)([{

112201122121112
22

1111111112
12

1
0101112011023,11

rararrdk
a

radkrdk
a

rrdkadkahc

iixii
i

xiiviii
i

j

i
xiiiiviii




  

)},(2)](
5

)(
3

)([{

112201122121112
22

1111211112
12

1
0101112012024,11

rararrdk
a

radkrdk
a

rrdkadkahc

iiyii
i

yiiviii
i

j

i
yiiiiviii




  

)},(2)](
5

)(
3

)([{

122202122222122112
22

1212112112
12

1
0202112021025,11

rararadkrdk
a

radkrdk
a

rrdkadkahc

iixiiviii
i

xiiviii
i

j

i
xiiiiviii




  



 470 

)},(2)](
5

)(
3

)([{

122202122222222112
22

1212212112
12

1
0202112022026,11

rararadkrdk
a

radkrdk
a

rrdkadkahc

iiyiiviii
i

yiiviii
i

j

i
yiiiiviii




  

)},(2)](
5

)(
3

)([{

132203122323123112
22

1313113112
12

1
0303112031027,11

rararadkrdk
a

radkrdk
a

rrdkadkahc

iixiiviii
i

xiiviii
i

j

i
xiiiiviii




  

)},(2)](
5

)(
3

)([{

132203122323223112
22

1313213112
12

1
0303112032028,11

rararadkrdk
a

radkrdk
a

rrdkadkahc

iiyiiviii
i

yiiviii
i

j

i
yiiiiviii




  

),
53

( 21
22

11
12

1
01029,11 s

a
s

a
sahc ii

j

i
ii  



 

)},(2]
5

3
)([{

11226011221112
22

11112
12

1
00011210210,11

tatatdk
a

tdk
a

kadtkdahc

iiii
i

ii
i

j

i
viiiiiii




  

),
53

( 22
22

12
12

1
020211,11 s

a
s

a
sahc ii

j

i
ii  



 

)},(2]
5

)(
3

)([{

1222021222112
22

1112112
12

1
01021210212,11

tatatdk
a

kadtdk
a

kadtkdahc

iiii
i

viiiii
i

j

i
viiiiiii




  

),
53

( 23
22

13
12

1
030213,11 s

a
s

a
sahc ii

j

i
ii  



 

)},(2)](
5

)(
3

)([{

132203122223112
22

1213112
12

1
02031210214,11

tatakadtdk
a

kadtdk
a

kadtkdahc

iiviiiii
i

viiiii
i

j

i
viiiiiii




  

)],(2)
53

([)1)((
2

1
1220122

22
1

1

12
00211212115,11 pipip

i
p

j

i

i
piiii aa

aa
adkhtc   



 

)]},(2)
53

([)1)((
2

1
{ 1220122

22
1

1

12
00211212116,11 qiqiq

i
p

j

i

i
qiiii aa

aa
adkhtc   



 

де 

iiii dGg  ; mimim eqeqr 3032020  , );3,2,1,0( m  



 471 

wmiwmim eqeqt 3032020  , );3,2,1( m  

5,03032020  pipip eqeq ; 013032020 iqiqiq qeqeq  ; 

)),,(),,((),,( 3032020 tyxeqtyxeqtyx iiz   . 

 
Для 3,2,1k                    mikmikkm eqeqr 3322  , );3,2,1,0( m  

wmikwmikkm eqeqt 3322  , );3,2,1( m  

pikpikkp eqeq 3322  ; ikqikqikkq qeqeq 13322  ; 

)),,(),,((),,( 3322 tyxeqtyxeqtyx ikikkz   ; 

 

для 5,4k           mimim eqeqr 3432424  ; mim eqr 3535  , );3,2,1,0( m  

wmiwmim eqeqt 3432424  ;  wmim eqt 3535  , );3,2,1( m  

pipip eqeq 3432424  ; ;3535 pip eq  qiqiq eqeq 3432424  ;  

;3535 qiq eq  )),,(),,((),,( 3432424 tyxeqtyxeqtyx iiz   ; 

 ),,(),,( 3535 tyxeqtyx iz   ; 
 

для 2,1,0k                      



3

1n
mxnnikxkm ler , )3,2,1,0;,( myx ; 





3

1n
mnnikkm hes , )3,2,1( m ; 




3

1

),(),,,(),,(
n

xnnikkx yxtyxhetyx ; 

 
для 3k      ,3332323 mximximx leler  );3,2,1,0;,( myx  ,3332323 mimim hehes   

);3,2,1( m  )),,,(),,((),,( 3332323 tyxhetyxhetyx xixix   ),( yx . 

 

Д.2. Точний розв’язок для багатошарових транстропних пластин 

 

Розглядається згин багатошарової вільно обіпертої прямокутної транстроп-

ної пластини розмірами hba  , де h - товщина плити ( 



j

i
ihh

1

), ih  – товщина i -

го шару, j  – кількість шарів. Нумерацію шарів введемо знизу догори. Вісь z  на-

прямимо знизу вгору від нижньої лицевої площини. Граничні умови (7.1); ),( yxq  і 

),( yxp  змінюються за законом (2.213) при nm  . Компоненти НДС в i -му шарі 

для квадратної пластини визначаються таким чином: 

 

;
~

),,( 1 ymxmiii SCfhzyxu   ;
~

),,( 1 ymxmiii CSfhzyxv   ;
~

),,( 3 ymxmiii SSfhzyxw   

,)(
~

),,( ymxmxiixi SSztGzyx   ),( yx ; ;)(
~

),,( myxmziizi SSztGzyx         (Д.8) 

);,(,)(
~

),,( yxSCztGzyx ymxmxziixzi   ymxmyxiiyxi CCztGzyx )(
~

),,(  , 
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Безрозмірні сталі niC
~

 (їх всього j4 ) знаходяться з граничних умов на лице-

вих площинах та із умов жорсткого спряження між шарами: 

 

),...()...( 1)1(1 iiii hhzuhhzu   ),...()...( 1)1(1 iiii hhzwhhzw    

),...()...( 1)1(1 iizizi hhzhhz                             (Д.9) 

)...()...( 1)1(1 iixzixzi hhzhhz   , ( 11  ji ). 

 
Граничні умови та умови спряження між шарами (Д.9) з урахуванням (Д.8) 

зводяться до системи ЛАР, кількість яких дорівнює j4  (4-и рівняння відобража-

ють граничні умови і )44( j  рівнянь – умови спряження між шарами). Після 

знаходження сталих iiii CCCC 4321

~
,

~
,

~
,

~
 визначаються переміщення та напруження в 

будь-якому шарі згідно з (Д.8). 

Аналогічно отримано точні розв’язки задач для нетонких однорідних та ба-

гатошарових пластин при циліндричному згині. 
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Д.3. Числові результати для тришарових і двошарових пластин 

 

Таблиця Д.1 

Компоненти НДС квадратної тришарової транстропної пластини ( 0/ 1111 qp ; 

3,0;1/;5,0/;1/;10/;1/;5,0/ 13
4

1213,2  
iiiiii EEGGGGGGhhah  ) 

 
Точки НК13 ТР   НК13 ТР   

x
~  W

~
 

34T  -3,744 -3,793 1,29 -7,767 -7,711 0,73 

30T  -0,0384 -0,0346 - -7,889 -7,826 - 

33T  3,552 3,702 4,05 -7,706 -7,636 0,92 

23T  0,000237 0,000277 - -7,706 -7,636 - 

20T  0 0 0 -7,402 -7,327 1,02 

 

 

Таблиця Д.2 

Компоненти НДС квадратної тришарової транстропної пластини ( 1/ 1111 qp ; 

3,0;1/;5,0/;1/;10/;1/;5,0/ 13
4

1213,2  
iiiiii EEGGGGGGhhah  ) 

Точки НК0-3 ТР   НК0-3 ТР   

x
~  W

~
 

34T  -7,329 -7,548 2,90 -15,60 -15,35 1,6 

30T  -0,0623 -0,0686 - -15,74 -15,57 - 

33T  7,065 7,369 4,13 -15,51 -15,20 2,03 

 x
~  W

~
 

23T  -0,00158 -0,00170 - -15,51 -15,20 - 

20T  -0,00109 -0,00150 - -7,49 -7,327 - 

22T  -0,00207 -0,00226 - -0,07699 -0,07613 - 

12T  -0,0342 -0,0357 - -0,07699 -0,07613 - 

10T  0,00047 0,00053 - -0,07780 -0,07710 - 

11T  0,0348 0,0371 - -0,07551 -0,07516 - 
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Таблиця Д.3 

Згин квадратної тришарової ізотропної пластини ( 0/ 1111 qp ; 

3,0;1/;999,0/;1/;10/;5,0/ 13121312  iGGGGhhhhah  ) 

(у верхніх рядках – точні значення, у нижніх – наближені за НК13) 
 

Точки x
~  z~  xz~  yx~  U

~
 W

~
 

34T  -1,019 

-1,012 

-0,500 

-0,500 

0,000 

0,000 

0,4333 

0,4331 

0,3586 

0,3582 

-0,9951 

-1,016 

20T  0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

-0,4553 

-0,4550 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

-0,9686 

-0,9704 

    11T  1,019 

1,012 

0,500 

0,500 

0,000 

0,000 

-0,4333 

-0,4331 

-0,3586 

-0,3582 

-0,9951 

-1,016 

 

Таблиця Д.4 

Циліндричний згин однорідної пластини ( 1/ 1111 qp ; 3,0;5,0/  ah ) 

(у верхніх рядках – точні значення, у нижніх – наближені за НК0-3) 
 

Точки x
~  z~  xz~  U

~
 W

~
 

23T  -2,745 

-2,737 

-1,0000 

-1,0000 

0,0000 

0,0000 

1,342 

1,337 

-3,009 

-3,033 

20T  0,04434 

0,04577 

-0,4930 

-0,4930 

-0,9340 

-0,9338 

-0,1481 

-0,1489 

-2,874 

-2,877 

    22T  2,556 

2,556 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

-1,481 

-1,481 

-2,557 

-2,573 

 

Таблиця Д.5 

Циліндричний згин двошарової пластини з ізотропними  шарами 

( 1/ 1111 qp ; 3,0;10/;50/;5,0/ 4
1212  iGGhhah  ) 

(у верхніх рядках – точні значення, у нижніх – наближені за НК0-3) 
 

Точки x
~  z~  xz~  U

~
 W

~
 

23T  -2,745 

-2,734 

-1,0000 

-1,0000 

0,0000 

0,0000 

1,316 

1,309 

-2,950 

-2,972 

20T  0,04433 

0,04575 

-0,4930 

-0,4930 

-0,9340 

-0,9337 

-0,1452 

-0,1460 

-2,818 

-2,822 

    22T  2,556 

2,554 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

-1,452 

-1,453 

-2,507 

-2,525 
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Таблиця Д.6 

Компоненти НДС квадратної тришарової пластини з ізотропними шарами  

( 1/;3,0;10/;6,0/ 1111
3

23,13,12  qpGGhh i ) 

 
Вид  

розв’язку 

ah /  

0,1 0,05 

x
~  W

~
 x

~
 W

~
 

«Точний» по Л. Брюккеру [31] -55,8 -1940 -159 -19200 

Зсувний» розв’язок з урахуванням 

викривлення нормалі (ДР (3.20)  [283]) 

-55,0 -1910 -158 -19200 

Розв’язок, оснований на гіпотезі прямої 

(ДР (3.22)  [283] ) 

-155,0 -6580 -215 -29700 

НК0-3 розробленого варіанта МТ -55,6 -1936 -158,6 -19200 

 

 

Таблиця Д.7 

Компоненти НДС квадратної тришарової пластини з ізотропними шарами  

( 1/;3,0;10/;8/ 1111
3

23,13,12  qpGGhh i ) 

 
Вид  

розв’язку 
ah /  

0,2 0,1 

x
~  W

~
 x

~
 W

~
 

«Точний» по Л. Брюккеру [31] -78,6 -2570 -121 -12600 

Теорія пластин 

з жорстким заповнювачем 

- -2390 - -12400 

Теорія пластин 

з легким заповнювачем 

- -3290 - -13600 

«Зсувний» розв’язок з урахуванням  

викривлення нормалі (ДР (3.20) [283] ) 

-74,1 -2390 -121 -12400 

Розв’язок, оснований на гіпотезі прямої  

(ДР (3.22) згідно [283] ) 

-97,7 -3260 -128 -13500 

НК0-3 розробленого варіанта МТ -77,8 -2557 -121 -12570 
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Таблиця Д.8 

Компоненти НДС квадратної тришарової пластини з ізотропними шарами  

( 0/;3,0;10/;1/;5,0/ 1111
4

23,113,2  qpGGhhah i ) 

Точки ТР Теорія 
О. П. Прусаковa [318] 

  
% 

НК13 
варіанта МТ 

  
% 

x
~  

34T  -3,70 -3,66 1,08 -3,67 0,81 

30T  -0,0349 -0,0485 - -0,0386 - 

33T  3,61 3,46 4,16 3,50 3,05 

23T  0,000191 0,000176 - 0.000179 - 

20T  0 0 0 0 0 

Точки 
z~  

34T  -0,5 -0,5 0 -0,5 0 

30T  -0,250 -0,250 0 -0,25 0 

33T  -0,000397 -0,000396 0,25 -0,000396 0,25 

23T  -0,000397 -0,000396 0,25 -0,000396 0,25 

20T  0 0 0 0 0 

Точки W
~

 

34T  -6,76 -6,85 1,33 -6,75 0,15 

30T  -6,88 -6,85 - -6,86 - 

33T  -6,69 -6,74 - -6,65 - 

23T  -6,69 -6,74 - -6,65 - 

20T  -6,26 -6,21 0,80 -6,22 0,64 

 

Таблиця Д.9 

Компоненти НДС квадратної тришарової пластини з ізотропними шарами  

( 1/;3,0;10/;1/;5,0/ 1111
4

23,113,2  qpGGhhah i ) 

Точки ТР Теорія 
О. П. Прусаковa [318] 

  
% 

НК0-3 
варіанта МТ  

  
% 

1           2    3   4   5 

x
~  

34T  -7,37 -7,12 3,39 -7,16 2,85 

30T  -0,0687 -0,0789 - -0,0757 - 

33T  7,19 6,82 5,15 6,91 3,89 

23T  -0,00152 -0,00164 - -0,00162 - 

20T  -0,00141 -0,00194 - -0,00181 - 

 z~  

34T  -1,0 -1,0 0 -1,0 0 
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Продовження табл. Д. 9 

Точки 1           2    3   4   5 

30T  -0,5023 -0,5110 1,73 -0,5097 1,47 

33T  -0,00523 -0,00546 - -0,00542 - 

23T  -0,00523 -0,00546 - -0,00542 - 

20T  -0,00491 -0,00499 - -0,00497 - 

Точки W
~

 

34T  -13,47 -13,51 0,30 -13,49 0,15 

30T  -13,70 -13,62 - -13,66 - 

33T  -13,32 -13,31 - -13,28 - 

23T  -13,32 -13,31 - -13,28 - 

20T  -6,26 -6,21 0,80 -6,22 0,64 

 

Таблиця Д.10 

Компоненти НДС тришарової пластини з ізотропними шарами при 

циліндричному згині ( 0/;3,0;500/;1/;5,0/ 111123,13,12  qpGGhhah i ) 

Точки Точний 

розв’язок 

Теорія О. П. Прусаковa 

[318] 
  
% 

НК13 

варіанта МТ 
  
% 

x
~  

20T  0,0000 0,0000 0 0 - 

22T  -0,01428 -0,01411 - -0,01413 - 

12T  -10,27 -10,17 0,97 -10,19 0,78 

10T  0,1038 0,1096 - 0,1050 - 

11T  10,51 10,39 1,14 10,43 0,76 

Точки 
z~  

20T  0,0000 0,0000 - 0 - 

22T  0,01464 0,01458 0,41 0,01460 0,27 

12T  0,01464 0,01458 0,41 0,01460 0,27 

10T  0,2610 0,2610 - 0,2610 - 

11T  0,5000 0,5000 - 0,5000 - 

Точки W
~

 

20T  -23,27 -23,07 - -23,13 - 

22T  -24,06 -24,34 - -24,20 - 

12T  -24,06 -24,34 - -24,20 - 

10T  -24,40 -24,344 - -24,34 - 

11T  -24,12 -24,36 1,00 -24,30 0,75 
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Таблиця Д.11 

Циліндричний згин двошарової пластини з ізотропними  шарами 

( 1/ 1111 qp ; 3,0;100/;1/;5,0/ 1212  iGGhhah  ) 

 
Точки НК0-3 

варіанта МТ 

Точний 

розв’язок 
  
% 

НК0-3 

варіанта МТ 

Точний 

розв’язок 
  
% 

x
~  W

~
 

23T  -9,188 -9,363 1,87 -0,1523 -0,1518 0,33 

20T  -0,08902 -0,09102 - -0,1541 -0,1544 - 

22T  8,897 9,069 1,90 -0,1502 -0,1496 0,40 

12T  0,07696 0,07443 - -0,1502 -0,1496 - 

10T  0,1012 0,1044 - -0,1363 -0,1357 - 

11T  0,1596 0,1654 3,57 -0,1226 -0,1220 0,49 

 

 

Таблиця Д.12 

Компоненти НДС квадратної тришарової транстропної пластини ( 1/ 1111 qp ; 

3,0;1;
2

1
;

10

1
;1;10;1;2;

2

1

3,1

3,1

2

2

1

32

1

2

1

3

1

2 








 
ii

i

i

E

E

G

G

G

G

G

G

G

G

h

h

h

h

a

h
 ) 

 
Точки НК0-3 

варіанта 

МТ 

Точний 

розв’язок 
  
% 

НК0-3 ва-

ріанта МТ 

Точний 

розв’язок 
  
% 

x
~  W

~
 

34T  -8,840 -9,046 2,28 -22,84 -22,67 0,75 

30T  -0,1109 -0,1135 - -22,98 -22,90 - 

33T  8,572 8,780 2,34 -22,72 -22,53 0,84 

23T  -0,04913 -0,04422 - -22,72 -22,53 - 

20T  -0,04324 -0,04501 3,93 -15,62 -15,50 0,78 

      22T  -0,1551 -0,1588 - -9,347 -9,236 - 

      12T  -3,486 -3,588 2,84 -9,347 -9,236 1,2 

      10T  0,02896 0,02738 - -9,421 -9,337 - 

      11T  3,541 3,653 3,07 -9,314 -9,196 1,28 
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Додаток Е 

Залежності та рівняння на основі наближених методів. 

Числові результати для НДС нетонких пластин 

 
Е.1. Числові результати для круглих пластин  

Таблиця Е.1 

Згин круглої вільно обіпертої транстропної пластини від дії сталого  

кососиметричного навантаження ( ;1/  EE 3,0 vv ) 

G

G
 

h

a
 

)2/;0(~ hzrr   

НК1 НК13 НК1 НК13 

0,4 1,5 -7,572 -7,412 -2,784 -3,002 

2,5 -38,42 -37,77 -7,734 -7,954 

5 -479,8 -476,8 -30,94 -31,16 

10 -7136 -7124 -123,8 -124,0 

0,2 1,5 -11,96 -11,82 -2,784 -3,163 

2,5 -50,61 -49,98 -7,734 -8,149 

5 -528,5 -525,6 -30,94 -31,35 

10 -7331 -7319 -123,8 -124,2 

 

 

Таблиця Е. 2 

Прогини )2/;0(
~

hzrW   транстропної круглої пластини від дії зосередженого  

в центрі кососиметричного навантаження ( GG / =0,4; ;1/  EE 3,0 vv ) 

 

h

a
 

Вільне обпирання 

краю 

Жорстке защемлення 

краю 

НК1 НК13 НК1 НК13 

2,5 -19,45 -60,76 -12,37 -53,83 

5,0 -336,3 -501,4 -151,3 -317,4 

10,0 -5481 -6142 -2235 -2899 
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Таблиця Е.3 

Прогини )2/;/(
~

hzarW   транстропної круглої пластини від дії зосередженого  

в центрі кососиметричного навантаження при жорсткому защемленні краю 

 ( 5.2/ ha ; GG / =0,4; ;1/  EE 3,0 vv ) 

ar /  НК1 НК13 

0,00 -12,37 -53,83 

0,25 -10,12 -11,43 

0,50 -6,224 -6,333 

0,75 -2,652 -2,664 

1,00 0,000 0,000 

 

Е.2. Загальні розв’язки для переміщень і напружень при  

вісесиметричному кільцевому навантаженні товстих пластин в НК13 

 

Переміщення і напруження в пластині в полярній системі координат ви-

значаються із залежностей для сферичної оболонки при кривинах, рівними нулю. 

Е.2.1. Загальні розв’язки для переміщень. Поперечні переміщення: 

 





3

3,1

)()/2(),(
k

kk rwhzPzrW .                                     (Е.1) 

Складові переміщень визначаються із наступних залежностей: 

для 1rr   

 rrDrCDrBDBArw lnln)4()(4()( 2
330033003320

2
33000033233001   

);)()(())()( 01
2

31202110110222102111101 rrrr krksrIksrIkqsrAsrA    

(Е.2) 

 ))()(ln4)(4()( 2223021113013120003123 srAsrArDDBrw   

),)()(( 03202310130 rrr ksrIksrIkq   

де 

,)(, 31231430330332
2

33410   iiiiii ssss  

)),()(( 132134313330332
2

33411111   iiiiiiiri ssaassaack  

);2,1(,))(( 31231411111431313  isaasaasck iiiiiiri   
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,4)(4( 11133132314161131511214133011131332101 baababababaak r    
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12

2
211 lnln,2/)(lnln rrrrbrrrrrrb  , 

4/)(,4/)(lnln 2
1

2
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4
1

4
21

4
12

4
213 rrbrrrrrrb  ; 

);()()(),()()( 202202222101101111 srKBsrIAsrAsrKBsrIAsrA   

 
для 2rr   





))()(ln

ln)4()(4()(

222102111101
2

3300

33003320
2

33000033233001

srAsrArrD

rCDrBDBArw




 

);lnln)()(( 01
2

311202110110 rrrrr mrrmrmsrKmsrKmq             (Е.3) 

),ln)()((

))()(ln4)(4()(

033202310130

2223021113013120003123

rrrr mrmsrKmsrKmq

srAsrArDDBrw



 
 

де 

)),()(( 132134313330332
2

33411121   iiiiiiiri ssaassaacm  

);2,1(,))(( 31231411111431323  isaasaascm iiiiiiri   

,4)4( 2231323231330221332101 caccam r   ,,4 221330131221312103 camcam rr    

22131213223132321133022133211 4,4)4( camcaccam rr   ; 

 
для 21 rrr   

  rCDrBDBArw ln)4()(4()( 33003320
2

33000033233001   

 ))()(ln 222102111101
2

3300 srAsrArrD   

  ))()()()((( 1011111012121010 srKsrIrsrIsrKrnq  

 ))()()()(( 202111202212102 srKsrIrsrIsrKrn  

;)lnln)( 01
4

103
2

21
2

111212111113301 rrrrrsrs nrnrnrrnrnaaa    (Е.4) 

 ))()(ln4)(4()( 2223021113013120003123 srAsrArDDBrw   

 ))()()()((( 1011111012123010 srKsrIrsrIsrKrnq  
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)ln))()()()(( 03
2

3033202111202212302 rr nrnrnsrKsrIrsrIsrKrn  , 

де 

)),()(( 33233411113213431310   iiiiii saasaasn  

);2,1(),)(( 11431331231411130  isaasaasn iiiiii   

,4,4)4( 31131213313132332133031133211 cancaccan rr    

),(16(4))(464( 3333131323131343341330331311332311334101 ccaacccaan r    

,,16)16(, 31133011033131323331330311332121311330111 canaacaancan rr    

))).(16(16(4,16 33131131231131413131143033113121303 ccaaaanaan r    

 
Тангенціальні переміщення ),( zrUr  знаходяться наступним чином: 





3

3,1

)()/2(),(
k

kkr ruhzPzrU .                                   (Е.5) 

 
де rkqrrkwrkwrkrkk qwwru ,,33,11,33,11)(    , навантаження )(rq  визна-

чається згідно з (7.133), а функції )(rk  мають вигляд: 

 

qwwwr kkkkk 43
2

3321
2

1)(   ; 

для 1rr   

 )())((()()( 10132133111100 srIkkksqrr rkrkrkkk   

),3,1(,))4()())(( 032311202322332112  kkksrIkkks rkrkrkrkrk   

 ))(ln)((4)(4)( 312233013122330103122330100  kkkkkkk rDBr  

 ))()()()(( 1011013012301310111 srKBsrIAs kkk   

));()()()(( 2022023022302310212 srKBsrIAs kkk    

для 2rr   

 )())((()()( 10132133111100 srKmmmsqrr rkrkrkkk   

 )())(( 202322332112 srKmmms rkrkrk   

);3,1()),ln)4()4( 32311032311  krmmmm rkrkrkrk   
 
для 21 rrr   

),ln))()()()((

))()()()((()()(

2
0102021112022122

101111101212100

rarccsrKsrIrsrIsrKra

srKsrIrsrIsrKraqrr

rr

kk
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;))(();16 301230133301111101111303210310 nnaansanna kkkkk     

;))(( 302230233301211102122 nnaansa kkk    

).3,1(;4;)(4 32111140323033211110  knncnnnnc rkrkrkrkkrrkr    

 
Тоді складові )(ruk  радіальних переміщень визначаються таких чином:  

для 1rr   

 )2)()(()()( 312112111100 rksrIrsrIrqruru rkkkk   ;                 (Е.6) 

де 

  rDBrDCru kkkkkk )2())(4()( 0011330
1

31312113321233001133000 

))()(())()((ln2 2122121211111111113300 srKBsrIAtsrKBsrIAtrrD kkk   ; 

;))()(( 3132301112101 kikikikiiik ssst    

;)3,1;2,1(,))()(( 31323111211  kisksksr kikrikikriiik   

для 2rr   

 

 )ln)()(()()( 2524
1

232122112100 rrrrrrrsrKrsrKrqruru kkkkkkk  
, (Е.7) 

 
де 

)3,1;2,1(,))()(( 31323111212  kismsmsr kikrikikriiik  ; 

3111253111243311111311223 ;2;4 rkkrkkrkrkrkk mrmrmmmr   ; 

 
для 21 rrr   

  ))()()()((()()( 1111111112123100 srKsrIrsrIsrKrsqruru kkk  

 ))()()()(( 21211121221232 srKsrIrsrIsrKrs k                   (Е.8) 

)ln 3
343332

1
31 rrrrrrrrr kkkk   , 

де 

;))(( 30311011303210123 ikikikikiiik sst    

;))())((( 3132301112330111103 kikikikiiiik snsanss    

;2)2(32;4 303312111111031232331111111231 nnnnrnnnr krrkkkrkrkrkk    

.4;2 1031134111133 nrnr kkrkk    

Переміщення ),( zrUr  визначиться згідно з  (Е.5). 
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Е.2.2. Загальні розв’язки для напружень. Напруження ),( zrr  визнача-

ються таким чином: 

)()/2(),(
5

3,1

rshzPzr ir
i

ir 


 ,                                   (Е.9) 

де 

)5,3,1(,)( 33,33,11  iqawauauars iqiwriuriuir ;              (Е.10) 

;5/)14/1(3;70/3;70/3;70/3 31011033311033311031011 qqwuu edadqadeadeda 

;)15/10/1(;15/;15/;15/ 10331033331033033103113 deadqadedadea qqwuu    

.42/;42/;42/;42/ 1035103335103335103115 deadqadeadea qqwuu   

 
В (Е.10) сталі qed ,,  з індексами визначаються безпосередньо через сталі транс-

версально-ізотропного матеріалу, )(rq  відповідає (7.133). 

З урахуванням залежностей Е.2–Е.4, Е.6–Е.8 для )(),( 3 rwruk  та )(rq  діс-

танемо вирази для )(rs ir  і надалі для ),( zrr  згідно з (Е.9). 

Поперечні дотичні напруження ),( zrzr  знаходяться так: 

),()/2(),(
4

2,0

rthzPzr ir
i

izr 


                                     (Е.11) 

Складові )(rt ir  знаходяться за формулами: 

),4,2,0(,)( 330110,330,110  iululwhwhrt iiririir                 (Е.12) 

де 

.7/3;7/3;/)7/3(;/)7/3(

;/;/;7/3;7/3

;/)7/3(;/)7/3(;/;/

330433104113330231131021

13003110013304331041

133302311310211300311001

llllhlllhlll

hllhllhhhh

hhhhhhhhhhhhhh







 

 
Тут сталі lh,  з подвійними індексами визначаються безпосередньо через сталі 

трансверсально-ізотропного матеріалу. 

З урахуванням виразів (Е.2–Е.4), (Е.6)–(Е.8) для  )(),( rwru kk  дістанемо за-

лежності для )(rt ir  і надалі для ),( zrzr  згідно з (Е.10). 

Нормальні напруження ),( zrz  визначаються наступним чином: 
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),()/2(),(
5

3,1

rshzPzr iz
i

iz 


                                   (Е.13) 

 
Складові )(rs iz  знаходяться за формулами: 

),5,3,1(,)( 331133  iqgggwprs qiiiiiz                    (Е.14) 

де 

.42/;42/;42/;42/

;5/)3/5,0(;15/;15/;15/

;5/)14/31(3;70/3;70/3;70/3

35335331513353

33333331313333

31331331113313

qq

qq

qq

egegegqp

egegegqp

egegegqp







 

 
З урахуванням вищенаведених залежностей для 3w , 1 і 3  визначаються 

складові )(rs iz  і за формулами (Е.11) знаходяться напруження ),( zrz . 

Напруження ),( zr  визначаються таким чином:  

 

)()/2(),(
5

3,1

rshzPzr i
i

i  


 .                                   (Е.15) 

де 

)5,3,1(,)( 333211
3

2
1

1  iqbwbucuc
r

u
b

r

u
brs qiiiiiii  ,    (Е.16) 

;5/)14/1(3;70/3

;;70/3;70/3;70/3

3101013313

121201310110133120131011

qq edbdqb

bcdedcdebdedb







 
 

);15/10/1(;15/

;15/;15/;15/

3103013333

0133032013303201313131

qq edbdqb

dedcdedbdecb







 
 

;42/;42/

;42/;42/

0135013353

0133525201315151

debdqb

decbdecb

qq 






 

 
Ураховуючи вирази для )(),(),( 331 rwruru  отримуються складові )(rs i , а 

із (Е.12).напруження ),( zr . 

На основі отриманих вище залежностей (Е.1–Е.16) для компонент перемі-

щень і напружень можна ставити і розв’язувати у новій постановці граничні за-

дачі для кругових транстропних пластин довільної товщини при різних гранич-

них умовах на бічній поверхні.  
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