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Approximation properties of some extremal
polynomials in complex plane

F.G. Abdullayev

Let G ⊂ C be a finite Jordan region, 0 ∈ G; L := ∂G, Ω := C\G.
For p > 0 let A1

p(G) denote the set of analytic in G functions f(z) normalized
by f(0) = 0, f ′(0) = 1 and such that

‖f‖pA1
p(G) :=

∫∫
G

|f ′(z)|p dσ <∞,

where σ is a two dimensional Lebesgue measure.
Let w=ϕ(z) be the conformal mapping of G onto the disk B(0, ρ0) := {w :

|w| < ρ0} normalized by ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1.
Let us consider the following extremal problem for p > 0:{

‖ϕ− Pn‖A1
p(G) , Pn ∈ ℘n

}
→ inf . (1)

In this work, we will investigate the some approximation properties of the
extremal polynomials, which is the solution to the extremal problem (1), in di-
fferent regions of the complex plane. Some analogous questions was investigated
in [1], [2], [3], [4] and in references in them.

Лiтература
[1] F.G.Abdullayev, Uniform convergence of the generalized Bieberbach

polynomials in regions with non zero angles. Acta Math. Hung. Vol.77, No:3,
(1997), pp. 223-246.

[2] F.G.Abdullayev, Uniform Convergence of Generalized Bieberbach
Polynomials in Regions with zero angles, Czechoslovak Mathematical
Journal, 51(126), (2001), pp.643-660.

[3] V.V. Andrievskii, Uniform convergence of Bieberbach polynomials in
domains with piecewise quasiconformal boundary (Russian). In: Theory of
Mappings and Approximation of Functions. Kiev, Naukova Dumka (1983),
pp.3-18.

[4] M.V.Keldych, Sur l’approximation en moyenne quadratique des fonctions
analytiques. Math.Sb., 5(47), (1939), pp.391-401.
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On estimates of the best approximations of
functions in the generalized Lorentz space

Gabdolla Akishev
Let a function ψ continuous, non-decreasing, concave on [0, 1] and ψ(0) = 0,

0 < τ < ∞. Moreover, let Lψ,τ denote the generalized Lorentz space, which
consists of all measurable functions f(x) = f(x1, . . . , xm) of period 2π for each
variable such that

‖f‖ψ,τ =

( 1∫
0

f ∗
τ

(t)ψτ(t)
dt

t

)1/τ

<∞,

where f ∗(t) is a nonincreasing rearrangment of the function |f(2πx̄)|, x̄ ∈
[0, 1]m.

Let S2s(f, 2πx̄) =
∑
|k1|<2s

. . .
∑

|km|<2s
ak̄e

i〈k̄,2πx̄〉 – partial sum of the Fourier series

of a function f ∈ L. Let 1 ≤ θ ≤ ∞ , r > 0. We consider the space Br
ψ,τ,θ of

all functions f ∈ Lψ,τ for which
∞∑
s=1

2srθ||S2s(f) − S2s−1(f)||θψ,τ < ∞ and in it

the unit ball Brψ,τ,θ. En(f)ψ,τ – the best approximation of the function f ∈ Lψ,τ
by trigonometric polynomials of order at most n in each variable. Denote by
SV L the set of all non-negative functions continuous on [0, 1] ψ(t), for which
(log 2/t)εψ(t) ↑ +∞ and (log 2/t)−εψ(t) ↓ 0 for t ↓ 0 for any number, ε ∈ (0,∞).
αψ = limt→0

ψ(2t)
ψ(t) , βψ = limt→0

ψ(2t)
ψ(t) . Estimates of the best approximations of the

best approximations of the functions f ∈ Brψ1,τ1,θ
in the norm of the space Lψ2,τ2

are established in various relations between the parameters τ1, τ2, θ. In particular,
proved

Theorem. Let functions ψ1, ψ2 be such that sup0<t61
ψ1(t)
ψ2(t) < ∞, 1 < αψ1

=

αψ2
6 βψ1

= βψ2
< 21/τ2, 1 < τ2 ≤ 2 and ψ2

ψ1
∈ SV L, 1 6 θ < ∞. If τ2 < τ1,

r > 0, then sup
f∈Brψ1,τ1,θ

En(f)ψ2,τ2 � n−r ψ2(1/n)
ψ1(1/n)(log(n+ 1))

1
τ2
− 1
τ1 , n ∈ N.

In particular, some results of A. S. Romaniuk, S. A. Stasyuk (see the bibli-
ography in [2]) and [2] follow from the proved statements.

Лiтература
[1] Akishev G. An inequality of different metrics in the generalized Lorentz space

// Tr. Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN, 2018, 24, N 2 P.5–18

[2] Akishev G. Estimates for best approximations of functions from the logari-
thmic smoothness in the Lorentz space// Tr. Inst. Mat. i Mekh. UrO RAN,
2017, 23, N 3, P. 3–21.
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Approximation of Operators in a Hilbert Space
and Some Applications

Vladislav Babenko, Yuliya Babenko, Nadiia Kriachko

In this talk we discuss the problem of approximating an operator in a Hilbert
space on a class of elements defined with the help of another operator. We then
apply the results to solve the following problems:

(i) the problem of finding sharp inequalities of Hardy-Littlewood-Polya type,
Taikov type, etc.,

(ii) the problem of approximating a function of an unbounded self-adjoint or
normal operator by bounded operators,

(iii) the problem of best approximation of a certain class of elements from a
Hilbert space by another class, and

(iv) the problem of optimal recovery of an operator on a class of elements
given with an error.

Dniprovski National
University
e-mail: babenko.vladislav@gmail.com

Kennesaw State
University
e-mail: ybabenko@kennesaw.edu

Dniprovski National
University
e-mail: nadiakriachko@gmail.com
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Asymptotically optimal recovery of integral
operators by the values of functions with given

majorant for the modulus of continuity
V.F. Babenko, Yu.V. Babenko, N.V. Parfinovych, D.S. Skorokhodov

Let X,Z be linear spaces, Y be normed space, A : X → Y be linear operator
with domain D(A),W ⊂ D(A) be a class, I be the class of information operators
I : spanW → Z. The problem of the best recovery of operator A on the class W
based on information from the class I consists of finding the quantity:

E (A;W ; I) := inf
I∈I

inf
Φ:Z→Y

sup
x∈W
‖Ax− Φ(Ix)‖Y ,

where the second inf is taken over all mappings Φ : Z → Y , called methods
of recovery, and finding optimal information I∗ ∈ I and method of recovery Φ∗.

Let ω : [0,+∞)→ R satisfy growth condition if ω(0) = 0, ω is increasing and,
for any given s > 1, the quotient ω(st)

ω(t) is decreasing and is bounded from above
for t > 0. This ensures (see [1]) that there exists a number α = αω ∈ (0, 1] called
the growth index such that lim

t→0+

ω(st)
ω(t) = sα, for every s > 0.

In this talk we will present some new results on the problem of the best
recovery of integral operators with non-negative kernels on classes Hω(Ω) of
functions defined on a compact Ω ⊂ Rd, d ∈ N, having given majorant ω for
their modulus of continuity. As class I = In, n ∈ N, of information operators we
consider the set of operators IQ : C(Ω)→ Rn, Q ⊂ Ω and cardQ 6 n, mapping
a continuous on Ω function into the vector of its values at points from Q. Under
certain general assumptions, we prove existence of a constant C > 0 such that

E (A;Hω(Ω); In) = C · (1 + o(1)) · ω
(
n−α/d

)
, n→∞.

Also, we construct asymptotically optimal sequences of information operators
{I∗n}

∞
n=1, I

∗
n ∈ In, and methods of recovery {Φ∗n}

∞
n=1, Φ∗n : Rn → Y , i.e.:

sup
x∈Hω(Ω)

‖Ax− Φ∗n (I∗nx)‖Y = (1 + o(1)) · E (A;Hω(Ω); In) , n→∞.

In addition, we will demonstrate some consequences of these results to the
problems of asymptotically optimal recovery of solutions to classical integral
equations and partial differential equations.

[1] Gruber P.M. Optimum quantization and its applications / P.M. Gruber // Advances
in Mathematics. – 2004. – 186. – P. 456–497.
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Some unlimited convergence domains of branched
continued fractions of the special form
Dmytro Ilkovych Bodnar, Iryna Bohdanivna Bilanyk

and Olha Grygorivna Voznyak

Rational approximations of functions that are represented by the formal multi-
ple power series can be constructed by using the approximants of branched conti-
nued fractions (BCF) with independent variables. These rational approximations
often have better truncation error bounds, and their convergence regions are wi-
der than ones for corresponding multiple power series. If we put certain fixed
numbers instead of variables in BCF with independent variables we obtain BCF
of the special form

b0 +
∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)

bi(k)
, (1)

where b0, ai(k), bi(k) ∈ C, i(k) ∈ I,

I = {i(k) = (i1, i2, . . . , ik) : 1 ≤ ik ≤ ik−1 ≤ ... ≤ i0; k ≥ 1; i0 = N} ,

N – fixed natural number.
Relevant question is to establish efficient convergence criteria for these fracti-

ons. Some theorems of convergence for BFC with independent variables are obtai-
ned in papers of D. Bodnar, T. Antonova, R. Dmytryshyn, O. Baran.

There are obtained unlimited convergence regions of BCF of the special form,
namely:

– a criterion of convergence for fractions with real positive elements;

– parabolic theorems of convergence for fractions whose partial denominators
are equal to the unit and partial numerators are complex numbers from

Pi(k) (γ, ε) =
{
z ∈ C : |z| −Re

(
ze−2iγ

)
< (1− ε) cos2γ/ (2ik−1)

}
,

that is ai(k) ∈ Pi(k) (γ, ε) , i(k) ∈ I, where (0 < ε < 1), |γ| < π/2;

– angular theorems of convergence for fractions whose partial numerators
are equal to the unit and partial denominators are complex numbers from
domain

G (ε) = {z ∈ C : z 6= 0, |arg z| < π/2− θ} , 0 < ε < π/2.

The truncation error bounds in some parts of previous domains are obtained.

Ternopil National Economic
University
e-mail: bodnar4755@ukr.net

Pidstryhach IAPMM
NASU
e-mail: i.bilanyk@ukr.net

Ternopil National Economic
University
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On the Voronoi Summability of Fourier Integrals
and Its Conjugate Integrals
Liliya Boytsun and Tamara Rybnikova

Let p(t) be an integrable function on the real axes. If f(u) is integrable in

(0,∞), P (y) =
y∫
0

p(t) dt 6= 0, and lim
y→∞

1

P (y)

y∫
0

P (y − u)f(u) du = I, then the

integral
∞∫
0

f(u) du is said to be summable by the Voronoi method, or (W, p(t)) is

summable to I.
Theorem. a) Let λ(t) be a function defined in t > 0, positive and monotone

non-decreasing.

Suppose that
λ(t)

t
is monotone non-increasing,

λ(t)

t
= o(1) as t → ∞ and

t∫
a

du

λ(u)
= O

(
t

λ(t)

)
as t→∞ for a > 0 as fixed.

If p(y) is continuously differentiable and satisfies the conditions:
y|p(y)|
P (y)

= O(|P (y)|) as y → ∞,
y∫
a

t|p′(t)|
λ(t)

dt = O(|P (y)|) as y → ∞

for a > 0 and
y∫
a

P (t)

tλ(t)
dt = O(|P (y)|) as y →∞, and if

Φ(t) =

t∫
0

|f(x+ u) + f(x− u)− 2f(x)| du = o

(
t

λ(1
t )

)
as t→ 0, (1)

then the Fourier integral associated with the function f(t) is summable by Voronoi
i.e. summable (W, p(y)) to the f(x) at the point t = x.

b) If we replace condition (1) in a) by the condition

Ψ(t) =
1

π

t∫
0

f(x+ u)− f(x− u)

u
du = o

(
t

λ(1
t )

)
as t→ 0,

and if g(x) =
1

π
lim
ε→0

∞∫
ε

f(x+ t)− f(x− t)
t

dt, exists and is finite, then the

conjugate integral associated with the function f(t) is summable (W, p(y)) to g(x)
at the point t = x.

Oles Honchar Dnipro National
University
e-mail: lgboytsun@gmail.com

Oles Honchar Dnipro National
University
e-mail: t.rybnikova@gmail.com
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Multipliers Between Musielak-Orlicz
Sequence Spaces

Stanislav Chaichenko and Andrii Shydlich

Let M = {Mk(t)}∞k=1, t ≥ 0, be a sequence of Orlicz functions. In other words,
for every k ∈ N, the functionMk(t) is a non-decreasing convex function such that
Mk(0) = 0 and Mk(t) → ∞ as t → ∞. The Musielak-Orlicz sequence space lM
defined by the sequence M is the linear space of all sequences x = {xk}∞k=1 of real
numbers such that the following quantity is finite:

‖x‖
lM

:= inf
{
α > 0 :

∞∑
k=1

Mk(|xk|/α) ≤ 1
}
.

Let N = {Nk(t)}∞k=1 be another sequence of Orlicz functions, lN be the
corresponding modular space, and let λ = {λk}∞k=1 be a sequence of positive
numbers. If, for every sequence x = {xk}∞k=1 ∈ lM, we have λx = {λkxk}∞k=1 ∈ lN,
then we say that the sequence λ defines a multiplier acting from the space lM in
the space lN. The space of all sequences defined by the multipliers from lM in lN
is denoted by SM,N.

The following result gives a description of the space of all multipliers between
Musielak-Orlicz sequnce spaces.

Theorem 1. Let M = {Mk(t)}∞k=1 and N = {Nk(t)}∞k=1 be any two sequences
of Orlicz functions satisfying the condition ‖ek‖lM ≤ K1‖ek‖lN ≤ K2, k ∈ N,
where K1 and K2 are positive constants, K2 ≥ K1 ≥ 1. Let also Q = {Qk(t)}∞k=1

be the sequence defined by the relations Qk(y) := supt∈[0,1]

(
Nk(yt) − Mk(t)

)
,

y ≥ 0, k = 1, 2, . . . Then the spaces SM,N and lQ coincide as sets and, in addition,
are isomorphic as Banach spaces.

Corollary 1. Let P = {tpk/pk}∞k=1, R = {trk/rk}∞k=1, where {pk}∞k=1 and
{rk}∞k=1 are any sequences satisfying condition 1 ≤ rk < pk ≤ K, k ∈ N. Then
the spaces SP,R and lQ, Q = {tqk/qk}∞k=1, where the numbers qk := pkrk

pk−rk , k ∈ N,
coincide as sets and, in addition, are isomorphic as Banach spaces.

In Orlicz sequences spaces, an assertion similar to Theorem 1 was obtained in
[1].

1. Djakov P.B., Ramanujan M. S. Multipliers between Orlicz Sequence Spaces,
Truk. J. Math., 24 (2000), 313–319.

Donbas State
Pedagogical University
e-mail: s.chaichenko@gmail.com

Institute of Mathematics
of the NAS of Ukraine
e-mail: shidlich@gmail.com
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The behavior of the constants of the best
approximation

O.V.Chernitskaya

Let Cp(f) be the constant of the best approximation of the function f in the
metric of space Lp[a, b], that is, such a constant that

‖f − Cp(f)‖p = inf
{
‖f − C‖p : C ∈ R

}
.

The criterion for the best approximation constant in spaces Lp[a, b] is proved
in [1]. The properties of the best approximation constants and the behavior of
the constants’ sequences {Cn(f)} were studied in [2,3]. The hypothesis of the
monotonicity of these sequences for the functions of monotonic and convex ones
was put forward. In [3] it was proved that the sequence of constants of the
best approximation

{
Cn(
√
t)
}
is monotonically decreasing. The properties of the

constants of the best asymmetric approximation were studied in [4].
Students of the Faculty of Applied Mathematics have created programs to

calculate the constants of the best approximation. The programs investigated
the behavior of sequences of constants {Cn(f)} with respect to monotonicity for
functions having the following properties: 1) the function is monotone and convex,
2) the function is convex and changes the direction of monotonicity, 3) the function
is monotone and changes the direction of convexity. Degree and trigonometric
functions were considered.

One result: for functions f(t) = t3, f(t) = t5 the sequences of the best-
approximation constants {Cn(f)} have a monotonous behavior. The nature of
the monotony is determined by the type of segment [a, b] . If a < 0 and |a| < b ,
then the sequence increases. If a < 0 and |a| > b , the sequence goes down.

1. Корнейчук, Н.П. Точные константы в теории приближения / Н.П. Кор-
нейчук. – М., 1987. – 424 с.

2. Черницкая, О.В. Поведение констант наилучшего приближения для
выпуклых функций // Вестн. Днепропетр. ун-та. Сер. «Математика» – 2006.
– Вып. 11. – С. 110–114.

3. Черницкая, О.В. Монотонность последовательности констант наилу-
чшего приближения для функции

√
t // Вестн. Днепропетр. ун-та. Сер. «Ма-

тематика» – 2011. – Вып. 16. – С. 129–132.
4. Поляков, О.В. О наилучших (α, β) - приближениях постоянными ви-

пуклых функций в интегральных метриках //Укр. мат. журн. – 2013. – т.65,
№7. – С. 1015–1020.

Oles Honchar Dnipro
National University
e-mail: chernitskaya.olga@ukr.net
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Error Bounds for Meshless Finite Difference
Methods

Oleg Davydov

Meshless finite difference methods discretize a differential equation

Lu = f, u, f : Ω→ R, (1)

on a set of irregular nodes X = {x1, . . . , xN} ⊂ Ω with the help of numerical
differentiation formulas

Lu(xi) ≈
∑
j∈Ji

wiju(xj), Ji ⊂ J := {1, . . . , N}, i ∈ I,

where the coefficients wij ∈ R are obtained by requiring that the formula is
exact for certain finite dimensional spaces of functions, for example polynomials,
and the size of the sets of influence Xi = {xj : j ∈ Ji} is bounded by a fixed
number n. In particular, kernel-based formulas are exact for all linear combinati-
ons

∑
j∈Ji cjK(·, xj), cj ∈ R, where K : Ω× Ω→ R is a positive definite kernel.

The discrete approximate solution û ∈ RN of (1), such that ûi ≈ u(xi), is obtained
by solving the sparse linear system∑

j∈Ji

wijûj = f(xi), i ∈ I.

Methods of this type based on radially symmetric positive definite kernels (RBF-
FD) have shown very good numerical performance for problems on the sphere and
other manifolds. By allowing I to contain multiple instances of the same index
i ∈ J (with different sets of influence Ji), overdetermined systems arise and û
may be obtained by least squares minimization.

The presentation will be devoted to an introduction to meshless finite di-
fference methods, and well as the convergence analysis of a least squares version
of it, giving for the first time sufficient conditions on X and {Xi, i ∈ I} that
guarantee convergence ‖û − u|X‖ → 0 as N → ∞ in the meshless setting. The
convergence results apply to the case when Ω =M is a smooth closed manifold,
K is a reproducing kernel for a Sobolev space onM, L is an elliptic differential
operator positive and self-adjoint with respect to the inner product generated by
K, and u is sufficiently smooth.

University of Giessen
e-mail: oleg.davydov@math.uni-giessen.de
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Bojanov-Naidenov and Erdös problems for the
positive (negative) parts of the functions.

Vladimir A. Kofanov

We solve the extremal problem

‖x(k)
± ‖Lp[a,b] → sup, k ∈ N

⋃
{0}, p > 0,

over the set of pairs (x, I) of functions x ∈ Skϕ and intervals I = [a, b]

such that ϕ(i) is the comparison function for x(i), i = 0, 1, ..., k, satisfying
restrictions L(x)p ≤ L (ϕ)p (for k = 0) and µ{supp[a,b]x

(k)
± } ≤ µ, µ > 0,

where L(x)p := sup
{
‖x‖Lp[a,b] : [a, b] ⊂ R, |x(t)| > 0, t ∈ (a, b)

}
and ϕ is 2ω-

periodic, odd about 0, even about ω/2, concave on (0, ω) and strictly increasing
on [0, ω/2].

Set L±ϕ (p, µ) :=
{

(x, I) : x ∈ S0
ϕ : L(x)p ≤ L (ϕ)p , µ{suppIx±} ≤ µ

}
and

S±ϕ,k(µ) :=
{

(x, I) : x ∈ Skϕ, µ
(

suppIx
(k)
±

)
≤ µ

}
, k ∈ N.

Let us represented µ as follows

µ = n · ω + 2Θ, n ∈ N
⋃
{0}, Θ ∈ [0, ω/2),

and choose [A,B] ⊂ R and τ±k > 0 such that

B − A = 2n · ω + 2Θ,

ϕ
(k)
± (A+ Θ + τ±k ) = ϕ

(k)
± (B −Θ + τ±k ) =

∥∥∥ϕ(k)
∥∥∥
∞
, k ∈ N

⋃
{0}.

Denote byW the set of continuity, nonnegative and convex functions Φ defined
on [0,∞) such that Φ(0) = 0.

Theorem. For any function Φ ∈ W , p, µ > 0 and for any k ∈ N

sup

{∫ b

a

Φ (xp±(t)) dt : (x, [a, b]) ∈ L±ϕ (p, µ)

}
=

∫ B

A

Φ
(
ϕp±(t+ τ±0 )

)
dt,

sup

{∫ b

a

Φ
(
x

(k)
± (t)

)
dt : (x, [a, b]) ∈ S±ϕ, k(µ)

}
=

∫ B

A

Φ
(
ϕ

(k)
± (t+ τ±k )

)
dt.

In particular, we solve the same problems over the classesW r
∞(R) and over the

bounded sets of the spaces of trigonometrical polynomials and splines. Besides,
we solve Erdös problem for positive (negative) parts of polynomials and splines.

Dniprovski National
University
e-mail: vladimir.kofanov@gmail.com
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On Image Segmentation Problem via Piecewise
Constant Approximation of a Target Mapping

Peter I. Kogut

Mostly motivated by the crop field classification problem and the automated
computational methodology for the extraction of agricultural crop fields from
satellite data, we propose a new technique for the satellite image segmentation
which is based on the concept of piecewise smooth approximation of some target
mappings. We show that the remote sensing satellite image segmentation problem,
based on the analysis of the slope-based vegetation indices, is a particular case of
the proposed setting.

In particular, in agricultural crop field classification, one of a fundamental
problem is to provide a disjunctive decomposition of a fixed domain Ω ⊂ R2

onto finite number of nonempty subsets Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ · · · ∪ ΩK such that each
of these subsets could be associated with a crop that is grown in this area, or
with a forest regions, or water zones, and so on, and this correspondence must be
established at rather high level of accuracy. The accurate crop maps (or crop field
classification) are needed to update agricultural statistics, to provide agricultural
crop yield prediction, and are often used in environmental modeling. Typically,
such association between a given region and some agricultural crop can be made
through the detection and quantitative assessment of green vegetation which is
one of the major application of remote sensing studies. The information obtained
in this way is a source of knowledge used for environmental resources management.
One of the way enabling to get such information is determination of the so-called
vegetation indices. Since over years many vegetation indices have been proposed
for determining the vigor and health of vegetation, the reliability of information
about vegetation directly and strictly depend on the fidelity, preciseness, and
smoothness of the corresponding vegetation indices within an each particular crop
field.

We focus our main intension on the rigor mathematical substantiation of the
proposed approach. We discuss in details the consistency of the new statement of
segmentation problem and its solvability. We derive the corresponding optimality
conditions and provide their substantiation. We show that the proposed coupled
optimization problem is rather flexible and powerful model to the study of vari-
ational image segmentation problem. We illustrate the accuracy and efficiency
of the proposed algorithm by numerical experiences with images that have been
delivered by satellite Sentinel-2.

Oles Honchar
Dnipro National University
e-mail: p.kogut@i.ua
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On maximally oscillating perfect splines and some
of their extremal properties

Oleg Kovalenko

We study analogues of the perfect splines for weighted Sobolev classes of functi-
ons defined on half-line. These splines play important role in the solution of certain
extremal problems.

LetX be C[0,∞) or L∞[0,∞), f± ∈ C[0,∞) be positive functions. For x ∈ X
set

‖x‖X,f−,f+ :=

∥∥∥∥max{x(·), 0}
f+(·)

+
max{−x(·), 0}

f−(·)

∥∥∥∥
X

.

If f− = f+ =: f , we write ‖x‖X,f instead of ‖x‖X,f−,f+. For positive functions
f±, g ∈ C[0,∞) and natural r set

Lrf±,g[0,∞) :=
{
x ∈ C[0,∞) : ‖x‖C[0,∞),f−,f+ <∞, x

(r−1) ∈ ACloc,

‖x(r)‖L∞[0,∞),g <∞
}
,

and
W r

f±,g
[0,∞) :=

{
x ∈ Lrf±,g[0,∞) : ‖x(r)‖L∞[0,∞),g ≤ 1

}
.

For k = 1, . . . , r − 1, we call the function

ω(W r
f±,g

[0,∞), Dk, δ) := sup
x∈W r

f±,g
[0,∞), ‖x‖C[0,∞),f−,f+≤δ

‖x(k)‖C[0,∞), δ ≥ 0

a modulus of continuity of k-th order differentiation operator on the class
W r

f±,g
[0,∞).

Under several assumptions on the functions f± and g, we characterize the
function ω(W r

f±,g
[0,∞), Dk, ·) in terms of perfect g-splines that oscillate maxi-

mally on [0,∞).

Oles Honchar
Dnipro National Univeristy
e-mail: olegkovalenko90@gmail.com
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Kolmogorov-type inequalities for the norms of low
order fractional derivatives

Oleksandr Kozynenko, Dmytro Skorokhodov

Let R+ = [0,+∞). For f : R+ → R and k ∈ R+\Z, denote by Dkf the right
hand side Marchaud fractional derivative (see [1]).

For 1 6 p, s 6 ∞ and r ∈ N, let Lp be the space of measurable functions
f : R+ → R that are integrable in the power p (essentially bounded if p = ∞),
with the standard norm ‖f‖p. By Lrp,s we denote the space of functions f ∈ Lp
such that f (r−1) is locally absolutely continuous on R+ and f (r) ∈ Ls.

Let T = {(a, b, c) ∈ R3 : 0 < a < b 6 c < 1}, for every (a, b, c) ∈ T and
1 < p <∞, define functions

µa,b,c(u) :=



u− a
b− a

· 1

1− c

(k (1− k)

c1+k

) 1
p−1

(b(1− c
1+k
p−1 )− (1− c1+ 1+k

p−1 )), u ∈ [0, b],

1

1− c

(k (1− k)

c1+k

) 1
p−1

(u(1− c
1+k
p−1 )− (1− c1+ 1+k

p−1 )), u ∈ [b, 1],

(−1)
(k(1− k)

u1+k

) 1
p−1
, u ∈ (1,+∞),

and ωa,b,c(·) := |µa,b,c(·)|p−1 · sgn(µa,b,c(·)). By g[1] and g[2] denote the first and
second order antiderivatives of g ∈ L1 such that g[1](0) = 0 and g[2](0) =
(g[2])′(0) = 0.

Theorem. Let k ∈ (0, 1) and 1 < p <∞. Then system:
ω

[1]
a,b,c(1) = 1− k,
ω

[1]
a,b,c(b) = (1− k) b−k,

ω
[2]
a,b,c(b) + ω

[2]
a,b,c(1) = 1 + b1−k,

has at least one solution (a∗, b∗, c∗) ∈ T , and for every f ∈ L2
p,1, there holds true

sharp inequality

‖Dkf‖∞ 6
‖Dkµa∗,b∗,c∗‖∞
‖µa∗,b∗,c∗‖1−λ

p

‖f‖1−λ
p ‖f ′′‖λ1 , λ =

k + 1/p

1 + 1/p
.

In additions, we solve closely related problems of the best approximation of
operator Dk by linear bounded ones and the best recovery of operator Dk on
elements of the class given with error.

1. Samko S.G., Kilbas A.A., Marichev O.I. Fractional Integrals and Derivati-
ves: Theory and Applications. — London: Taylor&Francis Books Ltd, 2002.

Oles Honchar Dnipro National University
e-mail: kozinenkoalex@gmail.com

Oles Honchar Dnipro National University
e-mail: dmitriy.skorokhodov@gmail.com
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On simulteneous approximation in average
of a function and its derivatives

Oksana Motorna1, Vitalii Motornyi2
1 Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, Ukraine

2 Oles Honchar Dnipro National University , Dnipro, Ukraine
omotorna@ukr.net, motornyivp1940@gmail.com

We consider some properties of the integrable on the segment functions. Esti-
mates for approximation of function and its derivatives are obtained. Say, we
prove the following
Theorem. Let the function f(x) belongs to W rHω

p (1 ≤ p < ∞) , where ω(t)
is an arbitrary modulus of continuity. Then there is an algebraic polynomial
Pr,n(f, x) of degree n, such that∥∥∥∥∥ f (k)(x)− P (k)

r,n (f ;x)

ω (g(x, n)/n)gr−k(x, n))

∥∥∥∥∥
Lp[−1;1]

≤ Cr
ln

1
p n

nr−k
, .

where g(x, n) =
√

1− x2 + 1/n, x ∈ [−1; 1], and Cr is independent of f and n..
This result is a generalization of the results by R.N. Kovalchuc, L.I. Filozof

and L.B. Khodak.
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On the belonging of (ψ, β)-derivatives to Lebesgue
spaces

Elena Ivanovna Radzievskaya

In terms of the best approximations of a function in the space Lp was found
the condition of existence (ψ, β)-derivatives of the function belonging to Lq when
1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

To state the result, we give the necessary notations and definitions.
Let Lp be a space of measurable 2π-periodic functions f(x), for which

2π∫
0

|f(x)|p dx <∞, 1 < p <∞; En(f)p be the best approximation of the function

f(x) in the metric of the space Lp by means of trigonometric polynomials of the
order of at most n − 1 and ωk(f, δ)p be the modulus of smoothness of the k-th
order (k is a natural number) in the space Lp(0, 2π). According [1] we denote
through fψβ (x) a (ψ, β)-derivative of a function f .

The following statement has been proved.
Theorem 1. Let ψ(t) be such positive nonincreasing function which is defined

for all t ≥ 1 such that ψ(2t) ≥ cψ(t) (c is some positive constant), and let the
best approximations of the function f ∈ Lp , 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ satisfy the condition

∞∑
k=1

k
1
p−

1
q−1Ek(f)p

ψ(k)
<∞.

Then the function f has the (ψ, β)-derivative which belongs to Lq , and

∞∑
k=1

k
1
p−

1
q−1ωp(f

ψ
β ,

1

k
) <∞.

Corollary. Let the best best approximations of the function f ∈ Lp satisfy
the condition ∞∑

k=1

k
1
p−1Ek(f)p

ψ(k)
<∞.

Then the function f has the a continuous (ψ, β)-derivatives whose Fourier series
converges uniformly.

[1]Stepanets A. I. Methods of Approximation Theory. I [in Russian], Inst. Math. of the
NASU, Kiev (2002).

National University of Food Technology
Kyiv
e-mail: radzlena58@gmail.com
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Approximation of holomorphic functions by
Cesáro means1

Maryna Savchuk and Viktor Savchuk

Let f be a function holomorphic in the disk D := {z ∈ C : |z| < 1} (f ∈ H)
and

f(z) =
∞∑
j=0

f̂jz
j, f̂j :=

f (j)(0)

j!
,

its expansion in Taylor series.
The (C, α) Cesáro means of function f are defined by

σαn(f)(z) =
1

Aα
n−1

n−1∑
j=0

Aα
n−j−1f̂jz

j, where Aα
k :=

Γ(k + α + 1)

Γ(k + 1)Γ(α + 1)
=

(
k + α

k

)
.

Our main result is the following theorem.
Theorem 1. Assume that α ≥ 1. Then for any natural n and z ∈ D,

max

{
n−1∑
k=0

(Aα
k )2 |f(z)− σαk+1(f)(z)|2 : f ∈ B1

}
= |z|2

n−1∑
k=0

(
Aα−1
k

)2
.

This maximum is attained for the function f(z) = az + b, a, b ∈ C, |a| = 1.
A particularly interesting case is when α = 1. Then it follows from Theorem

1 that for arbitrary z ∈ D

max

{ ∞∑
k=1

1

k

∣∣f(z)− σ1
k(f)(z)

∣∣ : f ∈ B1

}
= |z|π

2

6
.

Ukrainian State Employment
Service Training Institute
e-mail: maryna1savchuk@gmail.com

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine
e-mail: savchuk@imath.kiev.ua

1The research of the second author was supported by the grant of President of Ukraine for Doctors of Science
to carry out research in 2019

18



The Best Approximation of Holomorphic
Functions2

Viktor Savchuk

Let Hq(Bd) be the Hardy space consisting of all functions f holomorphic in
the unit ball Bd := {z ∈ Cd : |z| < 1}, |z| < 1}, |z| :=

√
|z1|2 + . . .+ |zd|2, for

which

+∞ > ‖f‖q =

 sup
ρ∈[0,1)

(∫
Sd
|f(ρz)|qdσ(z)

)1/q

, 0 < q <∞,

supz∈Bd |f(z)|, q =∞,

where dσ is the normalized Lebesgue surface measure on Sd := {z ∈ Cd : |z| = 1}
and ρz := (ρz1, . . . , ρzd).

Let function g ∈ H1(Bd) and g(z) =
∑∞

ν=0 Φν(g)(z) be its homogeneous
expansion at 0 := (0, . . . , 0). The radial Hadamard product of g and the function
ψ(z) =

∑∞
ν=0 ψνz

ν holomorphic in the unit disk B1 is defined by (g � ψ) (z) =∑∞
ν=0 ψνΦν(g)(z). In case when f = g�ψ we say that the function g is the radial

ψ–derivative of f and we denote it by Rψf . So, if |ψν| > 0 we have in this case
Rψf(z) = g(z) =

∑∞
ν=0

1
ψν

Φν(f)(z).
We let En(f)q := infP∈Pn−1 ‖f−P‖q be the best approximation of the function

f ∈ Hq by homogeneous polynomials P of degree ≤ n− 1. We proved that

max
f : Rψf∈Hq(Bd)

En(f)∞
‖Rψf‖q

= |ψn| ⇐⇒ min
z∈B1

Re

( ∞∑
k=0

ψk+n

ψn
zk

)
≥ 1

2
, |ψn| > 0. (1)

Our main result is the following theorem, where we set

Ω(δ, f)q :=
1

δ

∫ δ

0

‖f(·)− f((1− ρ)·)‖qdρ.

Theorem 1. Let 1 ≤ q ≤ ∞, d, n ∈ N and suppose that ψ satisfies condition
(1). Then

max
f : Rψf∈Hq(Bd)

En(f)q

Ω

(
1

n
,Rψf

)
q

=
nn(n+ 1)

nn + (n− 1)n+1
|ψn|.

This maximum is attained for functions of the form f = a + ψnP , where a ∈ C
and P is a homogeneous polynomial of degree n.

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine
e-mail: savchuk@imath.kiev.ua

2Supported by the grant of President of Ukraine for Doctors of Science to carry out research in 2019
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Asymptotically best possible Lebesque-type
inequalities for the Fourier sums in uniform metric
Anatolii Serhiiovych Serdyuk and Tetiana Anatoliivna Stepanyuk

Denote by Cα,r
β C, α > 0, r > 0, β ∈ R, the set of all 2π–periodic functions,

representable for all x ∈ R as convolutions of the form

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

ϕ(t)
∞∑
k=1

e−αk
r

cos
(
k(x−t)−βπ

2

)
dt, a0 ∈ R, ϕ ⊥ 1, ϕ ∈ C. (1)

The function f in the equality (1) is called generalized Poisson integral of the
function ϕ. The function ϕ in equality (1) is called as generalized derivative of
the function f and is denoted by fα,rβ .

Let En(f)C be the best approximation of the function f ∈ C in the metric of
space C, by the trigonometric polynomials tn−1 of degree n− 1, i.e.,

En(f)C = inf
tn−1
‖f − tn−1‖C .

Our aim is to obtain of asymptotically best possible Lebesque-type inequali-
ties, for functions from the class Cα,r

β C, where norms ‖f(·) − Sn−1(f ; ·)‖C are
estimated via best approximations En(f

α,r
β )C for 0 < r < 1. Here Sn−1(f ; ·) is the

partial Fourier sums of order n− 1 for a function f .
Our result clarifies the result of Stepanets and gives more exat estimate for

the reminder term.
For arbitrary α > 0, r ∈ (0, 1) and 1 ≤ p < ∞ we denote by n1 = n1(α, r)

the smallest integer n such that 1
αr

1
nr

(
1 + ln πn1−r

αr

)
+ αr

n1−r ≤
1

(3π)3 .

Our main result are the following theorems.
Theorem 1. Let 0 < r < 1, α > 0, β ∈ R and n ∈ N. Then for any function

f ∈ Cα,r
β C and n ≥ n1(α, r), fthe following inequality holds

‖f(·)− Sn−1(f ; ·)‖C ≤ e−αn
r

(
4

π2
ln
n1−r

αr
+ γn

)
En(f

α,r
β )C . (2)

Moreover for any function f ∈ Cα,r
β C one can find a function F (x) = F (f ;n;x),

such that En(F
α,r
β )C = En(f

α,r
β )C and for n ≥ n1(α, r) the following equality holds

‖F (·)− Sn−1(F ; ·)‖C = e−αn
r

(
4

π2
ln
n1−r

αr
+ γn

)
En(f

α,r
β )C . (3)

In (2) and (3) the quantity γn = γn(α, r, β) is such that |γn| ≤ (20π)4.

Institute of Mathematics
NAS of Ukraine
e-mail: serdyuk@imath.kiev.ua

RICAM
Austrian Academy of Sciences
e-mail: tania−stepaniuk@ukr.net
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Reverse Hölder inequality
Ruslan Shanin

We consider classes of functions satisfying the reverse Hölder inequality. This
functions studied in works of many authors.

Let R be a segment on Rd, d ∈ N, and let f be a non-negative function on R.
Denote by

Mα(f,R) :=

(
1

|R|

∫
R

fα(x) dx

)1/α

the mean of order α, where α 6= 0 and |R| is the Lebesgue measure of R.
Let α, β, η ∈ R, α < β, αβη 6= 0, and let R0 be a fixed segment on Rd. The

classes of functions satisfying the reverse Hölder inequality on R0 are defined as
follows

RHα,β(R0) :=
{
f ∈ Lα(R0) ∩ Lβ(R0) : [f ]α,β <∞

}
,

RH ′α,β,η(R0) :=
{
f ∈ Lα(R0) ∩ Lβ(R0) : 〈f〉α,β,η <∞

}
,

where

[f ]α,β := sup
R⊆R0

Mβ(f,R)

Mα(f,R)
, 〈f〉α,β,η := sup

R⊆R0

(
M η

β (f,R)−M η
α(f,R)

)
and the supremum is taken over all segments R ⊆ R0.

The classes RHα,β were well studied for all values of parameters α, β. The
classes RH ′α,β,η were studied only for values of parameters α = 1, β = η. We
study the classes RH ′α,β,η for all values of the parameters 0 < α < β, η > 0. We
obtained sharp estimates of the growth rate of equimeasurable rearrangement f ∗
of function f satisfying the reverse Hölder inequality. The main result is contained
in the following theorem.
Theorem. Let 0 < α < β, η > 0, f ∈ RH ′α,β,η(R0) and a > 1. Then

M
η/2
β/2(f ∗)(t)−M η/2

β/2(f ∗)(|R0|) ≤
cα,β,η,a〈f〉1/2α,β,η

ln a
ln
|R0|a
t

, 0 < t ≤ |R0|,

where

cα,β,η,a =


aη/β
√
η/β

2 max
(

1, α
β−α

)
, η ≥ β,

max

((
aη/β−1
aη/β+1

)1/2

,
a2−η/β

√
η/β

2

)
max

(
1, α

β−α

)
, 0 < η < β.

Odessa I. I. Mechnikov National University
e-mail: ruslanshanin@gmail.com
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The approximation of the surface by spherical
splines

Shumeiko Oleksander

This paper offers one of the possible approximations of a convex surfaces with
fragments of the spheres which form a piecewise smooth surface.

Ligun A.A., Timchenko S.V. and Shumeiko A.A. ("Geometry of Convex
Surfaces East Journal on Approximation. vol.8, no.3, pp. 15-57, 2002) showed
that if there is some (natural) condition for the function ρ(u), the surface x(ρ, u)
is a convex (strictly convex) surface, and the support function of this surface is
equal to θ(x(ρ), u) = ρ(u), u ∈ Sn, and, moreover, any smooth strictly convex
surface can be represented as

x(ρ, u) = ((ρ(u)− (∇ρ(u), u))u+∇ρ(u))|Sn .

Based on this result, we obtain the main theorem.
Theorem 1. If for any value of ϕ ∈ [0, 2π] and ψ ∈ (0, π) the support

function looks as follows:

θ(ϕ, ψ) = R + x0 cosϕ sinψ + y0 sinϕ sinψ + z0 cosψ, (1)

then  x = R cosϕ sinψ + x0,
y = R sinϕ sinψ + y0,
z = R cosψ + z0.

If the surface on each elementary portion of the sphere coincides with its fragment,
such a surface will be called the spherical spline for the given segmentation.

We introduce a segmentation of the surface of the unit sphere

∆n,m = {[ϕi−1, ϕi]× [ψj−1, ψj] , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m} .

Approximating the support function θ(ϕ, ψ) of the surface Π(ϕ, ψ) at each cells
[ϕi−1, ϕi]× [ψj−1, ψj] of the partition by the function (1), we obtain an approxi-
mation of the convex surface Π(ϕ, ψ) by the surface Π̂(ϕ, ψ), which, on each cells,
coincides with the fragment of a sphere with the radius R and with the center at
the point M(x0, y0, z0). Therefore, Π̂(ϕ, ψ) is a spherical spline for the partition
∆n,m.

Dniprovsk State
Technical University
e-mail: ShumeikoAlex@gmail.com
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Approximation on R by classical orthogonal
polynomials with Chebyshev-Hermite weight and

the widths of functional classes in L2,γ(R)

Sergiy Vakarchuk and Mihaylo Vakarchuk

Here we represent the one of our new results, which continues the theme [1].
Let L2(R) be the space of all measurable functions f : R → R, which are

summable on R with square. By symbol L2,γ(R), where γ(x) = exp(−x2), we
denote the space of such functions f , for which f · γ1/2 ∈ L2(R). The norm
in L2,γ(R) is defined by formula ‖f‖2,γ = {

∫
R γ(x)f 2(x)dx}1/2. Let Dγ be the

differential operator of the next form Dγ: d2

dx2 − 2x d
dx

and let Lr2(Dγ,R) be the
class of functions f ∈ L2,γ(D), having absolutely continuous derivatives of (2r−1)-
th order and Dr

γ(f) ∈ L2,γ(R), r ∈ N. We suppose that Dr
γ(f) := Dγ(D

r−1
γ (f)),

r ∈ N; D0
γ(f) ≡ f and L0

2(Dγ, R) ≡ L2,γ(R). Let Ωm,γ(f, t) (t ∈ [0, 1], m ∈ N) be
the m-th order generalized modulus of continuity for f ∈ L2,γ(R) and Ψ(t) (t ∈
[0, 1]) be a majorant. We assumeW r

2 (Ωm,γ,Ψ) = {f ∈ Lr2,γ(R) : Ωm,γ(D
r(f), t) 6

Ψ(t) ∀t ∈ (0, 1)}, r ∈ Z+, m ∈ N. For an arbitrary set M ⊂ L2,γ(R) we denote
by En−1(M)2,γ (n ∈ N) the value of the best approximation of the M by algebraic
polynomials degree 6 n− 1 in the space L2,γ(R).

Theorem 1. Let n,m ∈ N, r ∈ Z+ and a majorant Ψ satisfies the condition

inf
0<t<1

Ψ(t)

(1− (1− t)n)m
= lim

t→0+

Ψ(t)

(1− (1− t)n)m
. (1)

Then

pn(W
r
2 (Ωm,γ,Ψ);L2,γ(R))=En−1(W

r
2 (Ωm,γ,Ψ))2,γ=

1

(2n)r
inf

0<t<1

Ψ(t)

(1−(1−t)n)m
. (2)

Here pn(W r
2 (Ωm,γ,Ψ);L2,γ(R)) is any of the n-widths: Kolmogorov’s, Gelfand’s,

Bernshtein’s, linear, projective, ortoprojective.
If, for example, Ψ̃(t) = (exp(at) − 1)m, where an arbitrary constant a > 0,

we obtaine pn(W r
2 (Ωm,γ, Ψ̃);L2,γ(R)) = En−1(W

r
2 (Ωm,γ, Ψ̃))2,γ = am2−rn−(r+m)

from (1) and (2).
[1] S. B. Vakarchuk, “Mean Approximation of Functions on the Real Axis by
Algebraic Polynomials with Chebyshev–Hermite Weight and Widths of Function
Classes”, Math. Notes, 95:5 (2014), 599–614.
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Екстремальнi задачi теорiї апроксимацiї для
функцiй зi значеннями у L-просторах

Владислав Федорович Бабенко3

Розгляд задач апроксимацiї функцiй зi значеннями у L-просторах дозво-
ляє з єдиної точки зору дослiджувати задачi теорiї апроксимацiї для функцiй
зi значеннями в нормованих просторах, многозначних функцiй, функцiй, зна-
ченнями яких є нечiткi множини, та iншi. Ми докладно зупинимось на зада-
чах оптимального вiдновлення операторiв, що дiють у просторах функцiй зi
значеннями у L-просторах.

Для широкого класу операторiв що дiють у просторах функцiй, якi озна-
ченi на метричному компактi i приймають значення у L-просторi (iзотропно-
му напiвлiнiйному метричному просторi) розв’язана задача оптимального вiд-
новлення на класах функцiй, що мають задану мажоранту модулiв неперерв-
ностi, по неточно заданим значенням функцiй в n точках областi визначення.
Крiм того, розв’язана задача оптимального вiдновлення монотонних опера-
торiв, що дiють у просторах функцiй, якi означенi на скiнченному вiдрiзку
дiйсної осi i приймають значення у LL-просторах (частково упорядкованих
L-просторах), на класах монотонних функцiй по точно вiдомим значенням
функцiй в n точках областi визначення.

В якостi прикладiв застосування одержаних результатiв наведемо резуль-
тати по оптимальному вiдновленню розв’язкiв iнтегральних рiвнянь Фре-
дгольма i Вольтера II роду вiдносно функцiй зi значеннями в L- та LL-
просторах.

Окремими випадками одержаних результатiв є (новi) результати по опти-
мальному вiдновленню операторiв, що дiють у просторах многозначних фун-
кцiй, а також функцiй, значеннями яких є нечiткi множини. Деякi результати
є новими i для операторiв, що дiють у просторах числових функцiй.

Dniprovski National
University
e-mail: babenko.vladislav@gmail.com

3Дана робота виконана спiльно з В. В. Бабенко, О. В. Коваленком i М. В. Полiщук
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Наближення необмежених функцiоналiв
обмеженими в гiльбертовому просторi

Владислав Федорович Бабенко i Роман Олегович Бiлiченко

Нехай A – нормальний оператор, що дiє в гiльбертовому просторiH,D(A)
– область визначення оператора A, f ∈ H, k, r ∈ N, k < r, x ∈ D(Ar), N > 0.
Величиною найкращого наближення функцiонала Ff = (Akx, f) лiнiйними
обмеженими функцiоналами на класi Q = {x ∈ D(Ar) : ‖Arx‖ ≤ 1} називає-
ться величина:

uN = inf
g∈H,‖g‖≤N

sup
x∈Q
|Ff(x)− g(x)|.

Для нормального оператора A, вiдповiдного йому розкладу одиницi Ez

(детальнiше про розклад одиницi див. [1]), елемента гiльбертового простору
f ∈ H i h > 0 визначимо

Φ(h) =


∫
C

|z|2k

(1 + h|z|2r)2
d (Ezf, f)


1/2

,Ψ(h) =


∫
C

|z|2(r+k)

(1 + h|z|2r)2
d (Ezf, f)


1/2

.

Теорема 1. Нехай числа N i h > 0 пов’язанi спiввiдношенням N = Φ(h).
Тодi справедлива рiвнiсть

uN = hΨ(h).

Теорема 2. Для будь-яких x ∈ D(Ar) i h > 0 справедлива нерiвнiсть∣∣(Akx, f
)∣∣ ≤ hΨ(h) ‖Arx‖+ Φ(h)‖x‖.

Нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть для елемента

xh =

∫
C

zk

1 + h|z|2r
dEzf.

Наведенi теореми є узагальненням результатiв [2], одержаних для само-
спряжених операторiв гiльбертового простору.

1. Березанский Ю. М. Функциональный анализ / Ю.М. Березанский,
Г. Ф. Ус, З.Г. Шефтель. - К.: Вища школа, 1990.

2. Бабенко В.Ф. Приближение неограниченных функционалов ограничен-
ными в гильбертовом пространстве / В.Ф., Бабенко, Р.О. Биличенко // Вi-
сник Днiпропетровського ун-ту. Математика. – 2012. – Вип. 17. – С. 3-11.
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унiверситет
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Оптимальне вiдновлення компактного
оператора за неточно заданими коефiцiєнтами

Фур’є його значень.
В. Ф. Бабенко, М. С. Гунько, Н. В. Парфiнович

НехайX – банаховий простiр, Y – деяка (iнформацiйна) множина, P0(Y ) –
множина непорожнiх пiдмножин множини Y , W ⊂ X – деякий клас елемен-
тiв та I : W → P0(Y ) – iнформацiйнe вiдображення. Довiльне вiдображення
Φ : Y → X назвемо методом вiдновлення елементiв множини W за заданою
iнформацiєю.

Величина e(W, I,Φ) = sup
x∈W, y∈I(x)

‖x− Φ(y)‖X

називається похибкою метода Φ на класi W за iнформацiєю I,
а величина E(W, I) = inf

Φ
e(W, I,Φ) (1)

називається похибкою оптимального вiдновлення елементiв класу W за iн-
формацiєю I. Метод Φ∗, який реалiзує точну нижню межу в (1), називається
оптимальним.

Нехай X = H сепарабельний гiльбертовий простiр, A : H → H - ком-
пактний оператор, WA = {x = Ah : h ∈ H, ‖h‖H ≤ 1}. Нехай також
Ah =

∑
k

skhkψk - канонiчне представлення оператора A, тобто φk -
власнi елементи оператора A∗A, sk - s-числа A, ψk = 1

sk
Aφk, hk = (h, φk) i

xk = (x, φk) = (Ah, φk) = skhk.
Розглянемо задачу вiдновлення елементiв класу WA у випадку, ко-

ли iнформацiйне вiдображення I(x) задається формулою I(x) = {x1+
+B(ε1), . . . , xn + B(εn)}, де B(ε) = {z ∈ C : |z| ≤ ε} i {εk}nk=1 – заданий
набiр невiд’ємних чисел.

Теорема 1. Нехай число m, 0 ≤ m ≤ n, таке, що

1−
m∑
k=1

ε2
k

s2
k

≥ 0 и 1−
m∑
k=1

ε2
k

s2
k

−
ε2
m+1

s2
k

< 0.

Тодi
E(WA; I)2 = e((WA; I; Φ∗)2 = s2

m+1 +
m∑
k=1

ε2
k(1−

n∑
k=1

s2
m+1

s2
k

),

де Φ∗(a) =
∑m

k=1 ak(1−
s2m+1

s2k
)ψk.

Аналогiчнi результати отриманi для iнших способiв задання iнформацiних
вiдображень. Розглянута, також, задача оптимального вiдновлення скаляр-
них добуткiв елементiв з класiв WA та WB за неточною iнформацiєю про
коефiцiєнти Фур’є елементiв з цих класiв.
Dniprovski National
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e-mail:
babenko.vladislav@gmail.com
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Нерiвностi типу Джексона з узагальненими
модулями неперервностi

Владислав Федорович Бабенко та Свiтлана Вiкторiвна Конарева

Розглядаються новi характеристики елементiв гiльбертового простору -
узагальненi модулi неперервностi ωϕLp,V ([0, δ]) i отриманi новi точнi нерiвно-
стi типу Джексона-Стєчкiна з цими модулями неперервностi для апроксима-
цiї елементiв гiльбертового простору. Цi результати включають в себе багато
вiдомих нерiвностей для апроксимацiї перiодичних функцiй тригонометри-
чними полiномами, апроксимацiї неперiодичних функцiй цiлими функцiями
експоненцiального типу, аналогiчнi результати для майже перiодичних фун-
кцiй та iншi. Ряд результатiв є новими вже в цих класичних ситуацiях.

Днiпровський нацiональний унiверситет
iменi Олеся Гончара
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Характеризацiя елемента найкращого
наближення функцiй багатьох змiнних у

просторах зi змiшаною iнтегральною метрикою
з вагою

Ольга Сергiївна Бiла та Вiкторiя Миколаївна Трактинська

Позначимо через K = I1 ∗ I2 ∗ · · · ∗ In - n– вимiрний паралелепiпед, де
Ii = [ai, bi], 1 ≤ i ≤ n. Нехай Ω(x) = Ω(x1, . . . xn) - невiд’ємна, сумовна на K
функцiя, яка майже всюди не дорiвнює нулю. Розглянемо простiр Lp̄,Ω вимiр-
них K функцiй f(x) = f(x1, . . . xn), для яких норма задається формулою:

||f ||p̄ = ||f ||p1,...,pn =

∫
In

...

[∫
I2

[∫
I1

Ω(x)|f(x)|p1dx1

]p2
p1

dx2

]p3
p2

...dxn

 1
pn

(1)

i скiнченна. Покладемо

|f |pk,...,pi;Ω =

∫
Ii

. . .

[∫
Ik+1

[∫
Ik

Ω(x)|f(x)|pkdxk
]pk+1

pk

dxk+1

]pk+2
pk+1

. . . dxi


1
pi

,

(2)
де 1 ≤ k < i, 1 < i ≤ n.

Теорема. Для того, щоб полiном P ∗m(x) =
∑m

i=1 c
∗
iϕi(x) був полiномом

найкращого наближення для функцiї f(x) в метрицi Lp̄;Ω, достатньо i (коли
хоча б одне з pi = 1 у випадку, коли рiзниця f(x)−P ∗m(x) 6= 0 майже скрiзь
на K = I1 ∗ I2 ∗ · · · ∗ In, де Ii = [ai, bi], 1 ≤ i ≤ n - n–вимiрний паралелепiпед)
необхiдно виконання спiввiдношення∫

K

Ω(x)Pm(x)g(x)dx1 . . . dxn = 0,∀Pm ∈ Hm, (3)

де

g(x) =

 |f − P
∗
m|p1−1|f − P ∗m|

p2−p1
p1;Ω ...|f − P ∗m|

pn−pn−1
p1,...,pn−1;Ωsgn(f − P ∗m),

|f − P ∗m|p1,...,pn−1;Ω 6= 0;
0, |f − P ∗m|p1,...,pn−1;Ω = 0.

Днiпровський нацiональний унiверситет
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e-mail: o.krasicka@ukr.net

Днiпровський нацiональний унiверситет
iменi Олеся Гончара
e-mail: traktynskaviktoriia@gmail.com

28



Лiнiйнi поперечники класiв перiодичних
функцiй BΩ

p,θ у просторi B1,1

Михайло Вiталiйович Гембарський
Свiтлана Борисiвна Гембарська

Дослiджуються питання про порядковi оцiнки лiнiйних поперечникiв кла-
сiв BΩ

p,θ [1] перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних у просторi B1,1,
норма в якому є бiльш сильною нiж L1-норма. Надалi Ω — функцiя типу
модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє умови Барi–Стєчкiна (Sα)
та (Sl) [2], i для певної функцiї Ω класи BΩ

p,θ збiгаються з вiдомими класами
Нiкольського–Бєсова Br

p,θ.
НехайW — центрально-симетрична множина у просторiX з нормою ‖·‖X .

Величина
λM(W,X) = inf

A
sup
w∈W
‖w − Aw‖X ,

де iнфiмум взято по всiх дiючих в X лiнiйних операторах A, розмiрнiсть
областi значень яких не перевищує M , називається лiнiйним поперечником
множини W у просторi X.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞, Ω(t) = ω
( d∏
j=1

tj
)
, де ω(τ) задовольняє

умову (Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi для будь-якої послiдовностi
M = (Mn)

∞
n=1 натуральних чисел такої, що Mn � 2nnd−1, справедливе спiв-

вiдношення
λM(BΩ

p,θ, B1,1) � ω(2−n)n(d−1)(1− 1
θ ).

Аналогiчне твердження справедливе i для тригонометричного поперечни-
ка d>M(BΩ

p,θ, B1,1).
[1] Sun Yongsheng, Wang Heping. Representation and approximation of multivariate peri-

odic functions with bounded mixed moduli of smoothness. // Тр. мат. ин-та им. В. А. Стекло-
ва – 1997. – 219. – C. 356 – 377.

[2] Бари Н.К., Стечкин С.Б. Наилучшие приближения и дифференциальные свойства
двух сопряженных функций. // Тр. Моск. мат. о-ва. – 1956. – 5. – С.483 – 522.
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Оцiнка похибки майже коопуклого наближення
тригонометричними полiномами

Герман Дзюбенко

Якщо неперервна на дiйснiй осi 2π-перiодична функцiя f змiннює свою
опуклiсть у 2s, s ∈ N, точках перегину yi : −π ≤ y2s < y2s−1 < ... < y1 < π, а
для решти i ∈ Z, yi визначенi перiодично, то в [1] для кожного натурального
n ≥ Nyi знайдено тригонометричний полiном Pn порядку cn такий, що Pn змi-
нює свою опуклiсть так само, як f, скрiзь, за винятком, можливо, маленiких
околiв yi : (yi − π/n, yi + π/n) i

‖f − Pn‖ ≤ c(s)ω4(f, π/n), (1)

де Nyi – стала, що залежить лише вiд mini=1,...,2s{yi − yi+1}, c i c(s) – сталi,
що залежать лише вiд s, ω4(f, ·) – 4-й модуль гладкостi функцiї f i ‖ · ‖ –
рiвномiрна норма.

Для "чисто" коопуклого наближення оцiнка (1) справджується лише для
ω3 i хибна для ω4 i вище.
[1] Дзюбенко Г. А., Майже коопукле наближення неперервних перiодичних функцiй, Укр.
Мат. Журн., 71 (2019), №3, 353-367.
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Оцiнки похибок наближень для деяких
функцiональних гiллястих ланцюгових дробiв з

нерiвнозначними змiнними

Роман Iванович Дмитришин

Нехай N — фiксоване натуральне число,

Ik = {i(k) : i(k) = (i1, i2, . . . , ik), 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, i0 = N}, k ≥ 1,

— множини мультиiндексiв i (z1, z2, . . . , zN) ∈ CN .
Встановлено новi оцiнки похибок наближень для багатовимiрного S -дробу

з нерiвнозначними змiнними

N∑
i1=1

ci(1)zi1
1 +

i1∑
i2=1

ci(2)zi2
1 +

i2∑
i3=1

ci(3)zi3
1 +

. . . ,

де ci(k) > 0 для всiх i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i його особливого випадку багатовимiр-
ного g-дробу з нерiвнозначними змiнними

s0

1 +

N∑
i1=1

gi(1)zi1
1 +

i1∑
i2=1

gi(2)(1− gi(1))zi2
1 +

i2∑
i3=1

gi(3)(1− gi(2))zi3
1 +

. . . ,

де s0 > 0, 0 < gi(k) < 1 для всiх i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, в деяких обмежених областях
iз CN .

Зазначимо, що цi функцiональнi гiллястi ланцюговi дроби з нерiвнозна-
чними змiнними є ефективним iнструментом для наближення аналiтичних
функцiй багатьох змiнних, заданих формальними кратними степеневими ря-
дами.
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Умови знакосталостi тригонометричних рядiв

Петро Васильович Задерей, Микола Вiкторович Гаєвський та
Микола Анатолiйович Веремiй

Будемо говорити, що послiдовнiсть {γn} задовольняє умови Боаса-
Теляковського, якщо:

1) lim
|k|→∞

γk = 0,

2)
∞∑
k=0

|4γk| <∞,

3)
∞∑
k=2

∣∣∣ [k/2]∑
m=1

4γk−m−4γk+m
m

∣∣∣ <∞, де 4γk = γk − γk+1.

Теорема. Нехай {γn} — послiдовнiсть комплексних чисел, що задоволь-
няє умови Боаса-Теляковського, γn = αn + iβn. Для того, щоб

1

2
+
∞∑
k=1

αk cos kx+ βk sin kx ≥ 0

необхiдно i достатньо щоб

∞∑
k=0

kakγk = o(n), n→∞

та

sup
ak

∣∣∣∣1 +
∞∑
k=1

akγk

∣∣∣∣ ≤ 2,

де f(z) = 1 +
∞∑
k=1

akz
k, |z| < 1 є аналiтичною обмеженою функцiя, тобто

sup
|z|<1

|f(z)| ≤ 1.
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Про вiдноснi коливання функцiї
Анатолiй Олександрович Кореновський

Середнiм iнтегральним коливанням невiд’ємної на кубi Q ⊂ Rd функцiї
f ∈ L(Q) називають величину Ω(f ;Q) = |Q|−1

∫
Q |f(x)− fQ| dx, а вiдносним

коливанням назвемо Ω(f ;Q)/fQ, де fQ = |Q|−1
∫
Q f(x) dx (якщо fQ = 0, то

вважаємо, що Ω(f ;Q)/fQ = 2). Зафiксуємо куб Q0 ⊂ Rd. Для функцiї f ∈
L (Q0) (f ≥ 0) поведiнку її вiдносних коливань по малим кубам характеризує
функцiя

ν(f ;σ) = sup
|Q|≤σ

Ω(f ;Q)

fQ
(0 < σ ≤ |Q0 |) ,

де точна верхня межа береться по всiм кубам Q ⊂ Q0, лебегова мiра яких
|Q| ≤ σ. Властивостi функцiї ν(f ;σ) схожi на властивостi звичайного модуля
неперервностi.

Основний результат даного повiдомлення мiститься у наступнiй теоремi
(див. [1]).

Теорема. Iснують такi додатнi сталi c1 i c2, якi залежать ли-
ше вiд вимiрностi d, що для будь-якої невiд’ємної функцiї f ∈ L (Q0)(
ν (f ; |Q0|) ≤

(
e
(
1 + 2d

))−1
)

i для будь-якої вимiрної пiдмножини E ⊂ Q0(
|E| ≤ 2−d |Q0|

)
справедлива нерiвнiсть

∣∣∣∣ln fE
fQ0

∣∣∣∣ ≤ c1 + c2

|Q0|∫
2d|E|

ν(f ; τ)
dτ

τ
. (1)

Ця теорема дає змогу отримувати вкладення класiв типу Гурова – Реше-
тняка у класи Герiнга та Макенхаупта i подiбнi до них (див. [2]). Крiм того,
за умови

∫ |Q0|
0 ν(f ; τ) dτ/τ < +∞ отримуємо, що функцiя f iстотно обмежена

i вiдокремлена вiд нуля.
Ранiше нерiвнiсть (1) була вiдомою лише у випадку, коли в її лiвiй частинi

вiдсутнiй знак модуля (див. [2]).
Доведення теореми засноване на оцiнках рiвновимiрних перестановок

функцiй, якi, на наш погляд, складають i самостiйний iнтерес.
[1] Кореновский А.А. Оценка скорости убывания (исчезновения) функции в терминах

относительных колебаний. Укр. мат. журн., 2019, 71, 2, 246 – 260.
[2] Korenovskii A. Mean oscillations and equimeasurable rearrangements of functions. Lect.

Notes Unione Mat. Ital., Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2007, 4, 189 p.

Одеський нацiональний унiверситет
iменi I. I. Мечникова
e-mail: anakor1958@gmail.com

33



Спiралi у творах сучасних митцiв

Маслюченко В.К. та Маслюченко Г.-Ж.Я.

Математичнi iдеї здавна проникли у твори мистецтва, зокрема, в картини
художникiв. Та коли, наприклад, у «Меланхолiї» Альбрехта Дюрера много-
гранник чи магiчний квадрат як репрезентатори математики займають лише
частину простору, то вже засновник супрематизму, видатний український ху-
дожник польського походження Казимир Малевич, автор знаменитого «Чор-
ного квадрата», вважав за необхiдне весь простiр картин заповнювати трику-
тниками, квадратами, кругами, прямокутниками та iншими геометричними
фiгурами. XX столiття принесло новi зразки впливiв математики на мисте-
цтво, згадаймо хоча б дивовижний свiт картин М. Ешера чи фантастичнi
краєвиди творiв А. Фоменка, що iлюструють нетривiальнi топологiчнi iдеї та
побудови. А фрактали, що їх увiв у математику Б. Мандельброт, зустрiчаю-
ться i в мистецтвi, зокрема у творах художникiв-абстракiонiстiв (Ф. Купка, В.
Кандинський та iншi.) Зв’язкам математики i мистецтва присвячено багато
сучасних дослiджень, зокрема, див. працi [1-5]. Автори присвятили цiй темi
вiсiм доповiдей на математичних конференцiях вiд червня минулого року, що
з цiкавiстю були сприйнятi математичною громадою.

В цiй доповiдi, крiм згаданих вище питань, ми торкнемося теми спiралi
в мистецтвi. Є дуже багато рiзновидностей спiралей, алгебраїчних (гiпербо-
лiчнi, параболiчнi, спiралi Архiмеда, Ґалiлея, Ферма), псевдоспiралей (лога-
рифмiчна, спiраль Карню) та iнших, про якi можна отримати iнформацiю з
[6] або з [7] чи з вiкiпедiї. Спiралi, подiбнi до спiралi Архiмеда, є на картинi
вiдомого чернiвецького художника Ореста Криворучка, майстра екслiбрису,
яку вiн назвав «Життя - мов зебра», датованiй 2015-м роком. Двi спiралi
розбивають площину на двi зв’язних частини, одна з яких зафарбована у по-
маранчевий колiр, друга ж розбита на чорнi i бiлi частини спiралевидними
кривими, i має зеброподiбний вигляд. Це нiби вервечка днiв i ночей, радостi i
печалi, що нас супроводжує в життi в гарячому оточеннi помаранчевої любо-
вi. Є у О. Криворучка й iншi картини з супрематичної тематики, наприклад
картина «Дiалектика», 2013. Це — квадрат, розбитий на два горизонтальнi
рiвнi прямокутники, чорний i бiлий, i облямований двадцятьма квадратика-
ми, червоними i зеленими, якi вкупi утворюють новий бiльший квадрат. Бiле
i чорне символiзують єднiсть протилежностей, день i нiч, Янь та Iнь, i все це
оповито червоно-зеленим серпанком любовi i життя. Спiралi зустрiчаються i
у молодого українського художника Богдана Локатира та оригiнального iта-
лiйського митця Марiо Мерца, про яких детальнiше мова йтиме у доповiдi.
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Пари Гана та їх застосування
Маслюченко В.К. та Мельник В.С.

Пара Гана (g, h) на топологiчному просторi X складається з двох напiв-
неперервних вiдповiдно зверху i знизу функцiй g : X → R i h → R, таких,
що g(x) ≤ h(x) на X. Якщо g(x) < h(x) на X, то пара Гана (g, h) нази-
вається строгою. Функцiя f : X → R називається промiжною чи строго
промiжною для пари Гана (g, h) на X, якщо g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X чи
g(x) < f(x) < h(x) при g(x) < h(x) i g(x) = f(x) = h(x) при f(x) = h(x)
вiдповiдно. Ця термiнологiя, що введена авторами, пояснюється результатом,
встановленим вiдомим австрiйським математиком Гансом Ганом (1879-1934),
професором Чернiвецького (1909-1916), Боннського (1916-1921) та Вiденсько-
го (1921-1934) унiверситетiв у 1917 роцi [1,2]: кожна пара Гана (g, h) на ме-
тричному просторi X має неперервну промiжну функцiю f .

Ця теорема Гана дiстала значний розвиток у працях математикiв XX сто-
лiття i дослiдження у цьому напрямку продовжуються i в наш час [3]. Цiкаво,
що ця тематика виявилася тiсно пов’язаною з теорiєю наближень.

В першiй частинi оглядової доповiдi буде висвiтлено розвиток теореми Га-
на у працях таких математикiв: Ж. Д’єдонне, Ґ. Тонґ, М. Катетов, К. Даукер,
Е. Майкл, К. Ґуд, Я. Старс, К. Ямазакi, а також новiтнi дослiдження авторiв,
що стосуються зокрема промiжних диференцiйовних функцiй [4].

Друга частина доповiдi буде присвячена застосуванню пар Гана у теорiї
наближень [5,6], зокрема будуть розглянутi функцiональнi оберненi задачi
для сукупно i нарiзно неперервних функцiй [7].
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Застосування ланцюгових дробiв до
наближення функцiй комплексної змiнної

Михайло Михайлович Пагiря

Нехай функцiя f визначена на компактi K ⊂ C. Функцiю можна на-
ближати многочленом, узагальненим многочленом, сплайном, рацiональною
функцiєю, апроксимантою Паде, ланцюговим дробом тощо.

Розглянуто способи наближення функцiй комплексної змiнної деякими
типами ланцюгових дробiв

b0(z) +
a1(z)

b1(z)+

a2(z)

b2(z)+ · · ·+
ak(z)

bk(z)+ · · ·
= b0(z) +

∞
K
k=1

ak(z)

bk(z)
.

Поряд iз оберненими похiдними Тiле (n)f(z), n ∈ N, функцiї f введено до роз-
гляду оберненi похiднi 2–го типу {n}f(z), оберненi g–похiднi (n)fg(z) та обер-
ненi g–похiднi 2–го типу {n}fg(z). Обґрунтовано властивостi запропонованих
обернених похiдних, формули знаходження обернених похiдних суми, рiзни-
цi, добутку та частки двох функцiй для кожного типу обернених похiдних,
рекурентнi спiввiдношення для знаходження значення оберненої похiдної.

Вiдомо, що формула Тiле є аналогом формули Тейлора в теорiї ланцю-
гових дробiв. Доведено формули типу Тiле, якi ґрунтуються на розглянутих
узагальненнях обернених похiдних. Доведено теореми збiжностi та рiвномiр-
ною збiжностi розвинень функцiї в ланцюговi дроби, якi отримано за допо-
могою формул типу Тiле. Розглянуто приклади.
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Поточковi оцiнки найкращих одностороннiх
наближень класiв W r

∞ при 0<r<1

Анатолiй Миколайович Пасько та Валентина Дмитрiвна Стефура

Нехай r – нецiле додатне число, W r
∞ – клас функцiй fr(x), визначених на

вiдрiзку [–1; 1] рiвнiстю

fr(x) =
1

Γ(r)

∫ x

−1

(x− t)r−1f(t)dt+ P (x),

де Γ(r) – гама-функцiя Ейлера, функцiя f(t) – вимiрна та майже скрiзь
|f(t)| ≤ 1, P (x) – алгебраїчний полiном степеня не вищого за [r − 1] ([a]
– цiла частина a). В.П. Моторний встановив асимптотично точнi оцiнки най-
кращих наближень класiвW r

∞ при нецiлому r > 0 алгебраїчними полiномами
з урахуванням положення точки на вiдрiзку. А.М. Пасько одержав аналоги
цих оцiнок для одностороннiх наближень при нецiлому r > 1.

Нашим головним результатом є така теорема.
Теорема 1. Нехай 0 < r < 1. Для будь-якої функцiї f ∈ W r

∞ iснує
послiдовнiсть алгебраїчних полiномiв P+

n,r(x) степеня не вищого за n, таких
що для всiх x ∈ [−1, 1] справджується нерiвнiсть

0 ≤ P+
n,r(x)− f(x) ≤ 2Kr

nr

(√
1− x2

)r
+

+Cr

(
lnn

nr+1

(
1

n
+
√

1− x2

)r−1

+
lnn

n2r

)
.

Тут

Kr =
4 sin rπ

2

π

∞∑
m=0

1

(2m+ 1)r+1
,

а Cr - стала, значення якої залежить лише вiд r.
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Про iнтерполяцiю операторiв, якi комутованi з
розтягуванням, в граничних випадках

Борис Гнатович Пелешенко

Нехай Φ – об’єднання функцiї ϕ(t) = signt i множини додатних, зро-
стаючих вгнутих на [0,∞) функцiй ϕ, якi для яких lim

t→+0
ϕ(t) = ϕ(0) = 0,

lim
t→∞

ϕ(t) = ∞ i ϕ(2t) = O(ϕ(t)), коли t → +0, t → ∞. Позначимо S(Rn)

простiр дiйсних вимiрних за Лебегом функцiй на Rn i f ∗(t) – не зростаючу
перестановку модуля функцiї f ∈ S(Rn). Нехай a ∈ (0,∞] i ϕ ∈ Φ. Простiр
Лоренця Λϕ,a(Rn) складається з функцiй f ∈ S(Rn), для яких скiнчена ква-

зiнорма ||f ||Λϕ,a =

{∞∫
0

(f ∗(t))adϕ(t)

} 1
a

з фундаментальною функцiєю ϕ(t)
1
a ,

якщо ϕ(t) 6= signt, 0 < a < ∞ або квазiнорма ||f ||Λϕ,∞ = sup
0<t<∞

f ∗(t)ϕ(t),

якщо a = ∞. У випадку, коли ϕ(t) = t, 0 < a < ∞, то Λϕ,a(Rn) = La(Rn),
якщо ϕ(t) = signt, то Λϕ,∞(Rn) = L∞(Rn). Для зростаючої функцiї ϕ0/ϕ1

на (0,∞) простiр Λϕ0
(Rn) + Λϕ1

(Rn), коли ϕ1(t) 6= signt, складається з

f ∈ S(Rn), для яких
1∫

0

f ∗(t)dϕ0(t)dt+
∞∫
1

f ∗(t)dϕ1(t) <∞. Якщо ϕ1(t) = signt i

sup
0<u<1

Mϕ0
(u)(1−lnu) ≤ 1, то Λϕ0

(Rn)+L∞,1(Rn) – простiр функцiй f ∈ S(Rn),

що
1∫

0

f ∗(t)dϕ0(t)dt+
∞∫
1

f ∗(t)t−1dt <∞.

Theorem 1. Нехай Tf(x) = lim
ε→0

∫
|y|>ε

Ω(y)
|y|n f(x − y)dy, де

∫
Sn−1

Ω(t)dσ = 0,

де dσ iндукована евклiдова мiра. Якщо sup
|t−t′|<δ

|Ω(t) − Ω(t′)| = δ для |t| =

|t′| = 1, то
1∫

0

ω(δ)dδ
δ < ∞. В випадку 0 < a ≤ 1, dψ(t) = ta−1 dt

h(t),

ϕ(t) =

{
t∫

0

[
ln t

τ

]a
τ a−1 dτ

h(τ) + ta
∞∫
t

dτ
τh(τ)

}
, де h ∈ S(0,∞) повiльно змiнна фун-

кцiя в нулi та на нескiченостi, i sup
0<t<∞

t∫
0
(ln t

τ )
a
τa dτ

τh(τ)+t
a
∞∫
t

dτ
τh(τ)

ϕ(t) <∞. Iснує кон-

станта C1 > 0, що для всiх функцiй f(x) ∈ Λϕ,a(Rn)+L∞,1(Rn) виконується

нерiвнiсть
∞∫
0

{[Tf ]∗(t)t}a dt
th(t) ≤ C1

∞∫
0

(f ∗(t))adϕ(t).
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Оцiнка знизу вiдхилення сум Фейєра на класах
iнтегралiв Пуассона
Ольга Геннадiївна Ровенська

Нехай C2π — простiр неперервних 2π– перiодичних функцiй f(x), ‖f‖C =
max |f(x)|, x ∈ R та Cq

β,∞ — пiдмножина функцiй f ∈ C2π, якi можна подати
у виглядi згортки

f(x) = A0+
1

π

π∫
−π

ϕ(x+t)P q
β(t) dt, P q

β(t) =
∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
), q ∈ (0; 1), β ∈ R,

де P q
β(t) — ядро Пуассона, а функцiя ϕ(x) майже скрiзь задовольняє умову

|ϕ(x)| ≤ 1. Множина Cq
β,∞ мiстить 2π-перiодичнi функцiї, що дозволяють

аналiтичне подовження до функцiй F (z) = F (x + iy) у вiдповiдну смугу
|=z| < ln 1

q , i називаються iнтегралами Пуассона.
Для заданої функцiї f ∈ L суми Фейєра визначаються спiввiдношенням

σn(f ;x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f ;x),

де Sn(f ;x) — частковi суми ряду Фур’є функцiї f .
Для величини

E
(
Cq
β,∞;σn

)
= sup

f∈Cqβ,∞
‖f(x)− σn(f ;x)‖

у частинних випадках β = 0, β = 1 встановлено асимптотичнi рiвностi

E
(
Cq

0,∞;σn
)

=
4q

πn(1 + q2)
+O(1)

qn

n
, q ∈ (0; 2−

√
3),

E
(
Cq

1,∞;σn
)

=
4q

πn(1− q2)
+O(1)

qn

n(1− q)3
, q ∈ (0; 1),

де величина O(1) рiвномiрно обмежена щодо n, q.
З цього випливає очевидна оцiнка зверху величини E

(
Cq
β,∞;σn

)
. Основ-

ним результатом роботи є одержання оцiнки знизу точної верхньої межi вiд-
хиленнь сум Фейєра на класах iнтегралiв Пуассона. Має мiсце теорема.

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1), β ∈ R. Тодi при n → ∞ виконується
асимптотична нерiвнiсть

E
(
Cq
β,∞;σn

)
≥

4q cos3 βπ
2

πn(1 + q2)
+

4q sin3 βπ
2

πn(1− q2)
+O(1)

qn

n(1− q)3
,

де величина O(1) рiвномiрно обмежена щодо n, q.
Лiтература
1. Novikov O.O., Rovenska O.G. Approximation of periodic analytic functions

by Fejer sums / Matematychni Studii. — 2017. — 47, 2. — P. 196–201.
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Колмогоровськi поперечники i ентропiйнi числа
класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних

Анатолiй Сергiйович Романюк

В доповiдi будуть обговорюватися питання, пов’язанi з колмогоровськими
поперечниками i ентропiйними числами класiв перiодичних функцiй багатьох
змiнних Brp,θ Нiкольського–Бєсова у просторiB∞,1. Зауважимо, що норма про-
стору B∞,1 є бiльш сильною нiж L∞–норма.

Нехай X — банахiв простiр з нормою ‖ · ‖X i A—компактна множина в X.
Для y ∈ X та R > 0 позначимо BX(y,R) := {x ∈ X : ‖x− y‖X ≤ R}, тобто
BX(y,R)— куля в X з центром у точцi y i радiусом R. Для k ∈ N величина

εk(A,X) := inf

{
ε > 0 : ∃ y1, . . . , y2k ∈ X | A ⊆

2k⋃
j=1

BX(yj, ε)

}
називається ентропiйним числом множини A у просторi X.

Нехай Y — нормований простiр з нормою ‖ · ‖Y , LM(Y ) — сукупнiсть
пiдпросторiв в Y , розмiрнoстi яких не перевищують M , i W — центрально–
симетрична множина в Y . Величина

dM(W,Y ) := inf
LM∈LM (Y )

sup
w∈W

inf
u∈LM

‖w − u‖Y

називається колмогоровським M– поперечником множини W у просторi Y .
Вважатимемо, що координати вектора r = (r1, . . . , rd), який входить в

означення класiв, впорядкованi так, що 0 < r1 = r2 = . . . = rν < rν+1 ≤
. . . ≤ rd.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞, r1 > 0. Тодi при d ≥ 1 справедливi
спiввiдношення

εM(Br∞,θ, B∞,1) � dM(Br∞,θ, B∞,1) �M−r1(logν−1M)r1+1− 1
θ .

Теорема 2. Нехай 2 ≤ p < ∞, r1 >
1
2. Тодi при d ≥ 1 справедливi

спiввiдношення

εM(Brp,2, B∞,1) � dM(Brp,2, B∞,1) �M−r1(logν−1M)r1+ 1
2 .
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Кратний базис Хаара в задачах лiнiйної
та нелiнiйної апроксимацiї функцiй

Вiктор Сергiйович Романюк

У доповiдi представленi вибранi результати автора, якими демонструю-
ться можливостi одного з кратних базисiв Хаара Hd = (hi)

∞
i=0 функцiй з d

змiнними в задачах лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї деяких класiв глад-
ких функцiй у просторах Лебега. Базис Hd є результатом належного впоряд-
кування системи Hd

0 = {hk}k∈Zd+ функцiй, визначених на одиничному кубi
Id := [0, 1]d, d > 2; ця система побудована на основi одновимiрного бази-
су Хаара i системи характеристичних функцiй двiйкового розбиття вiдрiзка
[0, 1] (щодо базисностi системи Hd

0 доведено вiдповiдне твердження).
Дослiдження стосуються, зокрема, порядкових оцiнок величин найкращо-

го m – членного наближення за системою Hd (у просторах Lq(Id) зi стандар-
тною нормою ‖ · ‖q) одиничних куль SBr

p,θ в iзотропних просторах Бєсова
Br
p,θ ⊂ Lp(Id). Йдеться про величини

σm(SBr
p,θ; Hd;Lq(Id)) := sup

f∈SBrp,θ
inf

Λ⊂Z+,
]Λ=m

inf
cα∈R

∥∥∥∥f −∑
α∈Λ

cαhα

∥∥∥∥
q

.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ p, θ <∞, 1 < q <∞ i max
{

0, dp −
d
q

}
< r < 1

p.
Тодi

σm(SBr
p,θ; Hd;Lq(Id)) � m−

r
d .

Зазначимо, теоремою 1 охоплений також випадок d = 1, i оптимальними
в сенсi одержання порядкових значень для величин σm(SBr

p,θ; Hd;Lq(Id)) в
теоремi є, так званi, q-грiдi апроксиманти вигляду

Gq
m(f ;x) :=

∑
α∈Λmax

f

(f, hα)hα(x), m = 1, 2, ...,

де x = (x1, ..., xd) ∈ Id, (f, hα), α ∈ Z+ — коефiцiєнти Фур’є функцiї f за
системою Hd, а множина Λmax

f визначається, iз залученням функцiї f ∈ Lq(Id),
з умов ]Λmax

f = m i

min{‖(f, hα)hα‖q, α ∈ Λmax
f } ≥ max{‖(f, hα)hα‖q, α ∈ Z+ \ Λmax

f }.
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Точнi оцiнки похибки в динамiчних системах iз
дискретним часом

Валентин Iванович Рубан i Олександр Олексiйович Руденко

Динамiчна система – об’єкт, що складається з двох елементiв. Перший iз
них – множина X, яку надалi називатимемо фазовим простором; точки фа-
зового простору – це стани системи. Другим елементом динамiчної системи
є однопараметрична група вiдображень множини X у себе (перетворень мно-
жини X), тобто сукупнiсть вiдображень f t : X → X, де t ∈ I ⊂ R, причому,
по-перше, f t+s = f t ◦ f s для всiх t, s ∈ I, по-друге, 0 ∈ I i f 0 – тотожне
вiдображення X у себе.

Якщо I є множина всiх дiйсних чисел R або невiд’ємних дiйсних чисел R+,
маємо динамiчну систему з неперервним часом. Якщо I – множина всiх
цiлих чисел Z або невiд’ємних цiлих чисел Z+, маємо динамiчну систему з
дискретним часом.

Вважатимемо, що множиною значень часу в дискретнiй динамiчнiй си-
стемi є множина Z+. Зрозумiло, що для t ∈ Z+\ {0} , f t = f 1 ◦ f 1 ◦ . . . ◦ f 1, де
суперпозицiю застосовано (t− 1) раз.

Точку x0, для якої x0, f (x0) , . . . , f
m−1 (x0) – попарно рiзнi елементи i

fm (x0) = x0, називають перiодичною точкою перiоду m. Множину цих єле-
ментiв будемо називати циклом порядку m.

В роботi [1] дослiджувалась часова складнiсть динамiчних систем з дис-
кретним часом.

В данiй роботi розглянуто динамiчнi системи з комп’ютерними дiйсними
32-бiтними числами формату IEEE 754. Їх вiдносно мала кiлькiсть дозволяє
розробляти алгоритми точного обчислення важливих параметрiв iтерацiйних
процесiв, а саме порядки всiх можливих циклiв, дiаметрiв циклiв як множин,
залежнiсть дiаметрiв циклiв вiд початкової умови. Обчислюються також ма-
ксимальна точнiсть системи в залежностi вiд початкової умови, мiнiмальна
та максiмальна кiлькiсть iтерацiй, якi потрiбнi для досягнення необхiдной
точностi.

1. В. I. Рубан. Часова складнiсть алгоритмiв повного дослiдження динамi-
чних систем iз дискретним часом, визначених на скiнченнiй множинi станiв /
В. I. Рубан, О. О. Руденко // Вiсник Днiпропетровського ун-ту. Математика.
– 2016. – Вип. 21. – С. 95-98.
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Наближення сумами Фур’є класiв
диференцiйовних функцiй високої гладкостi в

рiвномiрнiй метрицi
А.С. Сердюк та I.В. Соколенко

Нехай C i Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, — простори 2π-перiодичних дiйснозначних
функцiй зi стандартними нормами ‖ · ‖C i ‖ · ‖p.

Через W r
β,p, r > 1, β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, позначимо класи Вейля-Надя, тобто

множини всiх 2π-перiодичних функцiй f , якi зображуються у виглядi згортки

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

ϕ(x−t)
∞∑
k=1

k−r cos

(
kt− βπ

2

)
dt, a0 ∈ R, ‖ϕ‖p ≤ 1, ϕ ⊥ 1.

Дослiджується задача про знаходження сильної асимптотики величин

En(W r
β,p)C = sup

f∈W r
β,p

‖f − Sn−1(f)‖C , (1)

де Sn−1(f) — частинна сума Фур’є функцiї f порядку n−1, при n+1 ≤ r ≤ n2.
Теорема 1. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, β ∈ R i n ∈ N. Тодi при n + 1 ≤ r ≤ n2

рiвномiрно вiдносно всiх розлядуваних параметрiв

En(W r
β,p)C =


n−r
(

1
π(1−e−r/n)

+O
(
rn−2e−r/n

))
, p = 1,

n−r
(
‖ cos t‖p′

π F
1
p′
(
p′

2 ,
p′

2 ; 1; e−2r/n
)

+O
(
rn−2e−r/n

))
, 1 < p ≤ ∞,

де 1
p + 1

p′ = 1, F (a, b; c; z) — гiпергеометрична функцiя Гаусса:

F (a, b; c; z) = 1 +
∞∑
k=1

(a)k(b)k
(c)k

zk

k!
, (x)k := x(x+ 1)(x+ 2)...(x+ k − 1).

При p =∞ теорема 1 випливає з роботи С.Б. Стєчкiна [1].
Одержана теорема доповнює результати авторiв [2], де, зокрема, для до-

вiльних 1 ≤ p ≤ ∞ було встановлено сильну асимптотику величин (1) у
випадку r ≥ n2.

[1] Стечкин С.Б. Оценка остатка ряда Фурье для дифференцируемых функций // Приближение
функций полиномами и сплайнами, Сборник статей, Тр. МИАН СССР. – 1980. – 145. – C. 126–151.

[2] Serdyuk А.S., Sokolenko I.V. Approximation by Fourier sums in classes of differentiable functions with

high exponents of smoothness // arXiv:1906.02531.
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Найкращi наближення функцiй багатьох
змiнних у просторах зi змiшаною iнтегральною

метрикою
Марина Євгенiвна Ткаченко i Вiкторiя Миколаївна Трактинська

Г.С. Смирнов вивчав питання характеризацiї елемента найкращого набли-
ження функцiй двох змiнних у просторах зi змiшаною iнтегральною метри-
кою. Ми узагальнили його результати на випадок несиметричних наближень
функцiй багатьох змiнних.

Для вектора p̄ = (p1, p2, . . . , pn), 1 ≤ pi < ∞, 1 ≤ i ≤ n через Lp̄ =
Lp̄(K) будемо позначати простiр сумовних на K функцiй n змiнних f(x) =
f(x1, . . . , xn) з несиметричною нормою

‖f‖p̄;α,β =

∫
In

· · ·

∫
I2

∫
I1

|f(x)|p1α,βdx1


p2
p1

dx2


p3
p2

· · · dxn


1
pn

.

Покладемо

|f |pk,...,pi;α,β =

∫
Ii

. . .

∫
Ik+1

∫
Ik

|f(x)|pkα,βdxk


pk+1
pk

dxk+1


pk+2
pk+1

. . . dxi


1
pi

,

де 1 ≤ k < i, 1 < i ≤ n.
Теорема. Нехай 1 < pi <∞, 1 ≤ i ≤ n, а Hm = span{ϕ1, . . . , ϕm} для де-

якої системи лiнiйно незалежних функцiй {ϕ1, . . . , ϕm} ⊂ Lp̄.Для того, щоб
полiном P ∗m ∈ Hm був елемeнтом найкращого (α, β)-наближення у просторi
Lp̄(K) для функцiї f /∈ Hm необхiдно i достатньо виконання спiввiдношення∫

K

Pm(x)g(x)dx = 0, ∀Pm(x) ∈ Hm,

де

g(x) =


|f − P ∗m|

p1−1
α,β |f − P ∗m|

p2−p1
p1;α,β · · · |f − P ∗m|

pn−pn−1
p1,...,pn−1;α,β sgnα,β(f − P ∗m),

|f − P ∗m|p1,...,pn 6= 0,
0, |f − P ∗m|p1,...,pn = 0.
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Характеризацiя пiдпросторiв єдиностi елемента
найкращого (α, β)-наближення з вагою

Марина Євгенiвна Ткаченко та Вiталiй Олегович Трактинський

Розглядається простiр C(Q,X) неперервних на метричному компактi Q
функцiй зi значеннями у КВ-просторi X з нормою ‖ · ‖X . Через Θ позначимо
множину всiх µ-вимiрних дiйсних функцiй θ на Q таких, що 0 < inf{θ(x) :
x ∈ Q} ≤ sup{θ(x) : x ∈ Q} < ∞, де µ – невiд’ємна, скiнченна, безатомна
мiра, додатна на будь-якiй непорожнiй вiдкритiй пiдмножинi Q.

У просторi C(Q,X) уведемо несиметричну вагову L1-норму
||f ||1;θ;α,β =

∫
Q

θ(x)||f(x)||X;α,βdµ(x), де ||f(x)||X;α,β = ||α · f+(x) +β · f−(x)||X ,

f±(x) = (±f(x)) ∨ 0, α > 0, β > 0, θ ∈ Θ.
Позначимо Zf = {x ∈ Q : f(x) = 0}, Nf = Q\Zf .
Для f, g ∈ C(Q,X) покладемо

τ
(α,β)
− (f(x), g(x))X = lim

t→−0

||(f + tg)(x)||X;α,β − ||f(x)||X;α,β

t
.

Нехай H – скiнченномiрний пiдпростiр C(Q,X),

H ′ = {h ∈ C(Q,X) : ∃gh ∈ H ∀x ∈ Q h(x) = ±gh(x)}.

Скiнченномiрний пiдпростiр H ⊂ C(Q,X) називається A-пiдпростором,
якщо ∀h ∈ H ′ \ {0} знайдеться функцiя g ∈ H така, що

(i) g(x) = 0 майже всюди на Zh;
(ii) τ (α,β)

− (h(x), g(x))X ≥ 0 майже всюди на Nh, та ця нерiвнiсть є строгою
на пiдмножинi множини Nh додатної мiри.

Клас H ′ i поняття А-простору ввiв Ганс Штраус для Q = [a, b], X = R,
α = β = 1, Андреас Кроо узагальнив його результат на випадок, коли Q є
компактом в Rn, а X – банаховим простором. Наступна теорема є розповсю-
дженням результатiв Ганса Штрауса та Андреаса Кроо на випадок несиме-
тричного наближення функцiй простору C(Q,X).

Tеорема 1. Нехай X - строго нормований гладкий KB-простiр зi строго
монотонною нормою, H – скiнченномiрний пiдпростiр C(Q,X). Тодi для
того, щоб кожна функцiя f ∈ C(Q,X) мала єдиний елемент найкращого
(α, β)-наближення з вагою θ ∈ Θ елементами пiдпростору H для будь-якої
ваги θ ∈ Θ, необхiдно i достатньо, щоб H був А-пiдпростором.
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Застосування узагальнених моментних
зображень до побудови багатовимiрних
багатоточкових апроксимацiй типу Паде

Л.О.Чернецька

Застосовано узагальненi моментнi зображення до вивчення багатовимiр-
них багатоточкових апроксимацiй типу Паде.

Сформулюємо означення двовимiрної двоточкової апроксиманти типу Па-
де.

Нехай функцiя двох змiнних f є аналiтичною в областi D ⊂ C2, що мi-
стить точки (z0, w0) = (0, 0) та (z1, w1) i розвивається в околi цих точок в
степеневi ряди

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm

та

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

s
(1)
k,m(z − z1)

k(w − w1)
m.

Будемо називати двовимiрною двоточковою апроксимантою типу Паде фун-
кцiї f рацiональну функцiю

[N /D]f

(
(0, 0), (z1, w1)
E0, E1

; z, w

)
=
PN (z, w)

QD(z, w)
,

де
PN (z, w) =

∑
(k,m)∈N

pk,mz
kwm, QD(z, w) =

∑
(k,m)∈D

qk,mz
kwm,

таку, що мають мiсце розвинення

f(z, w)−PN (z, w)

QD(z, w)
=


∑

(k,m)∈Z2
+\E0

ek,mz
kwm при (z, w)→ (0, 0),∑

(k,m)∈Z2
+\E1

e
(1)
k,m(z − z1)

k(w − w1)
m при (z, w)→ (z1, w1).
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Апроксимативнi характеристики функцiй з
класiв Нiкольського-Бєсова Sr1,θB(Rd)

Сергiй Якович Янченко

У доповiдi йтиметься про точнi за порядком оцiнки наближення функцiй
з класiв Sr1,θB(Rd) [1] за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з
певними обмеженнями щодо їхнього “спектру”.

Нехай Lq(Rd), 1 6 q 6 ∞, — простiр вимiрних функцiй f(x) =
f(x1, . . . , xd) визначених на Rd, d > 1, зi стандартною скiнченною нормою.

Далi, нехай L ⊂ Zd+ — деяка скiнченна множина, M = M(L) =
⋃
s∈LQ

∗
2s,

де s ∈ Zd+ i Q∗2s =
{
λ = (λ1, ..., λd) : η(sj)2

sj−1 6 |λj| < 2sj , λj ∈ R, j = 1, d
}
.

Тодi для f ∈ Lq(Rd), 1 6 q 6∞, позначимо

SM(f,x) =
∑
s∈L

δ∗s(f,x),

де δ∗s(f,x) = F−1(χ
Q∗
2s
· Ff), χ

Q∗
2s

— характеристична функцiя множини Q∗2s,
а Ff i F−1f вiдповiдно пряме й обернене перетворення Фур’є функцiї f .

Для f ∈ Lq(Rd) розглянемо апроксимативну характеристику

eFM
(
f
)
q

= inf
L : mesM6M

‖f(·)− SM(f, ·)‖q

i для Srp,θB(Rd) ⊂ Lq(Rd) позначимо

eFM
(
Srp,θB

)
q

= sup
f∈Sr

p,θB
eFM
(
f
)
q
,

де r = (r1, . . . , rd), 0 < r1 = · · · = rν < rν+1 6 · · · 6 rd.
Справедливе таке твердження.
Теорема 1. Нехай r1 > 1, 1 6 θ 6∞, тодi

eFM
(
Sr1,θB

)
∞ �

(
M−1 logν−1M

)r1−1(
logν−1M

)1− 1
θ .
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